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RESUMEN

El andlisis estructural de un edificio alto puede resolverse mediante un analisis local o
global. Se conoce que la respuesta global no es la simple superposicion de respuestas de los
sistemas estructurales individuales y es importante realizar un andlisis estructural global del
edificio alto que considere la compleja interaccion tridimensional entre los sistemas estructurales.
A pesar de que el avance tecnoldgico ha contribuido a que un andlisis estructural completo
utilizando paquetes comerciales de elementos finitos sea facil de obtener, en una etapa temprana
del proyecto los ingenieros estructurales necesitan tomar decisiones répidas y el uso de modelos
tridimensionales complejos pueden demandar mucho tiempo y resultar poco practico y costoso.
Por el contrario, el uso de métodos aproximados como el método continuo y el método de matriz
de transferencia que sustituye un edificio alto como una viga de reemplazo equivalente, reduce
drésticamente los grados de libertad de la estructura, involucra una minima cantidad de tiempo y
permite concentrar el analisis en las caracteristicas estructurales mas importantes e ignorar aquellas

que no tienen una influencia importarte (y a veces nula) en la respuesta estructural.

El objetivo principal de este proyecto de investigacion es desarrollar y proponer un
procedimiento analitico para el analisis estructural global del edificio alto que involucra un analisis
estatico, dinamico y de estabilidad basado en el método continuo y el método de matriz de
transferencia utilizando una formulacioén energética. La formulacion matematica utilizando el
método continuo proporciona soluciones de forma cerrada para el analisis estructural estatico,
dinamico y de estabilidad de edificios altos regulares y la utilizacion conjunta del método continuo
y el método de matriz de transferencia permite evaluar el analisis estructural de los edificios altos
que presentan variabilidad estructural en altura. EI modelo simplificado se utiliza para calcular el
perfil de desplazamiento lateral, el desplazamiento méximo, las derivas de entrepiso y la deriva
global en el caso estatico; para calcular las frecuencias y los periodos en el caso dindmico y para

calcular la carga critica global de pandeo en el caso de estabilidad.

Esta investigacion se divide en dos partes. La primera parte presenta el procedimiento
matematico que conduce a soluciones cerradas del analisis estructural estatico, dinamico y de

estabilidad de modelos de vigas de reemplazo adecuados a cada elemento estructural como
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porticos, muros de corte, muros de corte acoplado, nlcleos y también se analiza estrategias para
representar al edificio alto mediante una sola viga de reemplazo con sus rigideces caracteristicas.
La segunda parte presenta un analisis de precision y fiabilidad de los modelos desarrollados
comparando los resultados del método continuo y método de matriz de transferencia con el método
de elementos finitos. Los resultados de la investigacion demuestran una excelente precision y
fiabilidad de la aplicacion de los modelos continuos desarrollados para los sistemas estructurales

y para el edificio alto.

Como conclusién general, el procedimiento analitico propuesto en este proyecto de
investigacion para el andlisis estructural global del edificio alto ha demostrado ser un
procedimiento muy confiable en su precision e involucra un reducido tiempo de procesamiento, lo
que lo hace conveniente para implementarse en las oficinas de ingenieria como una excelente
alternativa para el analisis estructural de edificios altos en una etapa preliminar y como un método

de verificacion en la etapa final del proyecto.

Palabras claves: Edificio alto, viga de reemplazo, método continuo, método de matriz de
transferencia, formulacidn energética, principio de Hamilton, andlisis estructural estatico, analisis

estructural dinamico, analisis estructural de estabilidad.
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ABSTRACT

The structural analysis of a tall building can be solved by a local or global analysis. It is
known that the global response is not the simple superposition of responses of the individual
structural systems and is important to carry out a global structural analysis of the tall building that
considers the complex three-dimensional interaction between the structural systems. Although
technological advancement has made a full structural analysis using commercial finite element
packages easy to obtain, at an early stage of the project structural engineers need to make quick
decisions and the use of complex 3D models can be time consuming, be impractical and expensive.
In contrast, the use of approximate methods such as the continuous method and the transfer matrix
method substituting a tall building as an equivalent replacement beam drastically reduces the
degrees of freedom of the structure, involves a minimal amount of time, and allows concentrate
the analysis on the most important structural features and ignore those that have no significant (and

sometimes no) influence on the structural response.

The main objective of this research project is to develop and propose an analytical
procedure for the global structural analysis of the tall building that involves a static, dynamic and
stability analysis based on the continuous method and the transfer matrix method using an energy
formulation. The mathematical formulation using the continuum method provides closed form
solutions for the static, dynamic and stability structural analysis of regular tall buildings and the
joint use of the continuum method and the transfer matrix method allows to evaluate the structural
analysis of tall buildings that present structural variability in height. The simplified model is used
to calculate the lateral displacement profile, the maximum displacement, the interstory drifts and
the global drift in the static case; to calculate the frequencies and periods in the dynamic case and

to calculate the global critical buckling load in the stability case.

This investigation is divided into two parts. The first part presents the mathematical
procedure that leads to closed solutions of the static, dynamic and stability structural analysis of
replacement beam models suitable for each structural element such as frames, shear walls, coupled

shear walls, cores and strategies are also analyzed to represent the tall building by a single
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replacement beam with its characteristic stiffnesses. The second part presents an analysis of the
accuracy and reliability of the models developed by comparing the results of the continuous
method and the transfer matrix method with the finite element method. The results of the
investigation demonstrate excellent accuracy and reliability of the application of the continuous
models developed for the structural systems and for the tall building.

As a general conclusion, the analytical procedure proposed in this thesis for the global
structural analysis of the tall building has proven to be a very reliable procedure in its precision
and involves a reduced processing time, which makes it convenient to be implemented in
engineering offices such as an excellent alternative for structural analysis of tall buildings at a
preliminary stage and as a verification method at the final stage of the project.

Keywords: Tall building, replacement beam, continuous method, transfer matrix method, energy
formulation, Hamilton's principle, static structural analysis, dynamic structural analysis, structural

stability analysis.
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INTRODUCCION

En la literatura se han desarrollado numerosos métodos de andlisis aproximados y exactos
para evaluar el analisis estructural global de edificios altos. En este proyecto de investigacion se
presenta un procedimiento analitico que permite realizar de forma practica y en un tiempo mas
corto el analisis estructural estatico, dindmico y de estabilidad del edificio alto utilizando el método

continuo y el método de matriz de transferencia con una formulacion energética.

El método continuo conduce a soluciones cerradas del analisis estructural para edificios
que son regulares en altura; es decir, cuyas propiedades estructurales no cambian a lo largo de la
altura del edificio. Sin embargo, no todos los edificios altos son regulares en altura por motivos
estructurales, estéticos y de costo. La aplicacion conjunta del método continuo y el método de
matriz de transferencia permite evaluar el analisis estructural de los edificios altos que presentan
variabilidad estructural en altura. De esta forma, el procedimiento analitico desarrollado en este
proyecto de investigacion permite evaluar el analisis estructural global de edificios altos que son

regulares e irregulares en altura.

Este proyecto de investigacion se divide en siete capitulos, donde cada uno esta dedicado
a Un aspecto particular de la investigacion; sin embargo, el capitulo cuatro “resultados” contiene

todo el sustento matematico de esta investigacion.

El capitulo 1 abarca el planteamiento del problema, en el cual se describe la realidad
problematica, la formulacion del problema, los objetivos, la justificacion y la delimitacion del

estudio de investigacion.

El capitulo 2 contiene el marco teorico, en el cual se describe los antecedentes de la
investigacion donde se ha realizado un estudio exhaustivo de las investigaciones internacionales
relacionadas al analisis de los edificios altos mediante el método continuo y el método de matriz
de transferencia, se dan las bases tedricas que proporcionan una vision general del edificio alto y
de los sistemas estructurales a estudiar, se describen los modelos de vigas de reemplazo existentes

en la literatura y se describen los conceptos asociados al estudio de este proyecto de investigacion.

XXV



El capitulo 3 se describe la metodologia aplicada a este proyecto de investigacion , el cual

contiene el disefio, la poblacién, la muestra, las técnicas de recoleccién de datos y de

procesamiento de la informacion.

El capitulo 4 presenta los resultados de la investigacion sobre el analisis estructural global

de las vigas de reemplazo y del edificio alto y se divide en cinco partes:

Andlisis estatico de los sistemas estructurales individuales. Se presenta el desarrollo
matematico del analisis estatico de trece vigas de reemplazo uniformes y
escalonadas que representan el comportamiento de los sistemas estructurales. El
analisis estatico tiene como objetivo principal calcular el perfil del desplazamiento
lateral, el desplazamiento maximo, las derivas de entrepiso y la deriva global de las

vigas de reemplazo sujetas a una carga lateral general.

Andlisis dindmico de los sistemas estructurales individuales. Se presenta el
desarrollo matematico del analisis dinamico de trece vigas de reemplazo uniformes
y escalonadas que representan el comportamiento de los sistemas estructurales. El
analisis dinamico tiene como objetivo principal calcular la frecuencia, el periodo,
los valores propios y las formas de modo de las vigas de reemplazo sujetas a una

carga vertical que puede ser uniforme o variable en altura.

Anaélisis de estabilidad de los sistemas estructurales individuales. Se presenta el
desarrollo matematico del analisis de estabilidad de trece vigas de reemplazo
uniformes y escalonadas que representan el comportamiento de los sistemas
estructurales. El analisis de estabilidad tiene como unico objetivo principal calcular
la carga critica de pandeo global de las vigas de reemplazo sujetas a una carga

vertical que puede ser uniforme o variable en altura.

Andlisis global del edificio alto. Se presenta el desarrollo matematico para
representar a todo el edificio alto mediante una sola viga de reemplazo adecuada y
se calculan sus rigideces caracteristicas. El analisis se aplica directamente a los
edificios simétricos en planta (no presentan efectos de torsion); sin embargo para
el caso de los edificios asimétricos (presentan efectos de torsion) se hace uso de la

analogia conocida como “analogia de Vlasov”.
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e Aplicaciones numéricas. Para demostrar la eficiencia del procedimiento analitico
propuesto se desarrolla el andlisis global de sistemas estructurales y de edificios
altos. La comparacion de resultados del método aproximado y del método por

elementos finitos demuestran la eficiencia de la formulacion propuesta.
El capitulo 5 presenta la discusion de los resultados de la investigacion.

El Capitulo 6 estd dedicado a las conclusiones extraidas y a una descripcion de los
resultados alcanzados, haciendo referencia a las contribuciones personales y a posibles

investigaciones futuras.

Finalmente el capitulo 7 contiene la extensa fuente de informacion. Fue importante dar un
amplio espacio a las referencias bibliogréaficas para proporcionar al lector un punto de partida

eficiente para profundizar en los fututos temas de investigacion.
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1 CAPITULOI. PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

1.1 DESCRIPCION DE LA REALIDAD PROBLEMATICA

Los edificios altos se han vuelto cada vez mas populares en ciudades densamente pobladas
y han representado el simbolo del desarrollo urbano de las naciones en muchos paises del mundo,
esta popularidad se debe principalmente al rapido crecimiento de las actividades econdmicas, a la
gran demanda de viviendas y a la limitacion de la tierra. Alun con los avances tecnoldgicos
desarrollados en los analisis informéaticos como computadoras cada vez mas potentes y paquetes
de software sofisticados, se requiere un alto esfuerzo computacional y altos recursos econémicos
para realizar el analisis estructural de un edificio alto. Ademas, la rigidez horizontal de un edificio
alto no puede considerarse como la simple suma de las rigideces individuales de los elementos
estructurales debido a que la rigidez global asegura que los elementos estructurales trabajen en
conjunto y desarrollen una compleja interaccion estructural. Como consecuencia, es de gran interés
desarrollar una metodologia de analisis estructural con un enfoque global donde el edificio alto
puede idealizarse como una viga continua y donde las rigideces y campos cinematicos asociados
a la viga continua puedan representar lo mas real posible las caracteristicas estructurales y el

comportamiento del edificio alto.

El anélisis estructural global de edificios altos se puede resolver por dos tipos de métodos
diferentes: el método exacto (modelo completo) y el método aproximado (modelo condensado).
El método exacto se basa en un modelo matematico lo mas preciso posible considerando muchos
elementos estructurales individuales, propiedades de los materiales, caracteristicas geométricas y
de rigidez, resultando una estructura indeterminada altamente redundante. Por otro lado, el método
aproximado debe basarse en las caracteristicas estructurales mas importantes e ignorar aquellas
que no tienen una influencia importarte (y a veces nula) en la respuesta estructural. EI método de

elementos finitos es el claro ejemplo del método exacto (modelo completo), mientras que dos de



los métodos aproximados (modelo condensado) que més se han utilizado son el método continuo
y el método de la matriz de transferencia.

El método continuo (CM) supone que todos los elementos horizontales que conectan los
componentes verticales estan efectivamente unidos sobre la altura del edificio para producir un
medio de conexion continua; es decir, las vigas de conexion se reemplazan por un sistema de
ldminas distribuidas uniformemente (Figura 1). Como consecuencia, la estructura tridimensional
(3D) conduce a una viga de reemplazo (RB) que se caracteriza por las rigideces equivalentes K; y
los campos cinematicos (Figura 2). Se ha utilizado ampliamente en la literatura para analizar
estructuras cuyas propiedades estructurales no varian con la altura del edificio. EI método de matriz
de transferencia (TMM) ha sido utilizado ampliamente para resolver ecuaciones diferenciales con
discontinuidades, aplicado al campo estructural permite analizar sistemas continuos con
propiedades estructurales variables y/o discontinuas con la altura del edificio transformando las
condiciones de borde en condiciones iniciales y de esta manera permite expresar las ecuaciones en

funcién de las constantes iniciales.

En una etapa inicial del proyecto estructural, los ingenieros necesitan tomar decisiones
rapidas y suelen optar por modelos tridimensionales complejos que resultan ser poco practicos y
costosos. Analizar a los edificios altos mediante el método continuo y el método de matriz de
transferencia se justifica debido a que reduce drasticamente los grados de libertad de la estructura.
Cualquier error en el modelado estructural y en la introduccion de las cargas aplicadas conduciran
a resultados erréneos e imprecisos del analisis; ademas, en estructuras complejas dependiendo de
la experiencia del ingeniero estructural, se hace dificil investigar y encontrar los errores dentro de
los enormes datos de salida de los resultados del método discreto (método de elementos finitos).
Sumado a este punto el analisis estructural mediante el método continuo permite verificar los
resultados obtenidos del método discreto, lo cual resulta ventajoso debido a que ambos métodos

siguen una naturaleza matematica diferente.

Tal vez la mejor manera de analizar los edificios altos es utilizar ambos métodos: en la fase
preliminar de disefio, el método continuo y el método de matriz de transferencia pueden ayudar
rapidamente a identificar los parametros claves del proyecto y establecer las dimensiones
estructurales; mientras que, en la fase final del disefio, el método discreto permite realizar analisis

mas detallados por medio de calculos méas exactos.
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Figura2.  Proceso de idealizacion de RB del modelo 3D a un modelo 1D (Moghadasi, 2015).

En este sentido el uso de métodos aproximados como el método del medio continuo y el
método de matriz de transferencia permiten analizar las estructuras con un enfoque global de una
forma relativamente simple y permite al ingeniero estructural comprender el correcto
comportamiento complejo de los edificios altos y saber cuales son los pardmetros y caracteristicas

claves que tienen un papel dominante en el comportamiento del edificio alto.



Dentro de este contexto, este proyecto de investigacion de investigacion se enfoca en cinco

temas principales dentro del analisis estructural de edificios altos: El desarrollo de modelos

continuos que conducirdn a una viga de reemplazo equivalente (RB), el desarrollo de una

metodologia para el anélisis estructural estatico del edificio alto, el desarrollo de una metodologia

para el analisis estructural dinamico del edificio alto, el desarrollo de una metodologia para el

analisis estructural de estabilidad del edificio alto, y la definicién de indicadores de dafios para la

evaluacion de la vulnerabilidad del edificio alto.

1.2

1.2.1

1.2.2

FORMULACION DEL PROBLEMA

Problema general

¢Sera posible desarrollar una metodologia de anélisis estructural global de los edificios
altos por el método continuo y el método de matriz de transferencia utilizando una

formulacion energética?

Problemas especificos

¢Sera posible desarrollar una metodologia de analisis estructural global estatico del edificio
alto por el método continuo y el método de matriz de transferencia utilizando una

formulacion energética?

¢Serd posible desarrollar una metodologia de analisis estructural global dindmico del
edificio alto por el método continuo y el método de matriz de transferencia utilizando una

formulacion energética?

¢Serda posible desarrollar una metodologia de analisis estructural global de estabilidad del
edificio alto por el método continuo y el método de matriz de transferencia utilizando una

formulacion energética?



1.3

13.1

1.3.2

1.4

OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

Objetivo general

Desarrollar una metodologia de andlisis estructural global de los edificios altos por el
método continuo y el método de matriz de transferencia utilizando una formulacion

energeética.

Objetivos especificos

Desarrollar una metodologia de andlisis estructural global estatico del edificio alto por el
método continuo y el método de matriz de transferencia utilizando una formulacion

energética.

Desarrollar una metodologia de analisis estructural global dindAmico del edificio alto por el
método continuo y el método de matriz de transferencia utilizando una formulacion

energética.

Desarrollar una metodologia de analisis estructural global de estabilidad del edificio alto
por el método continuo y el método de matriz de transferencia utilizando una formulacién

energética.

JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

Justificacion tedrica: Uno de los problemas que se le presenta al ingeniero estructural al
analizar edificios altos, es el problema de las cargas laterales horizontales. Si bien es cierto,
estas cargas laterales son pequefias en comparacion con las cargas gravitacionales, la
transferencia de estas cargas a los cimientos requiere de un trabajo de disefio especial. Los
edificios altos son muy sensibles a las vibraciones dinamicas debido a su altura y esbeltez;
y, por lo tanto, para realizar el andlisis estructural exacto mediante el método de elementos
finitos se requiere un gran esfuerzo tecnoldgico y econdémico. Este proyecto de
investigacion plantea un método aproximado preciso y confiable basado en el método
continto y el método de matriz de transferencia utilizando una formulacion energética para
calcular las deflexiones laterales y torsionales, los periodos, frecuencias no acopladas y

acopladas, y las cargas criticas en los edificios altos.



Justificacion metodoldgica: Para cumplir con los objetivos de este proyecto de
investigacion, se utilizara el método continuo y el método de matriz de transferencia con
una formulacion energética. EI método continuo supone que todos los elementos
horizontales que conectan los componentes verticales estan efectivamente unidos sobre la
altura del edificio para producir un medio de conexion continua, es decir, las vigas de
conexion se reemplazan por un sistema de laminas distribuidas uniformemente. Como
consecuencia del método continuo, la estructura tridimensional (3D) conduce a una viga
de reemplazo (RB) que se caracteriza por las propiedades equivalentes K; que tratan de
representar de forma adecuada a la rigidez real del sistema estructural. Es importante
mencionar que con el objetivo de obtener sistemas RB mas precisos para el analisis
estructural de los edificios altos, se va a utilizar un modelo matematico con campos
cinematicos y propiedades de rigidez adicionales a los existentes en la literatura. Con el
propoésito desarrollar una metodologia integral y tener en cuenta las discontinuidades
verticales existentes en muchos edificios altos, se decidié no limitarse a edificios altos con
sistemas estructurales regulares y se implemento el método de matriz de transferencia al

método continuo.

Justificacion préactico: Elautor espera que los resultados de este proyecto de investigacion
ayuden a las oficinas de ingenieria especializadas en el desarrollo de proyectos
estructurales en edificios altos, a minimizar costo y tiempo en tecnologia computacional y
recursos humanos enfocandose prioritariamente en la eleccidn de sistemas estructurales
Optimos a cada proyecto estructural. Ademas, espera que la metodologia desarrollada se
tome en cuenta para que la comunidad académica pueda seguir desarrollando mas analisis
estructural utilizando métodos aproximados enfocados en otros problemas estructurales de

interés.

Justificacion social: Los resultados de esta investigacion resulta beneficioso
principalmente para el ingeniero estructural; sin embargo, la sociedad en general puede
también beneficiarse cuando se requiera evaluar a gran escala un plan de fortalecimiento

estructural de las estructuras existentes previo a un desastre natural como los terremotos.



1.5

DELIMITACIONES DEL ESTUDIO

El desarrollo del proyecto de investigacion comprende los siguientes elementos: el espacio

geografico, los sujetos que participan en la investigacion y el contenido.

Espacio geografico. La investigacion tiene un espacio geografico a nivel mundial debido
a que actualmente todos los paises tienen edificios altos. El proyecto de investigacion se
limita al estudio de los sistemas lineales, se reconoce la necesidad de estudiar la respuesta
no lineal de las estructuras; sin embargo, estudios anteriores han demostrado que se percibe
un mayor aumento de las fuerzas sismicas en el rango lineal con respecto al rango no lineal.
Como consecuencia el enfoque lineal puede considerarse conservador para sistemas no
lineales. Se consideran que las losas son rigidos en su plano y Unicamente transfieren
fuerzas horizontales; es decir no transfieren fuerzas verticales o de flexion. Ademas, el
proyecto de investigacion se enfoca en un analisis global que no se limita a sistemas
estructurales que son regulares, permitiendo analizar sistemas estructurales con

discontinuidades verticales en la altura del edificio.

Sujetos que participaran en la realizacion del estudio. La poblacion de estudio lo
constituyen los edificios altos. Al respecto, no existe una definicion universalmente
reconocida del edificio alto, porque la altura es un parametro relativo. Para efectos del
proyecto de investigacion la altura minima a considerar es el correspondiente a un edificio
de 4 pisos debido a que para utilizar el método continuo es necesario que existan suficientes
vigas de conexion como para considerar una conexion continua entre los componentes

verticales.

Contenidos. Para llevar a cabo la operacionalizacion de las variables, se trabajara con la
variable independiente “método continuo y método de matriz de transferencia” y con la

variable dependiente “andlisis estructural global de edificios altos”.



2 CAPITULOIl. MARCO TEORICO

21 ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

2.1.1 Investigaciones internacionales

Resumir una cronologia completa sobre el estudio del analisis estructural de los edificios
altos utilizando el método continuo y el método de matriz de transferencia seria demasiado
extenso. Por lo tanto, se hara una revision de las investigaciones mas relevantes al tema de estudio

del presente proyecto de investigacion.

El uso de la técnica del medio continuo en ingenieria estructural se remonta al trabajo de
Jacobsen (1930), quien modeld el suelo subyacente como una viga de corte, con el objetivo de
evaluar la respuesta del sitio. Un poco més tarde, Biot (1933) y Westergaard (1933) consideraron

el mismo modelo continuo para estimar el comportamiento del edificio.

Probablemente el método de conexion continua fue creado por Chitty (1947), quien
propuso la primera formulacion del método de conexidn continua utilizando una viga de corte y
una viga de flexion acopladas mediante barras rigidas. Investigo vigas paralelas interconectadas
por barras transversales, sometidas a una carga lateral uniforme, y establecié la ecuacion
diferencial que resuelve el problema. En un trabajo posterior Chitty y Wan (1948) aplicaron la
técnica del medio continuo para analizar edificios altos sujetos a una carga de viento

uniformemente distribuida en altura pero sin considerar la deformacion axial de las columnas.

Rosenblueth y Holtz (1960), utilizaron una viga de corte para relacionar la pendiente con
el momento de flexion y la deriva de entrepiso. Resolvieron la distribucion de corte entre el muro

y el portico, utilizando un método de aproximaciones sucesivas.

Vlasov (1961), fue el creador de la teoria de las areas sectoriales. Fue el primero en
combinar la teoria de seccion abierta de pared delgada con el enfoque continuo para analizar el
comportamiento torsional de muros de corte tridimensionales, definiendo la tendencia de la accién
del bimomento como resultado de esta deformacién. Basados en esta teoria, muchos investigadores

introdujeron formulaciones continuas para el caso de secciones cerradas y abiertas.



Khan y Sbarounis (1964), utilizaron el acoplamiento de una viga de corte y una viga de
flexion y resolvieron la interaccion entre los muros de corte y los pérticos mediante una solucion
en la cual el muro de corte es tratado como el sistema primario y el marco como el sistema
secundario, 0 viceversa. Las deformaciones resultantes del sistema primario se imponen en el
sistema secundario. Las fuerzas de resistencia inducidas en el sistema secundario se toman como
la carga de correccidn en el sistema primario. Este proceso se repite sucesivamente hasta lograr la

convergencia del equilibrio y la compatibilidad de las deformaciones.

Glick (1970), presentd un método continuo tridimensional para estructuras que consisten
en muros de corte y particos dispuestos asimétricamente en el plano del piso. Utiliz6 el enfoque
continuo y la teoria de las secciones de paredes delgadas de Vlasov (1961). En funcién de las
condiciones de compatibilidad y equilibrio, derivd un conjunto de ecuaciones diferenciales
acopladas con las funciones de desplazamiento traslacional y rotacional. Sin embargo, este analisis

no incluyo el efecto de las deformaciones axiales de los muros de corte y de los porticos.

Glick y Gellert (1972), desarrollaron un anélisis tridimensional de un edificio alto
asimétrico mas completo y tuvieron en cuenta la influencia de las deformaciones axiales en los
porticos y en los muros de corte. Derivaron las ecuaciones diferenciales no homogéneas de
segundo orden de las fuerzas de corte en el sistema de ldminas. Con las funciones basicas
conocidas, establecieron todas las fuerzas y desplazamientos interiores de los elementos de

refuerzo individuales.

Tso y Bismas (1973), desarrollaron un método para el analisis tridimensional de muros de
corte acoplados no planos de seccion transversal arbitraria y consideraron las deformaciones
axiales de los muros de corte. Basado en las condiciones de compatibilidad y equilibrio, derivaron
un conjunto de tres ecuaciones diferenciales acopladas, que pueden reducirse a una sola ecuacion

con la deformacién rotacional como variable.

Heidebrecht y Stafford (1973), representaron el muro de corte mediante una viga de flexion
y el portico mediante una viga de corte, y los conectaron mediante un medio de enlace axialmente
rigido distribuido a lo largo de la altura del edificio. Las columnas de los porticos se consideraron
axialmente rigidas. A partir de esa representacion continua, propusieron la solucion para las
deflexiones de estructuras uniformes de muro de corte - pdrticos basados en la ecuacion diferencial

que rige el sistema.



Reinhorn (1978), desarrolld un modelo analitico aproximado para el analisis estructural
estatico de elementos estructurales basado en el método continuo e incluyd las deformaciones
axiales a través de solo tres deformaciones horizontales (dos traslaciones y una rotacion), para el
caso de edificios con variabilidad estructural en altura utilizé el método de matriz de transferencia.
El modelo desarrollado fue parte de un modelo general perturbativo, donde la solucion perturbativa
permitio verificar y corregir errores si era necesario. Ademas, investigo la influencia de las cargas

estaticas y el efecto del acoplamiento traslacional torsional en la respuesta dinamica.

Nollet (1979), proporciond una exposicion detallada sobre el comportamiento de las
estructuras continuas y discontinuas de muro de corte - portico, considerando la influencia de la
interaccion horizontal entre los muros de corte y los pérticos para rigidizar la estructura. Desarroll6
soluciones continuas que permiten generalizaciones sobre el comportamiento de una amplia gama
de estructuras de muro de corte - portico. Para estructuras de muro de corte - portico con
variabilidad estructural en altura, encontro que las paredes se pueden reducir sin modificar

significativamente la interaccion horizontal general y la rigidez lateral.

Stafford, Kuster y Hoenderkamp (1981), generalizaron la técnica del medio continuo que
se habia aplicado antes a las estructuras de muros de corte acoplados, para que pudiera aplicarse a
cualquier tipo de voladizos de flexion y corte. Definieron los parametros caracteristicos aH y k2,

donde k? incluye la consideracion de la deformacion axial de los elementos verticales.

Hoenderkamp (1983), extendio la solucidn continua para estructuras asimétricas, propuso
una solucién generalizada que incluia las deformaciones axiales de los muros de corte y los
porticos. Las ecuaciones diferenciales de torsion-flexion acopladas se desacoplaron usando una

transformacion ortogonal.

Miranda (1999), utilizé el modelo continuo para estimar las demandas méaximas de
desplazamiento lateral en edificios altos que responden principalmente en un modo fundamental
cuando se someten a movimientos sismicos. Este método permite una estimacion rapida del
desplazamiento maximo y de la deriva de entrepiso maxima para una historia de aceleracion o para
un espectro de respuesta de desplazamiento. El procedimiento se basa en un modelo simplificado
de edificios de varios pisos que consiste en una combinacion de una viga en voladizo de flexién y
una viga en voladizo de corte. El modelo simplificado se utiliza para investigar la relacion entre el

desplazamiento espectral, el desplazamiento maximo y la relacion de deriva de entrepiso maxima
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a la relacion de deriva del edificio. Sin embargo, descuidd las deformaciones axiales, que son
importantes de considerar en el anélisis estructural de edificios altos.

Shiu Cho (1999), basado en el método continuo desarrolld una solucién general
aproximada basada en el método de Galerkin al problema de valores propios de estructuras
complejas en vibraciones triplemente acopladas. Ademas, desarroll6 un estudio paramétrico que
permite visualizar como las frecuencias acopladas y las formas de modo se relacionan con los
parametros claves del comportamiento dinamico del edificio; construyendo varios graficos de que

disefio Utiles para las oficinas de ingenieria.

Kuang y Ng (2000), propusieron un método para determinar los modos y periodos
interconectados de estructuras asimétricas. Se ha utilizado el enfoque de Galerkin para obtener el
modelo. En una estructura asimétrica que se examino con el fin de mostrar la precision del método,
se observé que el modo y los periodos obtenidos por el método propuesto eran lo suficientemente

cercanos a los periodos y modos encontrados con elementos finitos.

Wang y Liu (2001), basados en el método continuo y el método de matriz de transferencia
investigaron el efecto de la altura del muro de corte de sobre el comportamiento dindmico de los
sistemas estructurales de muros de corte - portico. Demostraron que la altura del muro de corte no
influye en el comportamiento dindmico, salvo en casos muy especiales y que no es necesario

extender el muro de corte sobre toda la altura del edificio.

Hans (2002), desarrollé un programa experimental sobre edificios antes y después de la
demolicién de un edificio de muros de corte de 16 pisos con el objetivo de recopilar informacion
para integrarlo en un diagndéstico de vulnerabilidad sismica de los edificios existentes. Resultados
de la informacion recopilada permitio caracterizar el comportamiento dinamico de los edificios
mediante modelos simples del tipo viga de corte, viga de flexion y viga Timoshenko. Ademas,
demostro en base a la informacion recopilada que el método de homogeneizacion de medios
periddicos discretos proporciona una justificacion teorica para el uso de modelos de vigas

continuas para caracterizar el comportamiento dinAmico de estructuras reales.

Potzta (2002), desarrollé un modelo de viga de reemplazo para todo el edificio utilizando
una viga sandwich con un enfoque energético y derivo las tres rigideces caracteristicas de la viga

sandwich aplicando un desplazamiento sinusoidal y equilibrando la energia de deformacidn total
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del edificio con la suma de las energias de deformacion de cada sistema estructural. Utiliz6 este
modelo de viga de reemplazo para los analisis de viento, terremoto y estabilidad del edificio.

Rafezy (2004), present6 dos enfoques de anélisis global para el calculo de las frecuencias
de los edificios altos. Ambos métodos suponen diafragmas de piso rigidos y requieren un
conocimiento de la excentricidad estatica del edificio en cada nivel de piso. Debido a que los
métodos para calcular la excentricidad estatica son complicados, se presenta un método practico
de célculo y un pequefio estudio paramétrico. Un andlisis de precision confirma que los métodos

propuestos pueden arrojar resultados de precision suficiente para los calculos de ingenieria.

Takabatake y Satoh (2006), propusieron un método analitico que reemplaza al edificio por
una varilla equivalente continua para el anélisis dindmico de edificios de gran altura que consisten
en tubos de estructura doblemente simeétrico con o sin arrostramientos. La solucion de las
ecuaciones diferenciales se resolvio por el método de diferencia finita, la idoneidad del método se
verificd con cuatro tipos diferentes de edificios analizados con el método de elementos finitos.

Ademas, se discute el efecto de la interaccion suelo - estructura utilizando el método propuesto.

Espezua (2009), utilizé un método de analisis basado en la técnica del medio continuo para
estudiar el comportamiento estatico y dindmico de los edificios altos frente a los terremotos. La
aproximacion del método se comparé con los resultados de un andlisis por elementos finitos con
el programa SAP 2000, obteniéndose valores con una aproximacion aceptable para los términos

de ingenieria.

Jigorel (2009), desarrolld diferentes modelos continuos utilizando el método de
homogeneizacion de medios periddicos discretos para representar el comportamiento dindmico de
los edificios. Destacé una nueva ecuacion genérica de las cuales se derivan los demas
comportamientos particulares, encontrando un nuevo parametro que mide la influencia de la

rigidez a cortante local de los muros de corte

Bozdogan (2010), utilizé el método continuo y el método de matriz de transferencia para
el analisis estatico, dinamico y estabilidad del edificio alto cuyas propiedades geométricas,
materiales y de carga varian a lo largo de la altura modelando al edificio como una viga de
reemplazo tipo sdndwich. Para el caso de las estructuras asimétricas descuido la rigidez al corte de

los muros de corte y las deformaciones axiales de los porticos y muros de corte acoplados.
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Chesnais (2010), estudi6 el comportamiento dinamico de una familia de estructuras
reticulares, formadas por una red de vigas mediante el método de homogeneizacion de medios
periddicos discretos permitiendo construir un medio continuo equivalente a escala macroscopica
que permite representar edificios cuando el tamafio de la celda es muy pequefio en comparacion
con la longitud de onda. Desarrollé diferentes modelos continuos y generalizé el modelo de viga
tipo sandwich incluyendo la rigidez al corte local para el caso de edificios con muros de corte de

longitud importante.

Parv (2012), desarrollé programas de calculo basados en el analisis global de edificios altos
y analisis espacial basado en formulaciones matriciales utilizando el lenguaje Matlab. Ademas,
realizd un andlisis de sensibilidad para desarrollar un programa de optimizacion estructural

utilizando algoritmos genéticos.

Lavan (2012), adopté un enfoque continuo para modelar la estructura y evaluar
rigurosamente la eficiencia de los amortiguadores viscosos que conectan dos paredes para dar
como resultado a los muros de corte viscosamente acoplados. Encontré que bajo ciertas
aproximaciones consideradas, la relacion de amortiguamiento del sistema es un parametro simple
que controla la reduccién de la respuesta de un sistema no amortiguado. Ademas, revela la
eficiencia del amortiguamiento agregado para reducir no solo los desplazamientos, las derivas
entre pisos y los momentos del muro, sino también las aceleraciones absolutas, el corte del muro,

el corte total y los momentos de vuelco total.

Cammarano (2014), propuso un enfoque tridimensional sintético basado en el método
continuo y la teoria de las areas sectoriales de Vlasov. Este enfoque aproximado es adaptable al
analisis estatico y dinamico de los edificios altos uniformes o escalonados en la altura del edificio.
Ademas, realiza una prueba experimental para medir el efecto de las vigas de pared delgada sujetas

a torsion.

Huang (2009), encontré que el analisis pushover subestima la deriva en los pisos
superiores y es deficiente para predecir los momentos de volteo, las fuerzas cortantes debido a que
descuidan los modos de vibracidn altos. Para superar ese problema desarrollé6 un modelo continuo
simplificado para el analisis sismico de estructuras altas de muro de corte - pérticos disefiados para
cargas de viento. Ademas, verificd la precision del modelo investigando tres edificios altos de

portico - muro de corte, con resultados satisfactorios en comparacion con el analisis pushover.
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Tuncay (2014), desarroll6 un método continuo para determinar los efectos de la torsién no
uniforme de Vlasov causada por cargas horizontales en los edificios altos. Como resultado de un
analisis de sensibilidad, se obtuvo una buena precision del modelo y demostrd que la torsion no

uniforme es de gran importancia, el cual no debe descuidarse en el analisis.

Moghadasi (2015), propuso dos vigas de reemplazo basados en el método continuo para
el anélisis estructural de edificios altos. La primera viga consiste en el acoplamiento en paralelo
de dos vigas Timoshenko y tiene en cuenta las cuatro rigideces caracteristicas de un edificio alto,
y es aplicable a todos los sistemas estructurales. La segunda viga consiste en el acoplamiento en
paralelo de una viga Timoshenko extensible y un ndcleo continuo como una restriccion de rotacion
de soporte. Debido a la complejidad de las ecuaciones diferenciales acopladas, desarroll6 una
formulacion de elementos finitos unidimensionales evaluando las respuestas estaticas y dinamicas.
Ademas, usando un sistema discreto de muros de corte acoplados establecié tedricamente la
amortiguacion viscosa interna distribuida del tipo Kelvin-Voigt con los mecanismos de flexion y

corte.

Lavan y Abecassis (2015), estudiaron el comportamiento sismico de un sistema continuo
de muro de corte - pdrticos en el contexto de la rehabilitacion de estructuras de porticos existentes.
Primero identificaron los parametros no dimensionales de control de tales sistemas. A esto le sigue
un riguroso y extenso estudio paramétrico que revela los pros y los contras del nuevo sistema frente
a los sistemas de muro de corte - portico. Se analizan y discuten los efectos de los parametros de

control sobre el comportamiento del nuevo sistema.

Aydin (2016), desarroll6 una metodologia para calcular las cargas criticas de pandeo de
edificios sobre cimentaciones elasticas y rigidas resolviendo las ecuaciones de estabilidad

expresadas por ecuaciones diferenciales con el Método de la Transformada Diferencial (DTM).

Migliorati y Mangione (2015), utilizando el método continuo modelaron cada sistema
estructural de forma diferente y estudiaron su combinacion tridimensional. Desarrollaron un
modelo continuo acoplado de Timoshenko - VIasov y un modelo discreto para tener en cuenta los
efectos de la flexion local. Debido a la complejidad del acoplamiento entre las ecuaciones
diferenciales, formularon un modelo de elementos finitos unidimensionales para el analisis estatico

y dindmico de los edificios altos.

14



Puthanpurayil, Lavan, Carr y Dhakal (2016), adoptaron el modelo de amortiguamiento
continuo local para el analisis simico aplicando el procedimiento de Galerkin. Dos modelos locales
de amortiguamiento continuo utilizados en el régimen de analisis dindmico lineal se adaptan y
extienden al escenario de analisis dinamico no lineal. Ademas, se presenté esquemas para
implementar los modelos utilizando el marco clasico de Newmark. Demostraron que todos los
modelos propuestos parecen producir resultados mas fiables que los modelos globales sin

aumentar la demanda computacional.

Anesi (2018), desarrollé una metodologia simple para abordar el problema de la definicion
de la accion dominante entre el viento y el terremoto, con especial referencia al caso de estructuras
ubicadas en una zona de baja sismicidad, asi como para refinar este procedimiento adoptando un
modelo analitico de viga de reemplazo continuo que consiste en el acoplamiento en paralelo de
una viga de flexion y corte. Como resultado de tres estructuras de referencia, destacé una mayor
influencia del sismo en la definicién de accion dominante cuando se tienen en cuenta los modos

de orden superior.

Kara (2019), con el objetivo de estudiar la interaccion suelo - estructuras investigo el
comportamiento dinamico de edificios asentados sobre cinco clases de suelos diferentes.
Determiné que el modelo de viga de corte que representa al suelo, proporciona resultados
consistentes y aceptables ingenierilmente. Ademas, este modelo es adecuado para comprender el
comportamiento de la interaccion suelo - estructura con menos parametros que los utilizados con

el método de elementos finitos.

Zalka (2020), basado en el enfoque continuo desarrollé ecuaciones de forma cerrada para
dos categorias de analisis: a) Un analisis individual y b) Un analisis tridimensional (enfoque
global), donde desarroll6 ecuaciones de forma cerrada para los desplazamientos presentando dos
metodologias: el método simple y el método preciso (utilizando la interaccion entre las
deformaciones de flexion y cortante), la estabilidad, la frecuencia y la carga critica de edificios
enteros. Ademas, introdujo la relacion de carga critica global que actia como una caracteristica

genérica con la que el disefiador puede monitorear el desempefio general de todo el edificio.

Dinh (2020), basado en el método de homogeneizacion de medios periddicos discretos
establecié un método practico que estima el comportamiento dinamico de edificios utilizando

modelos de vigas generales e integré estos modelos para incluir a los amortiguadores viscosos en
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el analisis. Concluyé que la adicion de amortiguadores viscosos solo modifica el pardmetro de
cortante en los modelos genéricos de vigas.

Franco (2021), basada en el método de homogeneizacion de medios periodicos discretos y
el método de elementos finitos multifibras, propuso una estrategia para mejorar la integracion de
las escalas local y global en la definicion de indicadores de dafios en la respuesta del edificio.
Implementé el método de homogeneizacion en estructuras complejas de multiples porticos,
describi6 el modelado numérico (MEM) de un solo piso y propuso una novedosa estrategia que

podria utilizarse como criterio de dafio.

Gungor y Bozdogan (2021), utilizando el método continuo y el método de transformacion
diferencial adaptaron una viga de reemplazo tipo Timoshenko para el anélisis dinamico de sistemas
de muros de corte de placa de acero. Ademas, en base a las caracteristicas dindmicas realizaron un
analisis de espectro de respuesta encontrando el desplazamiento, la fuerza cortante y los momentos

flectores.

2.1.2 Investigaciones nacionales

Se ha realizado una exhaustiva busqueda de investigaciones similares en el Perd. Al
respecto, no se ha encontrado ninguna investigacion relacionada con este proyecto de

investigacion.

2.2 BASES TEORICAS

Desde tiempos inmemorables, el hombre ha querido construir estructuras que fueran mas
alla de sus posibilidades para demostrar poder y riqueza; para honrar a los lideres y creencias
religiosas e incluso simplemente como un objetivo de competencia entre propietarios, familias,

arqu itectos y constructores.

Estructuras como la Torre de Babel (figura 3) a la que la Biblia hace referencia: <Y dijeron:
Vamos, edifiquémonos una ciudad y una torre, cuya cuspide llegue al cielo; y hagdmonos un
nombre, por si fuéramos esparcidos sobre la faz de la tierra” (Génesis (11:4), 2019). Los hijos de
los hombres pareciera que estuvieran afrentando o rivalizando con Dios, pues querian edificar una
torre cuya cuspide llegue al cielo. Ademas, esperaban hacerse un nombre que sea recordado por

los hombres a través de tiempo, dejando como legado este monumento simbolo de su orgullo, de
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su ambicion y de su insensatez. Sin embargo, hasta la fecha no existe ningun libro de la historia
en el que se recuerde ni un solo nombre de estos edificadores de la torre de Babel. Parad6jicamente,
Babel significa confusion; esto nos debe recordar que quienes ambicionan un gran nombre, salen

ordinariamente con un mal nombre.

Figura3.  La Torre de Babel (Brueghel, 1563).

Los factores que contribuyeron decisivamente al desarrollo de los edificios altos se dieron
en el siglo XIX. El primero fue la creacion del ascensor seguro en 1853 por el inventor
estadounidense Elisha Graves Otis (figura 4), quien desarroll6 un dispositivo de seguridad que
evitaba la caida de los ascensores tradicionales cuando se rompia el cable, poco tiempo despueés se
abrid al pablico el primer ascensor de pasajeros en el edificio E. V. Haughwout de Nueva York;
el segundo factor se dio en el devastador incendio de Chicago en 1871 (figura 5), donde contrario
al sentido comun la ciudad experiment6 un crecimiento exponencial, tan solo nueve afios después,
el terreno disponible para la construccidn de nuevos edificios no pudo satisfacer la demanda lo que

condujo como Unica opcidn de construir en altura.

Segtn Dario Trabucco: “En las plantas mas altas solia vivir la gente mas pobre, pero el
ascensor cambio este escenario y pronto se pusieron de moda los pisos altos al ofrecer una luz mas
natural, un aire mas limpio y menos ruido de trafico”. Los nuevos métodos de construccion
permitieron alcanzar alturas cada vez mayores, nacié el rascacielo, comenzando asi la carrera por

el edificio mas alto.
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Figura5.  Chicago en llamas - La carrera por las vidas sobre el puente de la calle Randolph (Chapin, 1871).
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Hoy, el mundo esta presenciando un rapido crecimiento de la poblacion. En los dltimos
200 afios, la poblacion mundial pasé de los 1000 millones en el afio 1800 a los 7900 millones a
inicios del 2022. Este patron de desarrollo se basa en un suministro inagotable de tierra cultivable,
agua y energia que no podra sostenerse en los proximos afios. Si bien es cierto los edificios no son
la Gnica fuente de contaminacién ambiental; el lugar donde construimos, la forma como
construimos y la forma como nos movemos son las principales causas del cambio climéatico. Una
forma de solucionar este desafio es disefiando formas inteligentes de asentamiento humano, que
sean densos, compactos y altamente habitables. Un ejemplo claro de sostenibilidad vy
contaminacion cero es el puente Q’eswachaka (Figura 6), ubicado sobre el rio Apurimac en Cusco
Perd. De Wolf (2015) afirma: “los materiales crecen naturalmente, son de origen local y su
construccién a mano no contamina, asi que es un proceso historico que debe inspirar a los

ingenieros de la actualidad”.

Figura6.  Puente Q’eswachaka en la actualidad (Palomo, 2020).

Sin embargo, el rapido crecimiento en altura de los edificios altos al parecer esta
relacionado directamente con las crisis economicas. En 1999, el economista Andrew Lawrence
(Thornton, 2005) cred el indice de rascacielos, cuyo objetivo era demostrar que la construccion de
los rascacielos mas altos del mundo coincide con los ciclos econdmicos. Concluyé que la
construccion del edificio mas alto del mundo es un buen indicador para determinar el inicio de

grandes crisis econdmicas.

Si se observa la tabla 1, es claro afirmar que la capacidad del indice de rascacielos para
predecir el colapso econdmico es sorprendente. Por ejemplo, el Panico de 1907 fue presagiado por

el edificio Singer Building y el Edificio Metropolitan Life; la Gran Depresion fue presagiado con
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precision por los edificios Crysler Building, Empire State Building y el 40 Wall Tower; la
estanflacion que sufrié Estados Unidos entre 1970 y 1982 fueron presagiados sorprendentemente
por los edificios World Trade Center (uno y dos) y Sears Tower; la culminacion de las Petronas
Tower en 1997 marc6 el comienzo de la caida extrema en el mercado de valores de Malasia, la
rapida depreciacién de su moneda y el descontento social generalizado, extendiendo estos
problemas econdmicos a todas las economias de la region (contagio asiatico) y el Burj Khalifa de
Dubai que se termind en 2010 poco tiempo después de que el pais entrara en crisis financiera. Sin
embargo, hay excepciones importantes en la capacidad del indice para predecir una crisis
econdmica, ejemplos claros son la construccion del edificio Woolworth (al parecer no fue una
excepcion completa debido a que la Primera Guerra Mundial no proporcioné suficiente tiempo
para que la depresion econémica se profundizara) y la recesion econémica continua de Japén desde
1990. Esto no sugiere que las alturas de los edificios altos deben limitarse para evitar las crisis
economicas, tal como lo propone Thornton (2005) las instituciones que regulan el financiamiento

de la deuda deben reevaluarse o ser cambiados por instituciones mas eficientes y estabilizadoras.

Tabla.1 Rascacielos y las crisis econémicas (Thornton, 2005).

Completed Building Location Height Stories Economics Crisis
1908 Singer New York 612 fi. 47 Panic of 1907
1909 Metropolitan Life New York 700 fi. 50 Panic of 1907
1913 Woolworth New York 792 ft. 57 -

1929 40 Wall Street  New York 927 fi. 71 Great Depression
1930 Chrysler New York 1,046 ft. 77 Great Depression
1931 Empire State  New York 1,250 ft. 102 Great Depression
World Trade

1972/73 Center New York 1,368 ft. 110 1970s stagflation

1974 Sears Tower Chicago 1,450 ft. 110 1970s stagtlation
Kuala

1997 Petronas Tower Lumpur 1,483 ft. 88 East Asian
2012 Shanghai Shanghai 1,509 fi. 94 China?

Estudios demuestran que la vanidad es la principal justificacion que llevan a los inversores
a arriesgar recursos a la construccion de edificios muy altos. En 1998, todavia el que se convertiria
en el ex presidente de los Estados Unidos de Norteamérica, Donald Trump, declar6 como
justificacion para la construccion de su Torre Trump una frase sin sentido financiero: “Creo que

Nueva York debe tener el edificio mas grande del mundo” (Lawrence, 1998).
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Knutsen (2011) en su tesis doctoral conjeturd que los rascacielos podrian darnos pistas
sobre quienes los construyeron. Afirma: “los regimenes autocraticos tienden a construir tales
edificios més excesivos y, en contraste con las democracias, tienden a construir rascacielos
independientemente de si el pais esta urbanizado o no”. Gjerlow y Knutsen (2017) afirman: “las
autocracias construyen mas rascacielos que las democracias y las autocracias construyen
rascacielos mas derrochadores que las democracias”. Ademas, senalaron que la subvencion de
tales proyectos a menudo restaran recursos a las inversiones mas importante como carreteras
locales, escuelas o clinicas de salud en todo el pais; esto es importante en paises pobres y en vias
de desarrollo (como el Per(1) donde los recursos son escasos y donde la poblacidn tiende a limitar
las construccién de edificios muy altos.

Cabe resaltar que el Consejo de Edificios Altos y Habitat Urbano (CTBUH), clasifica a los
edificios més altos del mundo por altura y por pinaculo, notando que varios edificios aparecen mas
altos en la clasificacion de lo que lo serian debido a sus agujas, mastiles y estructuras extras que
afiaden a los edificios con el tnico fin de ganar altura. Al respecto Gjerlow y Knutsen (2017),
afirman: “La altura de vanidad, se presentan mas en las autocracias que en las democracias”. Como
ejemplo, el edificio mas alto del mundo en la actualidad, el Burj Khalifa de 828 metros de altura,
ubicado en los Emiratos Arabes Unidos, tiene una excesiva area no ocupada del 30% vy lo que seria
probablemente el siguiente edificio més alto del mundo, la Torre Jeddah de 1000 metros de altura
(potencialmente realizando el “Suefio imposible” de Ludwig Mies van der Rohe de la década de
1920 y “Mile High Illinois” de Frank Lloyd Wright de 1956 (Skelton, 2016)), ubicado en Arabia
Saudita, tendra un 37% de la altura total que no podréa ser utilizada. Analizando estos datos, cuesta
no preguntarse acerca del exagerado papel que cumple la vanidad en las decisiones constructivas

mas espectaculares de los ultimos afos.

e Definicidn del edificio alto

No existe una definicion universalmente reconocida del edificio alto, porque la altura es un
parametro relativo. Histéricamente se han definido a los edificios de poca altura como aquellos
que tienen menos de 8 pisos, edificios de mediana altura aquellos que tienen entre 8 y 20 pisos, y

edificios altos aquellos que superan los 20 pisos.

21



244 m | 29%

nen-oCcupiatie /’, 2 H
ety World’s Ten Tallest Vanity Heights (as of July 2013 data)
Below are the ten tallest “Vanity Heights"in today’s completed supertalls. * The highest occupied floor height as datum fine.
**The highest occupied floor height.
133m|30%
200m AON-0CCupiabie
height
& 128m | 39%
:\Z("'(‘:;L(‘J:"‘:U(' 113m I 32%
9 non-cccupable | 99m | 31%
150m. 8 height non-occuplable i
i height 97m|31%
sl dnielocd} 96 m | 29%
qeeaKcupiatle non-occupiable 95m !27%, 94m | 28%
height non-occupiable ikt T
| = height Ay
B height
100m S 4‘
-4 f
il
= 5 ? R
1 4 \ )
i
50m 7 = BT Huw. —
= / \
 VES1 A =1}
—=_ e ; " i Ll
om' g | VA — v K L
Burj Khalifa Zifeng Tower Bank of America Tower Burj Al Arab Emirates New York Emirates Rose Rayhaan The Pinnacle Minsheng
828 e 4S0m 1317 me byt a2 .

366 m | 235 Mm Tower One Times Tower
New York, 2009 Dubal 1996 355 - e -

Tower Two

by Rotana Bank Building
333 3 m

Figura7.  Los 10 edificios mas altos del mundo con mayor nimero de metros de vanidad (CTBUH, 2013).

Cuando se analiza con mas detalle aquello que nos parece evidente, se comienzan a
presentar ciertas dudas. Si se le preguntara a una persona ;Qué es un edificio alto?, tal vez su
respuesta inmediata seria precisamente eso: “un edificio alto, es un edificio alto, es decir, con
muchos pisos”. La pregunta que deberia hacerse en realidad es: ¢;Qué es un edificio alto dentro de
un contexto historico, regional y mundial? En la actualidad, la gente ya casi no puede llamar a un
edificio de 20 pisos como un edificio alto, si es que se lo va a comparar con los edificios mas altos
del mundo. La definicidn que mas se acerca a esta aclaracion es la Stafford y Coull (1991), en la
que se sefiala que no es seguro indicar cuantos pisos se necesitan para definir a un edificio alto
porque esto esta condicionado con el periodo histérico en el que la estructura se encuentra; ademas,

del tipo de edificios que se encuentran presente en la ciudad donde se ubica el edificio.

Segun el Consejo de Edificios Altos y Habitat Urbano (CTBUH), la autoridad que anuncia
el titulo de “El edificio mas alto del mundo”, la clasificacion de las estructuras altas es subjetiva y
depende de la altura de un edificio en relacién con el contexto en el que se encuentra, de su

proporcion (o esbeltez) y de tecnologias adoptadas relacionadas con la altura. En ese sentido, para
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que un edificio sea considerado como un edificio alto, debe tener una de las siguientes

caracteristicas:

v’ Altura relativa al contexto: cuando un edificio es claramente mas alto que el valor medio

de las alturas de los edificios de su entorno.

v Proporcion: cuando el edificio es lo suficientemente esbelto como para dar la impresién de
verticalidad de un edificio alto.

v Tecnologias de construccion alta: el edificio contiene tecnologias que son un producto de
la altura de los edificios, como tecnologias especificas de transporte vertical y

arriostramiento estructural contra el viento.

Segun lo definido por el Consejo de Edificios Altos y Habitat Urbano (CTBUH), un
edificio de 14 pisos o que tenga una altura de 50 m o mas se considera tipicamente un edificio alto.
Las estructuras cuya altura excede los 300 m se clasifican como super altos (supertall) y aquellos
que superen los 600 m se clasifican como mega altos (megatall). EI mismo principio de medicién
de la altura de un edificio recto se aplica a los edificios inclinados, lo que significa que la altura se

mide verticalmente desde la base hasta la parte superior.

Gunel e Ilgin (2014) definieron a los edificios altos segun la especialidad: Por los
disefiadores estructurales como edificios que requieren un sistema estructural inusual y donde las
cargas de viento son prominentes en el analisis y el disefio; por los disefiadores arquitectonicos
como edificios que requieren trabajo interdisciplinario, en particular con disefiadores estructurales,
y con expertos en los campos de aerodinamica, mecanica y planificacion urbana que afectan el
disefio y el uso; y por los ingenieros civiles como edificios que necesitan técnicas de construccion

inusuales y sofisticadas.

De lo anterior, desde el punto de vista de un ingeniero estructural, podemos definir una
estructura como un edificio alto cuando la primera prioridad en la consideracion del analisis
estructural y el disefio es el sistema de estabilidad lateral, debido a que su analisis estructural y

disefio se ven afectados principalmente por las cargas laterales como el viento y el terremoto.

No podemos olvidar que, aunque la altura de los edificios altos es un pardmetro importante
debido a que determina las fuerzas laterales distribuidas en altura, la esbeltez es quizas el parametro

fundamental en términos de ingenieria estructural debido que condiciona el reparto de las cargas
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en los elementos estructurales. Definida como la relacién entre la altura y el ancho estructural,

condiciona muchos aspectos relacionados con los efectos de las acciones horizontales.
v’ Sistemas estructurales de los edificios altos

La caracteristica clave de un edificio alto desde el punto de vista del anélisis y disefio
estructural es su sistema estructural de estabilidad lateral. Hubo varios intentos a lo largo de los
afios para clasificar los sistemas estructurales que son apropiados para edificios altos.

Fazlur Khan (1969), considerado como “el Einstein de la ingenieria estructural”, “el mejor
ingeniero estructural del siglo XX” y “el padre de los sistemas tubulares”, clasificd los sistemas
estructurales para edificios altos en relacién con sus alturas con consideraciones de eficiencia
estructural en forma de diagramas: "Alturas para sistemas estructurales”. Mas tarde desarroll6
nuevos diagramas basados en el material estructural utilizado: acero estructural, concreto armado

y sistemas compuestos.

Aunque inicialmente Khan trabajo en estructuras pretensadas, cuando se enfrento al desafio
de analizar y disefar edificios altos, se centro en ellas con pasion. Con una comprension intuitiva
de los aspectos técnicos de las estructuras se propuso encontrar el sistema estructural adecuado

para edificios altos.

Argumento que el pdrtico rigido que habia dominado el disefio y la construccion de los
edificios altos durante tanto tiempo no era el Gnico sistema estructural adecuado para los edificios
altos y que los sistemas estructurales podrian analizarse en forma tridimensional, en lugar de una
serie de sistemas planos. Los sistemas estructurales viables que mencioné son: EIl portico rigido,

los muros de corte, muro de corte - portico y los sistemas tubulares.
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Figura8.  Fazlur Khan y Bruce Graham (de izquierda a derecha) junto a la maqueta del Hancock Center
(Khouyali, 2021).

Existen varias formas de combinar los sistemas estructurales para lograr el desempefio
adecuado. Por ejemplo, a principios del siglo XX, el sistema estructural que regia el analisis y
disefio de los edificios altos era el sistema de pdrtico rigido de concreto armado; este sistema consta
de columnas y vigas que estan conectadas rigidamente en sus nudos, lo que proporciona la ventaja
de reducir el momento flector y la longitud de pandeo de las columnas. Sin embargo, este sistema
no proporciona la rigidez adecuada lo que limitaba la altura de los edificios altos. Para superar este
problema se desarrollé el sistema estructural de muro de corte - portico, que combinaba las ventajas
del portico rigido con el muro de corte; con este nuevo sistema estructural se logro alcanzar la
suficiente rigidez horizontal y conservar la flexibilidad de los espacios logrando alcanzar alturas
mayores. Conforme aumentd el crecimiento de las ciudades este nuevo limite en altura no fue
suficiente. Para construir estructuras ain mas altas, se invento el sistema estructural central, el
cual, se suele combinar con otros sistemas estructurales mas basicos como porticos o

arriostramientos en el perimetro del edificio para proporcionar estabilidad lateral al edificio.
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(c)
Clasificacién de sistemas estructurales de edificios altos segin Fazlur Khan. (a) Sistemas

estructurales de acero, (b) Sistemas estructurales de concreto armado, (c) Sistemas estructurales

compuestos (acero estructural + concreto armado) (Sarkisian, 2016).
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En 2007, Mir y Kyoung (2007) desarrollaron una nueva clasificacion basado en las
capacidades de resistencia a la carga lateral. Dividieron a los sistemas estructurales de los edificios
altos en dos grandes categorias: estructuras interiores y estructuras exteriores. Un sistema se
clasifica como una estructura interior cuando la mayor parte del sistema de resistencia a la carga
lateral se encuentra dentro del interior del edificio, del mismo modo, si la mayor parte del sistema
de resistencia a la carga lateral se encuentra en el perimetro del edificio, un sistema se clasifica
como una estructura exterior. Es importante mencionar que es deseable colocar la mayor cantidad
de elementos resistentes lo méas lejos posible acercandose al perimetro del edificio para resistir

eficiente y conjuntamente las fuerzas laterales y torsionales.
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Figura 10. Clasificacion de las estructuras de los edificios de gran altura segiin Mir M. Ali. (a) Sistemas
interiores, (b) Sistemas exteriores (Mir & Kyoung, 2007).

Hay varios factores a considerar al seleccionar un sistema estructural para los edificios
altos: la seguridad, la comodidad de los ocupantes, la economia, la funcion prevista, las

consideraciones arquitectonicas, el flujo de tréafico interno, la altura y la intensidad de la carga.

Es importante mencionar que solo los sistemas que sean adecuados y econémicos para los
edificios altos seran investigados en este proyecto de investigacion. Por lo tanto, los sistemas
especificados para edificios muy altos, no son los temas de este proyecto de investigacion. Los
sistemas estructurales considerados en esta seccion son los siguientes: porticos resistentes al
momento, muros de corte, muros de corte acoplados, sistemas duales (Pértico + Muro de corte) y

nucleos.

e Sistema de portico

Los materiales de construccion mas comunes son el acero y el concreto. En este sistema,
la resistencia a cargas laterales es proporcionada por la interaccion de las vigas y las columnas, es
decir, por la rigidez a la flexion y al corte de la red de vigas y columnas (figura 11). En carécter

general funciona mejor en concreto que en acero debido a que en acero los nudos suelen
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considerarse como semirrigidas, mientras que en el concreto suelen considerarse como rigidos,
esta caracteristica a su vez parece ser una desventaja, debido a que el pdrtico requiere conexiones
rigidas que por lo general son costosas. Se requiere que, en el nudo rigido, la resistencia a la flexion
de las columnas sea como minimo un 20% mayor que la resistencia a la flexion de las vigas, para
asegurar que en presencia de cargas ciclicas (como el sismo) las rétulas plasticas se generen en las

vigas y no en las columnas.

Generalmente se elige este sistema estructural cuando las fuerzas horizontales no son
predominantes en comparacion con las fuerzas verticales, de lo contrario, esto implicaria un
aumento excesivo en las dimensiones de los elementos estructurales. Cuando se disefia solo por
consideraciones de resistencia, la deriva lateral causa molestias en los ocupantes y dafios en los
elementos no estructurales, sumado a esto el efecto P-Delta provoca una flexion adicional en el
edificio.

La altura de disefio eficiente sin sistemas de resistencia de carga lateral adicionales es de
30 pisos en estructuras de acero y de 20 pisos en estructuras de concreto armado. El espacio entre
columnas generalmente varia desde aproximadamente la altura de piso a piso hasta el doble de la

altura de piso a piso; en general el espacio varia entre 4.5 metros y 9 metros.
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Figura 11. Sistema de pértico rigido. (a) Estructura tridimensional, (b) Deformacion e interaccion de vigas y
columnas (Taranath, 2016).

Aunque el pértico suele ser la primera opcion para los edificios altos, llegado a una cierta
altura las fuerzas laterales hacen que el pdrtico sea insuficiente para trabajar solo, una forma
eficiente de superar la altura consiste en disponer de elementos arriostrados cambiando

completamente su comportamiento pues el edificio se comportaria como una armadura, donde las
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columnas serian los cordones, las vigas las montantes y los arriostres las diagonales que
transmitirian cortantes. Esta solucion es interesante debido a que las vigas no tendrian una
participacion significativa lo que permitiria uniformizar su seccion en altura y disefiarlo solo por

cargas de gravedad.
e Sistema de muro de corte

Se utilizan en estructuras de concreto armado. Pueden consistir en muros de corte simples
(s6lidos) y los que tienen aberturas (muros de corte acoplados). Los muros de corte acoplados
(figura 12) han sido uno de los sistemas mas populares que se han utilizado para la construccion
de edificios altos para resistir las fuerzas laterales como el viento y el terremoto. En estructuras
con programas residenciales, los muros de corte pueden distribuirse por todo el plano del piso
resistiendo todas las cargas en el edificio sin columnas. En algunos casos, estos muros de corte se
ubican excentricamente en el plano del piso produciendo una torsion significativa cuando el
edificio esta sujeto a cargas laterales debido a la excentricidad generada entre el centro de masa y
el centro de rigidez.

Los edificios disefiados con muros de corte son generalmente mas rigidos que los sistemas
de porticos rigidos, reduciendo asi la posibilidad de deformaciones laterales excesivas, y como
consecuencia, dafios. Se les conoce como muros de corte debido a que absorben gran parte de la
totalidad de la fuerza de corte lateral. Aunque es apropiado el nombre, se debe controlar el
comportamiento a cortante sobre todo frente a cargas ciclicas (comportamiento inelastico). En la
practica esto se logra con facilidad debido a que los muros de corte proporcionan excelente rigidez,

resistencia y ductilidad.

Es importante elegir ubicaciones éptimas de los muros de corte. Se deben ubicar la mayor
cantidad de muros de corte en la periferia del edificio para obtener una mejor resistencia a la torsion
y es importante que los muros de corte carguen una importante fraccion de la carga de gravedad

para reducir la demanda de flexion en el muro y reducir las tensiones en los cimientos.

La altura de disefio eficiente es de 35 pisos para estructuras de concreto armado y
generalmente las ubicaciones de separacion estan a 9 m de distancia. Las vigas de acoplamiento,
que interconectan segmentos de muro de corte donde se requieren aberturas, generalmente se

maximizan para obtener la mayor resistencia al corte y a la flexién.
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Figura 12. Sistema de muro de corte. (a) Muro de corte simple (sélido), (b) Muro de corte con aberturas
(muros de corte acoplados) (Taranath, 2016).

e Sistema de muro de corte - pdrtico

Los sistemas estructurales anteriores se pueden adoptar juntos para aumentar la rigidez
horizontal global del edificio. Esta efectividad se debe a la diferente deformacion caracteristica
con la que cada uno de los subsistemas responde en presencia de cargas laterales. Un portico se
deforma predominantemente al corte, debido a la flexion de la red de vigas y columnas, mientras
que el muro de corte responde con deformacidn a la flexion. Como consecuencia, cuando ambos
subsistemas trabajan en forma conjunta, el muro de corte sostiene al portico en la parte inferior,
mientras que, el pdrtico lo hace en la parte superior; de esta manera el sistema desarrolla un buen

rendimiento frente a cargas laterales al reducir la deformacion global del sistema resistente.

La altura de disefio eficiente es de 50 pisos para estructuras de concreto armado y

generalmente las ubicaciones de separacidn estan entre 4.5 my 9 m de distancia.
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Figura 13. Comportamiento del sistema p6rtico — muro de corte (Cammarano, 2014).
e Limitacion de los sistemas estructurales en la actualidad

Aunque en la actualidad los sistemas estructurales actuales ya permiten a los ingenieros
analizar, disefiar y construir edificios muy altos, todavia existe una limitacion en cuanto a los
sistemas estructurales. Los sistemas de nucleo central tienen la suficiente rigidez horizontal para
alcanzar alturas muy altas; sin embargo, estos nucleos centrales también ocupan un gran espacio
en cada piso. Por motivos aerodinamicos y para mantener las estructuras estables, los edificios
muy altos suelen reducir el perimetro del edificio con el aumento de la altura. Entonces aparece
un problema, el area de los nicleos aumenta con la altura y el perimetro del edificio se reduce con
la altura; es decir, después de cierta altura, los edificios ya no pueden levantar a las personas hasta
la parte superior, ya que el area central requerida para los ascensores sera incluso mayor que el
area del piso. Un claro ejemplo de este problema es el edificio Burj Khalifa, el edificio mas alto
del mundo con una altura de 828 m, donde la altura real ocupada es de solo 584 m. Por lo tanto,
una de las limitaciones de los edificios muy altos, es que las personas no pueden llegar a la parte

superior de los edificios.

e El edificio alto como una viga cantiléver en voladizo

La simplificacion conceptual fundamental del edificio alto es una viga vertical en voladizo,
como consecuencia, globalmente es una viga determinada estaticamente donde se conocen a priori
las fuerzas totales aproximadas. Esto significa que, a cualquier altura del edificio, las fuerzas

totales son generalmente conocidas. Como tal, frente a solicitaciones laterales, las fuerzas totales
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que acttan en la viga en voladizo se presentan en forma de fuerzas cortantes y momentos de volteo
que resultan en deformaciones de corte y flexion. Las cargas de gravedad son la suma de todo lo
que se encuentra por encima de una elevacion dada, la fuerza cortantes y el momento de volteo se

integran de arriba hacia abajo, e incluso las fuerzas sismicas se pueden aproximar de esta manera.

Es una ironia estructural que cuanto mas alto sea el edificio, mas pura debe ser la viga y,
de alguna manera, méas simple es su solucion. Por ilégico que parezca los edificios mas pequefios
pueden ser conceptualmente mas complejos que los edificios altos. Aunque estan en voladizo
desde el suelo, el sistema estructural es a menudo una serie de sistemas paralelos o elementos
individuales que se comportan con una interaccion tridimensional complicada. Por otra parte, al
tomar algo tan grande y complejo como un edificio alto e imaginarlo como una viga simple en

voladizo, el disefiador puede disefiarlo de manera racional y aproximada.

Muchos disefios exitosos de edificios altos se basan en la analogia que emerge entre un
edificio alto y un arbol. Al igual que un edificio alto, un arbol es una estructura muy delgada, con
un tronco que emerge desde el suelo hasta que se convierte en una serie de ramas que se mueven

en voladizo desde el tronco.

Cualquier estructura que lleve las fuerzas laterales al suelo debe resistir dos fendmenos
estructurales: corte y flexion. Cuanto mas alto y delgado es el edificio, mas eficiente debe ser el
sistema de resistencia al corte, debido a que es esencial para transportar las cargas laterales a los
elementos verticales que, a su vez, resisten las fuerzas de volteo en el voladizo. Es necesario un
sistema de corte rigido para que todo el edificio actie como una viga gigante en lugar de un
conjunto de elementos o subsistemas individuales. Debido a que no es posible crear un sistema de
corte completamente rigido, existe un fendmeno llamado "retraso de corte”. Esto ocurre cuando
las tensiones de volteo no se distribuyen linealmente, lo que resulta en un uso menos efectivo de

los elementos verticales para resistir los momentos de volteo en la estructura.

Aunque los sistemas eficientes y rigidos de resistencia al corte pueden reducir los
desplazamientos por corte, no es practico hacer lo mismo para los desplazamientos por flexion. La
deformacién generalmente solo se puede reducir a costa de aumentar el tamafio de las columnas
y/o muros. El desplazamiento de la viga se puede reducir, por ejemplo, a la mitad doblando el area

de la seccidén transversal. EI gran gasto de reducir las deflexiones al aumentar el area de la seccion
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transversal del elemento vertical impone limites muy practicos para reducir la deflexion por

flexion.
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Figura 14. Edificio alto considerado como una viga cantiléver en voladizo (Schmidts, 1998).
e Analisis estructural global de edificios altos

Un analisis estructural global de edificios altos implica la modelacién numérica y la

caracterizacion estatica, dinamica y de estabilidad.

En primer lugar, un modelado numérico se vuelve indispensable para una evaluacion de la
respuesta estructural. Con el avance tecnoldgico de los Ultimos afios, para simular el
comportamiento estructural del edificio se han desarrollado y utilizado métodos méas finos como
el método de elementos finitos (FEM); sin embargo, debido al alto costo computacional y de
recursos siempre se ha dedicado interés al desarrollo de modelos simplificados que permitan
realizar analisis rapidos, de bajo costo y con una precision aceptable ingenierilmente. Al respecto
se han propuestos dos enfoques: idealizar al edificio como un sistema de masas concentradas

unidimensionales e idealizar al edificio como un sistema continuo.

Un sistema de masas concentradas unidimensionales esta conectada por varillas sin masas
caracterizadas por la rigidez del piso. Este modelo es ampliamente conocido en la ingenieria
sismica como modelo de viga de corte, donde se asume una rigidez a la flexion infinita y se
consideran inextensibles a los elementos estructurales verticales; sin embargo el considerar

inextensible a los elementos verticales no es valido para edificios esbeltos cuya deformacion axial
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no es despreciable. Con el objetivo de modelar el edificio como un sistema de masas concentradas
y tener en cuenta sus rigideces caracteristicas mas importantes, en este proyecto de investigacion
se hard uso del método de matriz de transferencia para resolver en primer lugar edificios con
discontinuidades verticales que no permiten desarrollar una ecuacion de forma cerrada y en
segundo lugar edificios uniformes en altura como verificacion al modelo continuo con férmulas

cerradas.

Un sistema continuo conecta dos vigas de reemplazo mediante elementos inextensibles
(enlaces rigidos) que solo transmiten las cargas horizontales. Estos modelos son ampliamente
utilizados cuando se requiere realizar analisis sensibles paramétricos o una estimacién rapida de
la respuesta del edificio. Es ideal para modelar edificios que no tienen discontinuidades verticales
porque permiten desarrollar formulas cerradas de facil y rapida aplicacion. Su formulacion es
completamente analitica permitiendo identificar facilmente los parametros estructurales claves que

gobiernan el comportamiento del edificio reduciendo drasticamente el costo computacional.

En segundo lugar, la caracterizacion estatica, dinamica y de estabilidad permiten
comprender el comportamiento del edificio. La caracterizacion estatica permite calcular los
desplazamientos horizontales estaticos del edificio y consecuentemente las derivas, permitiendo
asi verificar el cumplimiento de la normativa vigente y sobre todo evaluar el desempefio del
edificio. La caracterizacion dindmica permite la identificacion modal proporcionando asi las
frecuencias, periodos y factores de masas participativas para un analisis modal espectral; teniendo
como resultados indicadores globales como desplazamientos dinamicos y derivas Utiles para
determinar el nivel de dafio de una estructura. La caracterizacion de estabilidad permite determinar
la carga critica global del edificio como un indicador de rendimiento; como lo menciona Zalka
(2020) cualquier debilidad detectada durante el analisis de estabilidad también conduce a un

comportamiento desfavorable en el analisis dinamico y estatico del edificio.
e Meétodo continuo

El método continuo supone que todos los elementos horizontales que conectan los
componentes verticales estan efectivamente unidos sobre la altura del edificio para producir un
medio de conexidn continuo; es decir, las vigas de conexion se reemplazan por un sistema de
ldminas distribuidas uniformemente. Como consecuencia del método continuo, la estructura

tridimensional (3D) conduce a una viga de reemplazo equivalente (RB) que se caracteriza por las
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propiedades equivalentes Kique tratan de representar de la mejor manera posible a la rigidez real

del sistema estructural.

Los supuestos basicos del método considera que los elementos estructurales son elésticos
y lineales, los diafragmas se consideran rigidos en su plano y solo transfieren fuerzas horizontales,
los puntos medios de las vigas de conexion se consideran puntos de contraflexion, las fuerzas de
corte discretas en las vigas de conexién son reemplazadas un flujo de corte continuo equivalente a
lo largo del punto medio de las [dminas de conexion, la hip6tesis de Bernoulli - Navier es valido
para las vigas de conexion, el namero minimo de pisos del edificio es cuatro, los efectos de P-delta
son insignificantes, las vigas de conexidn no se deforman axialmente y reemplazaremos todo el
edificio (que consta de elementos discretos) por una viga continua para luego analizar esta viga

continua en reemplazo del edificio.
e Modelos continuos de viga de reemplazo (RB)

La naturaleza estructural de un edificio alto es tridimensional; sin embargo, el representar
al edificio alto mediante una viga de reemplazo adecuada solo es posible si la compleja
combinacion entre los sistemas estructurales puede simplificarse drasticamente manteniendo el
comportamiento de la estructura y con resultados de precision razonables. Por lo tanto, es
importante elegir vigas de reemplazo adecuados para cada sistema estructural, que puedan
representar adecuadamente los modos predominantes de comportamiento; y luego combinarlos

para tener en cuenta la compleja interaccion entre los sistemas estructurales.

El nimero completo de campos cinematicos de los sistemas planos conectados entre si en
paralelo dependen del nUmero de campos cinematicos asociados a cada elemento (figura 15). Si
cada elemento contiene tres campos cinematicos (transversal u;, rotacional ¥9; y axial w;), entonces
el nimero de campos cinematicos de todo el sistema es tres veces el nimero de elementos. Debido
a que los elementos se conectan mediante enlaces rigidos inextensibles, es posible suponer un
campo de desplazamiento horizontal idéntico para todo el sistema (u; = u, ... u;_; = u; = u),

mientras los otros campos cinematicos pueden ser diferentes en cada elemento.
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Figura 15. Sistema continuo plano que consta de varios elementos de viga alineados en paralelo (Moghadasi,

2015).

Dependiendo de las caracteristicas estructurales de los sistemas estructurales que
componen el edificio es posible usar varios modelos de viga de reemplazo equivalente (RB). Las

dos caracteristicas principales que definen la idealizacion apropiada son:

e Larigidez equivalente: rigidez a la flexion K, y rigidez al corte K.

e Los campos cinematicos: transversal u y rotacional 6 y ¢.

Con respecto a los modelos RB aplicados en el anélisis de edificios y desde el punto de
vista del campo cinematico, los modelos continuos actuales se pueden clasificar generalmente en

tres categorias: Modelos de un campo, modelos de dos campos y modelos de tres campos.
a) Modelos de un campo:

El campo de deformacion transversal es u y son los mas simples de formular como sistemas RB.
e Viga de flexién (EBB)

Adecuado para un primer acercamiento al modelado estructural de los edificios altos, se
caracteriza por un comportamiento y rigidez a la flexion K;,, como consecuencia es apropiado para

modelar a los muros de corte esbeltos. La energia potencial asociada a este modelo es:
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e Viga de corte (SB)

Se caracteriza por un comportamiento y rigidez al corte K. Apropiados para modelar a los

marcos de corte. La energia potencial asociada a este modelo es:
_1 f HK ' d
), et & (2)
e Acoplamiento de dos vigas (CTB)

Consiste en el acoplamiento paralelo de una viga flexion (EBB) y una viga de corte (SB),
estan conectados por un medio continuo que transmiten solo fuerzas horizontales y ambas vigas
experimentan un Gnico campo cinematico u. Son fundamentalmente apropiados para modelar
porticos; y en menor aplicacion para modelar muros de corte acoplados y sistemas muro de corte
- pértico. Como caso particular el modelo CTB se aproxima a una viga de flexion y a una viga de
corte cuando K, y K tienden al infinito respectivamente. La energia potencial asociada a este

modelo es:
Verg = lfHKbuE;CZ) dx +1fHKSugC) dx
2Jo 2Jo (3)
b) Modelo de dos campos
El campo de deformacion transversal es u y el campo de rotacion es 6.
e Viga Timoshenko (TB)

Se caracteriza por un acoplamiento en serie entre una viga de flexién (EBB) y una viga de

corte (SB). La energia potencial asociada a este modelo es:

1 (H
Vrg = EJ; {Kb@(,x)2 + K [B(X) - uéx)]z} dx (4)

Es importante mencionar que en comparacion con el modelo de viga de flexién (EBB), se

puede utilizar el modelo de viga Timoshenko (TB) para modelar con mayor precision un muro de
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corte. Esto ayuda a tener en cuenta la deformacion por corte, donde dicha deformacion puede ser
significativo en paredes relativamente no esbeltas y ordinarias.

Slender wall Stocky wall Ordinary wall

Figura 16. Deformaciones esquematicas de pared delgada, pared no delgada y pared ordinaria (Moghadasi,
2015).

e Viga Sandwich (SWB)

Se caracteriza por un acoplamiento en paralelo entre una viga Timoshenko (TB) y una viga
de flexion (EBB). En la literatura es considerado el modelo mas completo que utiliza dos campos
cinematicos (u, 8), porque se caracteriza por tres rigideces diferentes: rigidez a la flexion local
(Kpq), rigidez a la flexion global (Kj,) v rigidez al corte (K;). Este modelo es apropiado para
modelar correctamente pdrticos y muros de corte acoplados. La energia potencial asociada a este

modelo es:

1" 2 r 12 1A "2
Vswp =5 . {Kb19(x) + K1 [0y — w()] }dx s . Kppugydx (5)

El modelo de RB de viga Sandwich ha sido estudiado exhaustivamente en la literatura
debido a que es posible representar todos los esquemas estructurales mediante sus tres rigideces

caracteristicas.

Potzta (2002) desarroll6 un modelo RB para todo el edificio utilizando una viga SWB con
un enfoque energético y derivaron las tres rigideces caracteristicas del SWB aplicando un
desplazamiento sinusoidal y equilibrando la energia de deformacion total del edificio con la suma
de las energias de deformacion de cada esquema estructural. Utilizo este SWB para los analisis de
viento, terremoto y estabilidad del edificio. Bozdogan (2010) desarroll6 el analisis lateral estatico,
dinamico y de estabilidad utilizando una viga SWB y el método de la matriz de transferencia.
Zalka (2020) derivé sus soluciones utilizando como base el comportamiento de un portico debido

a que tiene cada una de las tres rigideces caracteristicas de una SWB. Ofrecié un tratamiento
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completo para todos los esquemas estructurales (deflexion lateral, rotacional, frecuencia y
estabilidad) y demostrd que estas areas estan muy relacionadas entre si.

e Viga Sandwich generalizado (GSWB)

Es un modelo SWB generalizado, se caracteriza por un acoplamiento en paralelo entre una
viga Timoshenko (TB) y el acoplamiento de dos vigas (CTB). Si se descuida la rigidez al corte del
CTB (K,,), el GSWB resulta en una SWB. La energia potencial asociada a este modelo es:

1 1 . 2

H H
! 2 ! 2 ’ 2
Veswp = E-L {Kb19(x) + K1 [0y — uf] }dx +§f0 [szu(x) + Ksau(y ]dx (6)

c) Modelo de tres campos

Estos modelos fueron propuestos por Moghadasi (2015). EI campo de deformacion

transversal es u y el campo de rotaciones 6 y ¢.
e Viga Sandwich generalizado (GSB)

Se caracteriza por un acoplamiento en paralelo entre dos vigas Timoshenko (TB); es decir,
el acoplamiento de dos vigas que se caracterizan por un acoplamiento en serie de su rigidez a la
flexion (Kj,, Kp,) y de su rigidez al corte (K4, K,). Moghadasi (2015) presenté este modelo GSB
y resolvio el analisis estatico y dinamico. Debido a la complejidad de las ecuaciones de
movimiento diferenciales parciales, discretizd las ecuaciones diferenciales para resolverlo
numéricamente por medio de un modelo de elementos finitos unidimensionales transformando el
GSB (voladizo de parametro distribuido) a un sistema de multiples grados de libertad. La energia
potencial asociada a este modelo es:

H

1H 1
VGsp = Z,’; {Kble(,x)z + Kot [ufyy — 9(x)]2} dx +§f0 {szl/il2 + K [y — 1/’(x)]2} dx (7)

e CTB extensible de tres campos

Moghadasi (2015) presenté este modelo CTB de tres campos para representar
adecuadamente un muro de corte acoplado. Este modelo CTB de tres campos se caracteriza por el
acoplamiento en paralelo entre una viga Timoshenko extensible (TB) y un nicleo continuo con

una restriccion de rotacion de soporte (RC). La TB representa la equivalencia condensada de los
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dos muros de corte y se caracteriza por su rigidez a la flexion K, su rigidez al corte K,; y su
rigidez axial K,;; y el RC representa el efecto continuo de la viga de conexién y se caracteriza por

su rigidez al corte K,,. La energia potencial asociada a este modelo es:

1 H ;) 2 ;) 2 1 2 1 " 2
VerB-3 = E-L {Kb19(x) + Ka1Wiy)” + Kst [y — 0] }dx + Efo Kspycdx (8)
EBB S_? _ EBB SB
Kb H Ks H Kb\% KS?H
Rz (cszsmsszzainstiiis) [ 2
(@) (b) ©

Figura 17. Modelos de un campo. a) viga EBB, b) viga SB y ¢) viga CTB.

B TB EBB TB CTB

Kb H Kb1 Kb2 Kb1 Kbz
Ks Ks'l Ks1 Ks2
(c)

(@) (b)

Figura 18. Modelos de dos campos. a) viga TB, b) viga SWB y c¢) viga GSWB.
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Kb1
Kb1 Kbz Kb2

Ks1 Ks2 Ks2

(a)
Figura 19. Modelos de tres campos. a) viga GSB y b) viga CTB extensible de tres campos.

e Método de matriz de transferencia

Existen diversos problemas en ingenieria que son especificados con condiciones de
frontera, el trabajar con un namero alto de constantes no es practico y esta sujeto a posibles errores
de célculo. Con el objetivo de reducir los errores de calculo y trabajar con el nimero minimo de
constantes se implementd el método de matriz de transferencia (TMM) para lograr
matematicamente reducir el problema de condiciones de contorno a un problema de condiciones

iniciales.

El método de matriz de transferencia (TMM) implica construir una relacion entre los nodos
finales de un elemento estructural. Su aplicacidn en un edificio con propiedades estructurales que
son uniformes en cada subestructura es adecuada debido a que es posible calcular la matriz de
transferencia de cada subestructura y luego ensamblarlo en una sola matriz de transferencia global
de toda la estructura. Al eliminar los nodos internos mediante condensacion, el tamafo de la matriz
de transferencia se reduce al minimo y se mantiene constante en el proceso de célculo e igual al

orden de la ecuacion diferencial de la estructura.

e Cargas estructurales

Los edificios altos y de gran altura estan sujetos principalmente a cargas verticales (vivas

y muertas) y cargas horizontales (viento y sismo). A medida que aumenta la altura del edificio,
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también aumenta el efecto de las cargas horizontales. Por lo tanto, para edificios altos, es

importante elegir sistemas estructurales que tengan suficiente rigidez horizontal.

Desde el punto de vista del disefio estructural, los edificios altos muestran una mayor
sensibilidad a las cargas laterales inducidas por el viento que los edificios de mediana y baja altura.
Mientras que las cargas sismicas aumentan con el peso del edificio, las cargas de viento aumentan
con la altura del edificio. Esto trae como consecuencia que en ciertos casos, la deriva lateral debido

al viento sea mas critica que la deriva debido al sismo.

2.3 DEFINICION DE TERMINOS BASICOS

En relacién a la terminologia aplicada a este proyecto de investigacion, se hace necesario
aclarar que el término “sistema” se aplica para hacer referencia a la estructura tridimensional
completa, mientras que “clemento” a las diferentes estructuras planas estudiadas, tales como:

porticos, muros de corte, muros de corte acoplados, nucleos etc.

e Viga de reemplazo: Equivalencia continua unidimensional resultado de la aplicacion del

método continuo al analisis estructural de un edificio alto (Moghadasi, 2015).

e Meétodo continuo: Método aproximado en el que la estructura discreta se representa por
una estructura continua, reemplazando las vigas de conexion horizontales (Gliick, Gellert,
& Danay, 1972). EI método necesita de las rigideces caracteristicas, los campos
cinematicos y las cargas externas para utilizarlo en el andlisis estructural de un edificio alto

uniforme en altura.

e Meétodo de matriz de transferencia: Método utilizado en matematicas para resolver
ecuaciones diferenciales que contienen discontinuidades (Bozdogan, 2010). EI método
necesita de las rigideces caracteristicas, los campos cinematicos y las cargas externas para
utilizarlo en el analisis estructural de un edificio alto con discontinuidades estructurales en

altura.

e Rigidez equivalente: Rigidez correspondiente a un tipo de deformacion de la estructura

(flexién local, flexion global, corte local y corte global).

e Campo cinematico: Grados de libertad independientes de una viga de reemplazo

(desplazamiento y rotacion).

43



Cargas externas: Solicitaciones externas a la estructura (cargas laterales, densidad de masa

distribuida y cargas puntuales).

Analisis estructural global de edificios altos: Anélisis estructural del edificio donde se
considera al edificio como una unidad completa. Comprende el analisis estructural estatico,

dindmico y de estabilidad del edificio.

Andlisis estatico: El edificio se somete a cargas laterales externas y como consecuencia se

obtienen desplazamientos, rotaciones, derivas de entrepiso y deriva global.

Andlisis dinamico: El edificio se somete a vibracion libre y como resultado se obtiene las

frecuencias, los periodos de vibracion y las formas modales.

Anaélisis de estabilidad: El edificio se somete a cargas verticales externas uniformemente
distribuidas y/o puntuales y como resultado se obtiene la carga critica de pandeo global del

edificio.

OPERACIONALIZACION DE LAS VARIABLES

Tabla.2 Descripcion de las variables e indicadores.
Variable Dimensiones Indicadores Unidades
V1 Rigidez a flexion local tn
Rigidez caracteristica Rig.id.e  a flexion global tn
Rigidez a corte local tn
Rigidez a corte global tn
Método _continuo / I\/IétO(_jo Campo cinematico Desplazamiento del RB m
de matriz de transferencia Rotacion de cada RB rad
Cargas laterales tn/m
Carga Densidad de masa distribuida  kg-masa/m
Carga puntual tn
V2 Desplazamiento lateral m
Analisis estatico Derivas de entrepiso m/m
Analisis estructural global RotaC|or_1 rad
de edificios altos Analisis dinamico Frecuencia hz
Periodo S
Analisis de estabilidad Carga critica tn
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3 CAPITULOIIl. METODOLOGIA

3.1 DISENO METODOLOGICO

Es una investigacion bésica, porque se busca generar conocimiento cientifico para
enriquecer el conocimiento teorico y cientifico, orientado al conocimiento de principios y leyes
(\Valderrama, 2006). En este proyecto de investigacion se ha establecido y resuelto las ecuaciones
diferenciales que gobiernan el comportamiento estatico, dindmico y de estabilidad de vigas de

reemplazo novedosas, generando nuevos conocimientos teoricos.

El método empleado es el deductivo, porque se analizan los casos particulares a partir de
los cuales se extraen conclusiones de caracter general (Valderrama, 2006). En este proyecto de
investigacion para formular y desarrollar la viga de reemplazo generalizada se han utilizado teorias

e indicios dejadas por otros autores que estudiaron el tema.

El disefio es no experimental, porque es una investigacion sistematica y empirica, en la que
las variables independientes no se manipulan, porque ya estan dadas (Valderrama, 2006). En este
proyecto de investigacion el analisis de precision y confiabilidad se realizd manteniendo constante
las variables independientes y solo se hizo variar la altura del edificio alto para ir variando los

parametros globales.

En una primera etapa el trabajo tendra un enfoque cualitativo, porque que se describe,
comprende e interpreta el fendmeno a través de la experiencia del investigador (Valderrama,
2006). En el proyecto de investigacion el enfoque cualitativo permitira obtener modelos de vigas
de reemplazo para los sistemas estructurales (porticos, muros de corte, muros de corte acoplados

y nucleos) y para el edificio alto.

En una segunda etapa el trabajo tendra un enfoque cuantitativo, porque se desarrollan y
prueban teorias; ademas, se utiliza la recoleccidn, el analisis y el procesamiento de los datos para
contestar a la formulacion del problema (Valderrama, 2006). En el proyecto de investigacion el
enfoque cuantitativo permitira realizar un analisis de precision y sensibilidad para evaluar la

eficiencia de la metodologia propuesta.
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3.2 POBLACION Y MUESTRA

3.2.1 Poblacién

e La poblacién de estudio comprende a todos los edificios altos (sistemas estructurales).

3.2.2 Muestra

e La muestra de estudio comprende a un total de 1017 sistemas estructurales: 90 muros de
corte, 558 pérticos, 333 muros de corte acoplados y 36 edificios altos.

3.3 TECNICAS DE RECOLECCION DE DATOS

Los datos para el analisis de precision y confiabilidad de la metodologia propuesta tomaron
como referencia el criterio del autor de este proyecto de investigacion y algunas plantas

estructurales utilizadas en la literatura existente sobre el analisis estructural de edificios altos.

3.4 TECNICAS PARA EL PROCESAMIENTO DE LA INFORMACION

Para el procesamiento de la informacion se utilizo la técnica computacional. El instrumento
que se utilizé fue un computador personal, el software de hoja de célculo Microsoft Excel y los
programas de elementos finitos SAP 2000 y ETABS 2016.
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4 CAPITULO IV. RESULTADOS

41  ANALISIS ESTATICO DE LOS SISTEMAS ESTRUCTURALES INDIVIDUALES

La rigidez horizontal de un edificio alto estd compuesta por el aporte de diferentes sistemas
estructurales: muros de corte, pérticos, muros de corte acoplados y nacleos. El aporte de cada
sistema estructural a la rigidez horizontal del edificio se distribuye en forma proporcional a su
rigidez individual, pero la naturaleza de su comportamiento es algo diferente; por lo que es esencial
que el ingeniero conozca el comportamiento de cada sistema estructural para lograr una estructura

con una rigidez horizontal 6ptima.

Es comun suponer una distribucion de carga triangular para el anlisis estatico por sismo y una
carga uniformemente distribuida para el analisis estatico por viento. Sin embargo, con el propdsito

de generalizar el analisis se proponen dos casos:

e Caso 1: Se considera un analisis continuo porque el método utilizado Unicamente se basa
en el método continuo; se asume una carga lateral general distribuida en la altura del
elemento. Esta carga es dependiente de un parametro a que controla su forma en altura.

Este modelo de carga lateral general fue propuesto por Miranda (1999).

Winax —a+aX
f(x)_l_e—a(l_e H)

(9)

Donde W, €s la intensidad de la carga distribuida en la parte superior del modelo (z = 0)
y a es un parametro adimensional que controla la forma de la carga lateral. Como se
muestra en la figura 20, los valores extremos de a - oo y a — 0 corresponden a

distribuciones de carga uniforme y triangulares, respectivamente.

La principal desventaja es que solo es aplicable a estructuras en donde la seccion
transversal es uniforme en altura y la carga lateral es continua y su principal ventaja es que
se obtienen soluciones continuas de forma cerrada que permiten realizar andlisis

parameétricos.

e Caso 2: Se considera un analisis hibrido porque los métodos utilizados son el método

continuo y el método de matriz de transferencia; se asume una carga horizontal puntual
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arbitraria aplicada a nivel de los pisos. Estas cargas puntuales pueden ser el resultado de
cargas puntuales directamente aplicadas a nivel de los pisos o el resultado de las cargas
transmitidas de la fachada a las losas del piso.

La principal desventaja es que no se obtienen soluciones continuas cerradas que permitan
realizar analisis paramétricos y su principal ventaja es que permite analizar estructuras cuya
seccion transversal no es continua en altura y/o para estructuras donde las cargas se aplican
a nivel de los pisos, sea su seccion transversal uniforme o no; es decir se considera un caso

de analisis general porque incluso sirve como verificacion del caso 1.

f(x)(Wmax
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 20. Efecto del pardmetro adimensional a en la forma de distribucion de la carga lateral para el caso 1
(Miranda E. , 1999).
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@)

R o e
(b)

(c)

Figura 21. Estructura sujeta a carga lateral. a) Estructura y carga original, b) caso 1: Viga de reemplazo con
carga continua y c) caso 2: Viga de reemplazo con carga concentrada.
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4.1.1 Viga de flexion de un campo (EBB)

Este modelo se suele utilizar para los muros de corte esbeltos y/o columnas de edificios con losas
planas; es decir, donde la rigidez al corte es infinita y por lo tanto, se puede considerar despreciable

su deformacion por cortante. El modelo toma en cuenta un movimiento transversal u y una rigidez

a la flexion.

EBB EBB U RB

X

H3 !
Kb

H H2 H
Kb Kb
H1
 eazmins 7 7 ] )
(@) (b) c

Figura 22. Viga Euler Bernoulli (EBB) de un solo campo. a) Caso 1, b) Caso 2 y ¢) RB equivalente.

4111 Casol

La energia potencial del modelo de viga EBB de un campo es:

1A 2
szj; Kpu(y)® dx

(10)
Donde:
w,c
Ky =) Elye,
= (11)
El trabajo realizado por la fuerza externa es:
H
W = f foa U dx
, J@te (12)
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En consecuencia, la energia potencial total de la viga EBB de un campo sometido a una

distribucion de carga lateral general se expresa como:

1 H ) H
U= —f Kpup“ dx —f U dx
2y Pr@) 0 « (13)

Las soluciones de forma cerrada del modelo sobre el que actla una carga transversal se logran
resolviendo el sistema diferencial que surge de la estacionariedad de la ecuacién. La

estacionariedad debido al equilibrio implica:

H H H
SU = f Kpugyy Sy dx —f f(xX)Suyy dx — f Uy Of (X)dx
0 0 0 (14)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacion, ordenamos los términos comunes:

H H
124 ! H nr H nr
U= [Kbu(x)du(x)]o - [Kbu(x)(Su(x)]O +f [Kpu'""" — f(x)]6u(ydx —f Uy Of (x)dx
0 0

(15)
Al igualar a cero los términos, resulta la siguiente ecuacion:
Kyuiy —f(x) =0 (16)
Y condiciones de borde:
(73
() =0 (17)

Se obtiene una ecuacion diferencial de cuarto orden. Normalizando la ecuacion diferencial por la

variable z = x/H:

rrr H4
Uiz = K_bf(Z)

(18)
Asumiendo una carga lateral general (Miranda, 1999):
_ Winax —a+ax — Winax - Z
foo = T gra (1) = fioy = T (1 =7t (19)

Reemplazandolo en la ecuacion diferencial:
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Uiy = A(1—e™%%%)

Donde:
1= I/VmaxH4
CKpy(1—e9)
La expresion para u,, se propone:
2 3 A 4 A —a+az
Uy = Co+ C1z+ C2° + (32 +ﬁz —Fe

Las constantes se obtienen de evaluar las condiciones de contorno relevantes:

=4[G+zi-a) re (et )|
o~ 8 a* a3 € 2a%?  3a

ip=o| | aallgoa) -G
4“(1)=0$_)< 1= 6 a3) ¢ \@2" 24 |
urmy =0 e ¢
I(O) I C2=A
lu(g) = 0) 2a

\ Cs = A—

El desplazamiento lateral se obtiene reescribiendo la expresion de u,:

Wi H* {1 , €9 e 1 1 1 1
—_—max’ )44 34 2+[(——+—)— —a(—
Y@ =g, (1 —ea) 247 z z @) °

6a 2a?

+[<1+1 1)+ _a<1 +1)] 1 _a+az}
8 at a3) ¢ 2427 3q at®

El desplazamiento maximo se obtiene evaluando en 0 a u,y:

_ WhaH* {<1+1 1)+(1 +1 1) _a}
u(o)_Kb(l—e‘a) 8 a* ad 2a2 "3a at)®

La distorsion de piso puede obtenerse derivando una vez u:

Wiar H {1 et @ 11 1 1y 1
Ag=————— -2+ —2% + — +[(——+—)— ‘a( )]——
TK,(1-e)6” " 2a’ Taz? 6 ¢ ¢

_+ R
a3 a?  2a a3

La deriva global se obtiene como el cociente entre desplazamiento maximo y la altura total:
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WiaxH?
A max

g:m{(%%‘%)*(

1

2a?

7))

Para el caso de una carga lateral uniformemente distribuida (a - ):

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

N 0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

s 9=(0,0] m— =2 s g=5
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( WinarH* (1, 1
u(z) = K—b<ﬁz —gZ +
VllmaxH4
u =
< (0) 8K,
WmaxH4
Ag= DT (53— 1)
5 6K,
A= WmaxH3
\ 9 8Kb
U(2).{KbH"4Wmax}
0.00 0.02 0.04 006 008 010 0.12 0.14

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
N 0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

Q=12 = 3=2000

(@)
Figura 23.

0.00

3a (27)
1
8
(28)
U'(Z).{KbH4Wmax )}
003 006 009 012 015 0.18
s 3=, 0] m— Q=) s =5 =12 me— 3=2000

(b)

Efecto del pardmetro a. a) Desplazamiento lateral y b) Deriva de entrepiso.



U(2)u(0) U(2)u(0)

0.0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 0.8 09 1.0 0.0 01 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 09 1.0
0.0 0.0
0.1 0.1
0.2 0.2
0.3 0.3
0.4 0.4
N 0.5 N 0.5
0.6 0.6
0.7 0.7
0.8 0.8
0.9 0.9
1.0 1.0

a=0.01 = a=2 a=5 A=12 m— 3=2000 a=0.01 = a=2 a=5 =12 wm— 3=2000

(a) (b)
Figura 24. Efecto del parametro a. a) Desplazamiento lateral normalizado y b) Deriva de entrepiso
normalizado.

Segun el analisis de las ecuaciones y de los gréficos:
e Larigidez es inversamente proporcional a la cuarta potencia de su altura.

e El perfil de desplazamiento lateral muestra un comportamiento a favor de la carga lateral
(concavidad hacia la derecha) con una tendencia a reducirse hasta llegar a una pendiente

infinita en la base.

e El perfil de la deriva de entrepiso muestra un comportamiento en contra de la carga lateral
(concavo hacia la izquierda) con una maxima eficiencia en la zona inferior de la viga con

una tendencia a cero en la base.

e EI perfil de desplazamiento lateral normalizado y el perfil de deriva de entrepiso
normalizado son practicamente idénticos para todos los casos e independientes del

parametro a.
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4.1.1.2 Caso?2

e Calculo de la matriz de transferencia

Segun la ecuacién diferencial de cuarto orden:

nrr

1
Uy = o f(X)

@ Ky, (29)
Suponiendo que las cargas externas actan en los pisos y no a lo largo de la altura del piso, es
posible escribir la ecuacion de la siguiente manera:

Uz =0 (30)
La expresion para u ;) Y u,, se propone:

{u(z) =Cy+C1z+ Crz° + c3z3}

ul(z) = Cl + ZCZZ + 3C3Z2 (31)

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante resultan:

{M(Z) = Kbu’(’Z) = (ZKb)CZ + (6KbZ)C3}
Vi = Kbu’(;) = (6K,)C3

(32)
Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:

(ui(zi)\ Co

ui(z) | _
{Mi(zi) } = Ki(z)
kVi(Zi))

)

1
2
3

o 0O

(33)
Donde:

2 3
Zi Zi

]

0 1 2z 327 |

0 2K, 6sziJ
0 0 6K,

(U=
N

Ki(z) =

—
o O

i (34)
Evaluando en la base del piso i-ésimo; es decir para z; = h;:
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(iR Co Co (i (R

=K1 2 18 =0 {0
\Wihy)) &) g Wit (35)
Reemplazando el vector de coeficientes:
(ui(z) (ui(hy (wi(hiy
e <m0 00 e 10
Vi(z) \Wi(hy)) \Wi(ho)) (36)
Donde:
Ti(z) = K;(z)K; " (hy) (37)

Si evaluamos las fuerzas y desplazamientos en la parte superior del i-ésimo piso, se tiene:

( ”fgg;\ (i Ezlg\
u; _ u;(ny
4 M,(0) } =T:(0) { M;(hy) }
v.(0)) Wi(hy) ) (38)

Esta ecuacion muestra la relacion de fuerzas y desplazamientos entre la parte superior e inferior

del piso i-ésimo.
e Analisis estatico bajo cargas estaticas puntuales aplicadas a nivel de piso

La relacién entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales.

Para el piso j-ésimo:

Vier =V — B (39)
Es decir:
{um(O)l {ui(O)l 0
w0 | wo | _Jo
Mo [ = O Ym0 [ 0
\Vs1(0)) VAOVIRY (40)
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h]*'&
V. il
! Koeay
h|*2
P,
L ]
X,
Vi ' b
o H !
X0l h
(a) (b)
Figura 25. a) Equilibrio estatico en el nivel j-ésimo y b) Segmentos Estructurales de Propiedades Variables.

Para el primer piso:

u} 0) u} (hy) 0
k- rofs0) rofs) -

0
0
0}
\r,(0)) Wy (hy) ) p) A (41)

Para el segundo piso:

(u200)) ((ua(hy))) 0 0 0
w,(0) | () o ol Jo
{MZZ(O) b= T,07(0) { eyt b~ 10073 (0) { 0} TZ(O){O} {0}
VZ(O)} tV1(h1) Po Py P, (42)
Para el tercer piso:
(U3 (0)\ {u1(h1)\ 0 0
O =BOLOLO | L - 1,0nO7© { ; } - T OT;(0) { 8}
\v,(0) ) Wy, (k) P, P,

0 0
P, Py (43)

Para el n-ésimo piso (parte superior de la viga):
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(Un(0))
@) =T - TORO
1,(0)

—T,(0) ... T,(0)

(un(0)y (ui(h)y 0 n
0l [rofi]-[of]- [T
noJ) ney) k)
n 0 n 0
k=4 P3 fe=n Pn—l n
Es decir:

(Un(0)

Lol Lol

L. 0))

(u1(h1)\
{ uy (hy)
M; (hy)
Vy(hy) )

 — T,(0) . T,(0)T3 (0)

|

0 0
{8}—Tn(0) ...73(0){8}—---—
P P,

Expresando la ecuacion entre simbolos de producto y suma:

(U (h) )
uy (hy)
My (hy)

Vi(hy)

Definiendo dos parametros adicionales:

Reemplazando estos dos parametros:

|

u, (0)
M, (0)
V,(0) )

|

s=0

Uq (h1)
u’1 (h1)l
M) [T
Vy(hy))
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3]0

k=s+1

0
0
0

Py

Ig _'Ph

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)



Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior

y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 4x4 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

Uy =0 4u;(h1) =0 }

by =0) L@ =0)
Reemplazando:
u, (0) tin ti2 tiz tig 0 fi
un (0)( _ o1 G2 t23 T24 0 N fa
0 ts1 tzz tzz tzal| ) My(hy) fs
0 ta1 taz taz tael \Vi(hy) fa

Despejando el momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:

0) _[tss tsa](My(hy) f. My(h)) _ [tss tsa] ' (f
{0}" [tiz tiﬂ{vf<hf>}+{fi}*{vf(hb}—‘[tii tiﬂ {fz}
El desplazamiento lateral y su derivada en la parte superior del modelo:

Bt K T )

Sustituyendo las fuerzas internas:

oSt e | el I R
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4.1.2 Viga de corte de un campo (SB)

Este modelo se suele utilizar para modelar a los porticos que tienen vigas y columnas con rigidez
a la flexion infinita y cuyas deformaciones axiales de las columnas son despreciables. EI modelo

toma en cuenta un movimiento transversal u y una rigidez al corte.

s8 s8 . U RE
X
H3 ‘
H H2 H
Ks Ks Ks
H1
EZZZ2Z2Z77Z27z2Z2223 2227722222271
(@) (b) (c)

Figura 26. Viga de corte (SB) de un solo campo. a) Caso 1, b) Caso 2 y ¢) RB equivalente.

4121 Casol

La energia potencial total de la viga SB de un campo sometido a una distribucion de carga lateral

general Se expresa como.

1 (H )

(54)
Donde:
K, K, > 12E] S 12E]
Ks:(Kb_1+Kc_1)_1: b B¢ ’szz b,L’KC:Z ZC,L
K, + K, L 1k i h (55)
El trabajo realizado por la fuerza externa es:
H
W = f foa U dx
, J@te (56)
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En consecuencia, la energia potencial total de la viga SB de un campo sometido a una distribucion
de carga lateral general se expresa como:

1

H H
u=—f Kou, 2dx—f U dx
2)g 7 @) 0 ® (57)

Las soluciones de forma cerrada del modelo sobre el que actla una carga transversal se logran
resolviendo el sistema diferencial que surge de la estacionariedad de la ecuacién. La
estacionariedad debido al equilibrio implica:

H H H
SU = f Kot 6uiyydx —f f(xX)Suyy dx —f Uy Of (X)dx
0 0 0 (58)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacion, ordenamos los términos comunes:

H H
! H n
5u==[xg4@5u@ﬂ0-f Ugu@)+f(xﬂ5uu)f Uy 8f (x)dx
0 0

(59)
Al igualar a cero los términos, resulta la siguiente ecuacion:
Ksuiy + f(x) =0 (60)
Y condicion de borde:
U = 0 (61)

Se obtiene una ecuacion diferencial de segundo orden. Normalizando la ecuacion diferencial por

la variable z = x/H:

HZ
Uy =——f(2)
(2) K,

(62)
Asumiendo una carga lateral general (Miranda, 1999):
_ Winax —a+ax — Winax - Z
f(x)_l_e—a(l_e H)—)f(z)—l_e_a(l_e a+a) (63)

Reemplazandolo en la ecuacion diferencial:
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Uy = —A(1 — e70%%%)
Donde:

_ I/VmaxH2
CK(1—e9)

La expresion para u,, se propone:

A 2 A —-ataz
U(Z)=C0+C1Z—EZ +¥€

Las constantes se obtienen de evaluar las condiciones de contorno relevantes:

co— 2 1 1 e ¢
{u<l)=0}% o=1|GG-2)*+ ]

U.EO) =0

El desplazamiento lateral se obtiene reescribiendo la expresion de u,:

Wi H? 1, e® 1 1 e™@ +e_a+az
u(z)_KS(l—e_a) 27 a?

El desplazamiento maximo se obtiene evaluando en 0 a u,):

WinaxH? (1 1) (1 1)
=T __lo-=)+(=-+= ‘“]
to K(1—e %) I\2 a2 a a?)€

La deriva de piso puede obtenerse derivando una vez u:

WmaxHZ < e—a e—a+az>
A —Z =

= +
K,(1—e™9) a a

La deriva global se obtiene como el cociente entre desplazamiento maximo y la altura total:

U(o) WiaxH (1 1) (1 1) _ ]
Ag= = ==+ (=+t=)e™®
9 H K(1—-e[\2 a2 a a?)®

Para el caso de una carga lateral uniformemente distribuida (a —» ):
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(68)

(69)
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o Matl o W
(2 2K (0) 2K
Wiax H?
) b= - naell >
A= WinaxH
\ 9 2K, J (72)

Segun el andlisis de las ecuaciones y de los gréficos:
e Larigidez es inversamente proporcional a la segunda potencia de su altura.

o El perfil de desplazamiento lateral muestra un comportamiento a en contra de la carga
lateral (concavidad hacia la izquierda).

e El perfil de deriva de entrepiso muestra con una méaxima eficiencia en la zona superior de

la viga con una tendencia a cero en el techo del edificio.

e EI perfil de desplazamiento lateral normalizado y el perfil de deriva de entrepiso

normalizado son dependientes del pardmetro a.

U(Z) {KSH 2Wmax} U'(2) {KSH"2Wmax}

0.000 0.075 0.150 0.225 0.300 0.375 0.450 0.525 00 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0
0.0 0.0
0.1 0.1
0.2 0.2
0.3 0.3
0.4 0.4
N 0.5 N 0.5
0.6 0.6
0.7 0.7
0.8 0.8
0.9 0.9
1.0 1.0

e 3=(0,0]  s— =2 a=5 Q=12 = 3=2000 == 3=0.0] ==—3=2 a=5 Q=12 = 3=2000

(@) (b)

Figura 27. Efecto del pardmetro a. a) Desplazamiento lateral y b) Deriva de entrepiso.
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Uz)/u(0) u'(2)/u'(1)

00 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
0.0 0.0
0.1 0.1
0.2 0.2
0.3 0.3
0.4 0.4
NO.5 NO0.5
0.6 0.6
0.7 0.7
0.8 0.8
0.9 0.9
1.0 1.0

s 3=(0.0] s 3=2 a=5 Q=12 = 3=2000 == 3=0.0] =—a=2 a=5 =12 = 3=2000

(a) (b)
Figura 28. Efecto del pardmetro a. a) Desplazamiento lateral normalizado y b) Deriva de entrepiso
normalizado.
4122 Caso?2

e Calculo de la matriz de transferencia

Segun la ecuacion diferencial de segundo orden y suponiendo que las cargas externas actdan en

los pisos y no a lo largo de la altura del piso, es posible escribirlo de la siguiente manera:

Uz =0 (73)

La expresion para wu,y ¥ u, se propone:

{U(z) = CO + 61Z}
U = G (74)
Escribiendo la ecuacion en forma matricial:
ui(zi)} {Co}
' = K;(z;
{ui(zi) (@e, (75)

Donde:
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i = g il (76)

Evaluando en la base del piso i-ésimo; es decir para z; = h;:

i) =0 &)~ () = o (i) )

Reemplazando el vector de coeficientes:

{uf(zi)} — Ki@DK (hy) {uf (hi)} —Ti(z) {uf (hi)}

u;(2;) u;(hy) u;(hy) (78)
Donde:
Ti(z) = Ki(Zi)Ki_l(hi) (79)
Si evaluamos las fuerzas y desplazamientos en la parte superior del i-ésimo piso, se tiene:
u;(0) _ u;(hy)
oo} = O igu (80)

Esta ecuacion muestra la relacion de fuerzas y desplazamientos entre la parte superior e inferior

del piso i-ésimo.
e Analisis estatico bajo cargas estaticas puntuales aplicadas a nivel de piso

La relacidn entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales.

{Z:%} - BTk(O) {Zﬁg} Z [ ELTR(O) . — F, o1)
Expresandolo en forma simplificada:
Cio) =)+ (82)

Donde:
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(83)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior
y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia
es de 2x2 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

A0 _ [t & 0 f
g )= [tli tl,i] {ua(ho} * {fl} (85)
Despejando la pendiente en la base del modelo:

0=tyui(h) + fo > ui(h) = —t227'f2 (86)

El desplazamiento lateral en la parte superior del modelo se obtiene sustituyendo el desplazamiento

en la parte superior de la viga:

U, (0) = —ti2t, o + fi (87)
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4.1.3 Viga Timoshenko de dos campos (TB)

Numerosas investigaciones en la literatura han utilizado modelos simplificados de vigas de flexion
0 de corte para modelar a los edificios; sin embargo otros estudios han demostrado que el no
considerar la rigidez al corte o a la flexion simultaneamente en el modelo es inapropiado, pues el

margen de error supera los criterios de aceptacion en ingenieria.

Al considerar una rigidez al corte infinita en la viga de flexion (EBB) y como consecuencia una
deformacion al corte cero, se supuso que las secciones transversales planas perpendiculares al eje
de la viga permanecen planas y perpendiculares al eje después de la deformacién; sin embargo,
frente al caso de elementos estructurales como muros de corte y/o nicleos no esbeltos, este efecto
no puede ser descuidado y debe tomarse en cuenta. Para superar este problema se desarrolla la
Viga Timoshenko (TB), el cual resulta de una extension de la viga de flexion (EBB) para permitir
el efecto de la deformacion por cortante.

T8 B 8=~u g8

1 — - ?_,«

H3

Ks| / : Ksl. g Ks

H1

Figura 29. Viga Timoshenko (TB) de dos campos. a) Caso 1, b) Caso 2 y ¢) RB equivalente y d) Idealizacion
de larigidez TB.

La rigidez de la viga TB resulta de un acoplamiento en serie de la rigidez a la flexion y al corte; es
decir, la deformacion total de la viga TB resulta de la combinacién de la deformacion a flexion y
a corte. El modelo de viga TB toma en cuenta un movimiento transversal Gnico u y un campo de

rotacion 6 con rigideces K, y K, como rigidez a la flexién y al corte, respectivamente.

4.1.3.1 Casol

La energia potencial del modelo de viga TB se expresa como:

67



1 H ;2 ' 2
Donde:
w w
K, = Z Ely; Ks = kz GAy
i=1 i=1 (89)
El trabajo realizado por la fuerza externa es:
H
W = f foo o dx
, J@t (90)

En consecuencia, la energia potencial total de la viga TB de dos campos sometido a una

distribucién de carga lateral general se expresa como:

’Ll:lfH{KH' 4 K[up,, — 6 ]Z}dx—fo Uy dx
2], WP+ Kslue = e | feot (81)

Las soluciones de forma cerrada del modelo sobre el que actla una carga transversal se logran
resolviendo el sistema diferencial que surge de la estacionariedad de la ecuacion. La

estacionariedad debido al equilibrio implica:

H H
5U = fo {Kp0()86(xy + Ks[u(xy = )] [uy — 66| Jdx — fo () 8uy dx

H
— | u 8F GO
J;)u() fodx (92)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacion, ordenamos los términos comunes:
H H H
oU = [Kbe(’x)59(x)]0 + {Ks[ufy) - e(x)]Su}O _fo {Kp03) + Ks[ue) — 0 [}660)
H H
— f {Ks[u&) — 9('x)] + f(x)}(?u(x) —f Uy Of (x)dx
0 0 (93)

Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:
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{Kbel(’x) + Ks[ugy — 0] = 0}
K[uge — 0] + £(0) =0

(94)
Y condiciones de borde:
s
Yo) ~ b =0 (95)
Utilizando el método de operadores diferenciales para la solucion del sistema de ecuaciones:
{u(x)} _ _[KD K,D*- KS]‘1 {fo }
0x) K,D?>  —KD @) (96)
Es decir;
nr (i - i ; \
{u(x)} _ {Kb fe K, Teo }
O 1.
\ /o ) (97)

Se obtiene una ecuacion diferencial de cuarto orden. Normalizando la ecuacion diferencial por la

variable z = x/H:

H* H2
o "
Uz = K—bfm - fsﬂz)

(98)

Asumiendo una carga lateral general (Miranda, 1999):

Wmax —a+a£ Wmax _
f(x)zl—e‘a(l_e H)_)f(z)zl—e‘a(l_e ) (99)
Reemplazandolo en la ecuacion diferencial:
a? — a?
82 (E5 )

a (100)

Donde:
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(101)
La expresion para Uz S€ propone:
A Aa® —a?) —a+az
u(z)=C0+Clz+sz +C3Z +ﬁZ +W€ (102)
Las constantes se obtienen de evaluar las condiciones de contorno relevantes:
1 1 1 1,1 1
up =0 Co =12 [( E‘_3> a< §+z)+§(§‘§)]
, /1<1 1+e“) 1 e /1 1 1
Uupyp=——=\1—--+— —
@7 a2\ a G= [(‘5?)‘7(5*5?]
" A a "= 1 1 e >
b =gz e A
1 2a? a?
ufy = 2z (@™ "
3 6a (103)

El desplazamiento lateral se obtiene reescribiendo la expresion de u,:
WhnaH*Y (1 " e @ 3 e™® 1), [( 1 1) _a(l 1 1 )]
Y@ = K,(1—e"%) 247 + 6a + 2a2 2a2)7 + 6 + 3) ¢ @2 + 2a + aa?)l?

N (1+1 1)+ _a(l +1)+1 1 1+e‘“ +(a2—a2) atas
8 a* a3 € 2a%?  3a a’\2 a? a a*a? €

Después de algunas manipulaciones simples, el desplazamiento u,, puede expresarse como la

suma del desplazamiento por flexion y cortante:

U(z) = Uflexion + Ucorte

Donde:
(( VVmaxH4 {1 e e [( 1 1) \\
Uslogion = —————<1— 2" +—2° +—Z+ ——+—= —e_a< )]
{ flexion = (1 — e=a) (24 6a 2a2 6 a3 2 T2 }
| Grao)+e Gt m)-me )
+l[=+—=—-=|+e—+—]||——€ 3
k 8 a* a3 2a2  3a at }
w, H* 1] 1 e 1 1 e e @t
ucorte=#_2[__Z2_—Z+(E——Z+—>+ 2]
“ pil—e)a a a  a a ) (104)

El desplazamiento maximo se obtiene evaluando en 0 a u:
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_ WinaH* {(1_'_1 1)+ _a[l +1 1+1<1+1)]+1(1 1)}
u(o)_Kb(l—e‘a) 8 a* a3 ¢ 2a2 3a a* a?\a? a a?\2 a? (105)

La deriva de piso puede obtenerse derivando una vez u:

w, H* (1 e @ et 1 1 1 1 1 1
A= —max ZB+—zz+(—-—)z+[(——+—)—e—a(—+—+—)]
S K,(1-e) |6 a? 6 a3 a? 2a aa?®

2 2
+ (a —a )e—a+az}

a’a’ (106)

La deriva global se obtiene como el cociente entre desplazamiento méaximo y la altura total:

A W o H {(1 1 ) 1 (1 1)] 1 (1 1)}
=—=-+— + —+———+— —+-)[+=lz-=
9 K,(1-e)(\8 ¢ a’\a? a a’\2 a? (107)

Para el caso de una carga lateral uniformemente distribuida (a - ):

( WmaxH4( 1, 1 1) WinaxH?
= | — - — e 1_ 2
U =g —\33% "5%te) Tk, 1)
WmaxH4 WmaxHZ
Uo) = +
) 8K, 2K, >
WmaxH4 WmaxHZ
1-273) 422
[ 6K, a1-z)+ K. z
WmaxH WmaxH
\ A= 8K, 2K, (108)

Segun el analisis de las ecuaciones y de los gréficos:

e Al ser dependiente del pardmetro a, permite tener en cuenta la deformacién por corte y
modelar con mayor precision a un muro de corte. Es conocido que para muros de corte
esbeltos el desplazamiento lateral es practicamente independiente del parametro a debido
a que se deforma solo por flexion; sin embargo, para un muro de corte no esbelto u

ordinario la deformacion por cortante puede llegar a ser significativa e importante.

e El desplazamiento, la deriva de entrepiso y la deriva global resultan de la suma del aporte

por flexion y corte.

71



El parametro a condiciona el perfil del desplazamiento lateral y el perfil de deriva de
entrepiso; es decir, el pardmetro a determina el tipo de comportamiento predominante en
la viga. Para un valor de @« = 0.3 (H/L = 0.15), muestra un comportamiento a corte puro;
un valor de « = 3 (H/L = 1.45), muestra un comportamiento intermedio entre corte y

flexion; y un valor de @ = 30 (H/L =~ 14.5), muestra un comportamiento a flexién pura.

A medida que aumenta el valor del pardmetro « la influencia del pardmetro a en el perfil
del desplazamiento lateral normalizado se hace cada vez menor, y para un valor de a =
30 (H/L =~ 14.5), el perfil del desplazamiento lateral normalizado es practicamente

independiente del parametro a, como sucede en la viga de flexion.

El perfil de desplazamiento lateral normalizado y el perfil de deriva de entrepiso
normalizado son practicamente identicos para todos los casos e independientes del

parametro a.

El aporte del corte se puede ignorar con seguridad cuando « tiene un valor mayor a
aproximadamente 8.70, correspondiente a un aporte del 5%. Para un valor de @ = 6, se

obtiene un 10% de aporte y para un valor de a = 4 se tiene un 20% de aporte.

Es irresponsable descuidar el aporte del corte cuando «a tiene un valor menor a 8.70 debido
a que modifica drasticamente el comportamiento de la viga y esta del lado de la

inseguridad.

El aporte del corte es practicamente independiente del parametro a.
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a=0.3 a=3

U(Z).{KbH 4Wmax} U(Z).{KbH 4 Wmax}
0.00 0.75 1.50 2.25 3.00 3.75 4.50 5.25 6.00 0.00 0.03 006 0.09 0.12 015 0.18 0.21
0.0 0.0
0.1 0.1
0.2 0.2
0.3 0.3
0.4 0.4
N 0.5 NO.5
0.6 0.6
0.7 0.7
0.8 0.8
0.9 0.9
1.0 1.0
m— 3=0.01 a=2 a=5 a=12 a=2000 == 3=0.01 a=2 a=5 a=12 a=2000
=30
U(Z2) {KbH4Wmax}
0.00 0.02 0.04 006 008 010 012 0.14
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
N 0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
m— 3=0.01 a=2 a=5 a=12 a=2000

Figura 30. Desplazamiento lateral de la viga y efecto del pardmetro a.
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0.0
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

N 0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

m— 3=0.01

a=0.3

U"(2) {KbH 4Wmax}

15 30 45 60 75

9.0 10.5 12.0

a=2

a=5

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

N 0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

e 3=0.01 a=2 a=5

Figura 31.

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

a=3

U"(2) {KbH 4Wmax}
0.00 0.03 0.06 0.09 0.12 0.15 0.18 0.21

J

a=12 a=2000 == 3=0.01 a=2

a=30

a=5

U"(Z) {KbH 4Wmax}
0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.175 0.200

Deriva de entrepiso de la viga y efecto del pardmetro a.
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a=0.3 a=3

U(2)/U(0) U(2)/U(0)
0.0 0.1 02 03 04 05 0.6 0.7 0.8 09 1.0 0.0 0.1 0.2 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0
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0.1 0.1
0.2 0.2
0.3 0.3
0.4 0.4
N 0.5 N 0.5
0.6 0.6
0.7 0.7
0.8 0.8
0.9 0.9
1.0 1.0
s 3=0.0]  m—g=2 s g=5 =12 = 3=2000 | === 3=0.0] === g=2 === g=5 a=12 mm— 3=2000
=30
U(2)/u(0)
00 01 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 09 1.0
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0.2
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0.4

N 0.5

0.6

0.7

0.8

0.9
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s 3=(0,0] m— Q=2 s =5 =12 == 3=2000

Figura 32. Efecto del parametro a en el perfil del desplazamiento lateral normalizado.
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a=0.3 a=3

U'(2)/U'MAX U'(Z2)/lU'MAX
00 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 10 00 01 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 09 1.0
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0.1 0.1
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0.3 0.3
0.4 0.4
N 0.5 N 0.5
0.6 0.6
0.7 0.7
0.8 0.8
0.9 0.9
1.0 1.0
= 3=0.01 a=2 a=5 a=12 a=2000 | === 3=0.01 a=2 a=5 a=12 a=2000
=30
U'(Z2)/U'MAX
00 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 10
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
N 0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
m— 3=0.01 a=2 a=5 a=12 a=2000

Figura 33. Efecto del pardmetro a en el perfil de la deriva de entrepiso.
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Figura 34. Influencia del desplazamiento por corte.
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U'(Z2).{KbH/Wmax}
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0.0
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N 0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1.0

Flexion === Corte == Total

Figura 35. Desplazamiento por flexion, por cortante y total para a = 3.
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4.1.3.2 Caso?2
e Calculo de la matriz de transferencia

Segun las ecuaciones diferenciales acopladas y suponiendo que las cargas externas acttan en los
pisos y no a lo largo de la altura del piso, es posible escribirlo de la siguiente manera:

{Kbel(’x) + Kiu = 60 = 0}
Kelugy = 6] =0

(109)
La expresion para u ;) Y 6, se propone:
{u(z) =Cy+ C1z+ Cpz% + C3z3}
— 2
9(2) = C4 + C5Z + C6Z (110)
Expresando los coeficientes de la funcion 6,y en funcion de los coeficientes de u,y:
O, =C, + (22)C, + (322 +6ﬁ)C
(2) 1 2 K, 3 (111)

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante asociados al desplazamiento

lateral resultan:

M,y = K0, = (2K,)C, + (6K,2)Cs

, 6
Viy = Kslugy = 00] = (—WKJ Cs

(112)
Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:

u;(z;) Co

0;(z;) _ Gy

Mi(z)( Ki(z) G,

Vi(Zi) CB ( 113 )

Donde:
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1z z° z}
, 6
0 1 2z 3zj+—/
Ki(z;) = a
0 0 2Kb 6szi
6
0 0 0 _WKS I

e Analisis estatico bajo cargas estaticas puntuales aplicadas a nivel de piso

(114)

La relacion entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales.

(gn(g)\ n (1011(211)\ n n
4 MT;((O)) } - 1_[ T;c(0) { Mll((hll)) } B z [ H T (0)

kVn(O)J k=1 tVl(hl)J s=0 Lk=s+1

Es_Fn

Expresandolo en forma simplificada:

(w0 (ua(ha)y
0n(0) | ] 02(hy)

4Mn(0) } = t{ M, (h) } +f

o) o)

Donde:

(115)

(116)

(117)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior

y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 4x4 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:
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[0 ) [u)
JI €h) }_}{ 1(hy) = }
\ )

00y = 0 My (0) =0
Ufg) — () =0 V2 (0) =0 (118)
Reemplazando:
u, (0) tin ti2 tiz tia 0 fi
0,(0) | _ [t21 T2z l23 l2a 0 + f2
0 tsx tsz t3z tza|)Mi(hy) fs
0 ts1 taz taz taal \Vi(hy) fa (119)
Despejando momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:
{O} _ [t3,3 t3,4] {M1 Uh)} + { 3} 5 {M1 Uh)} _ [t3,3 t3,4]_1 {f3}
00 ltaz talVi(hy)) o Vi(hy) taz laal fa (120)
Sustituyendo las fuerzas internas se obtienen el desplazamiento y la rotacion en la parte superior:
{un(o)} __ [t1,3 t1,4] [t3,3 t3,4]_1 {f3} n {fl}
6,(0) trz taalltas taal fy 2 (121)
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4.1.4 Acoplamiento en paralelo de viga de flexién y viga de corte de un campo
(CTB)- comportamiento traslacional

Se desarrolla la viga CTB, el cual considera que la estructura consiste en un acoplamiento en
paralelo de una viga de flexion y una viga de corte con una deformacion por flexién y corte
respectivamente. Se supone que las vigas estan acopladas en paralelo por medio de miembros

axialmente rigidos que solo transmiten las fuerzas horizontales y no se deforman.

La viga CTB resulta mas eficiente que la viga EBB y SB, debido a la interaccion entre los perfiles
de desplazamiento. La viga EBB muestra un perfil de desplazamiento que esté a favor de la carga
lateral, con una pendiente méxima en la parte inferior; mientras que la viga SB muestra un perfil
de desplazamiento que esta en contra de la carga lateral, con una pendiente maxima en la parte
superior. Al unir ambas vigas por medio de miembros axialmente rigidos que solo transmiten las
fuerzas horizontales se condiciona a que la viga EBB y SB desarrollen un desplazamiento lateral
idéntico; lo que resulta en un perfil de desplazamiento de flexion en la parte inferior restringiendo
los desplazamientos en los pisos inferiores y un perfil de desplazamiento de corte en la parte
superior restringiendo los desplazamientos en los pisos superiores. Este efecto de interaccion
horizontal contribuye a aumentar la rigidez lateral de la estructura, haciendo que la rigidez total de

la estructura sea mayor a la suma de las rigideces laterales de la viga EBB y SB individualmente.

EBB SB EBB SB

Figura 36. Acoplamiento de vigas de flexion y corte (CTB) de un campo. a) Caso 1, b) Caso 2, ¢) RB
equivalente e d) Idealizacion de la rigidez CTB.

El modelo de viga CTB toma en cuenta un movimiento transversal Unico u con rigideces K, y K,

como rigidez a la flexién local y al corte, respectivamente; es decir, ignora la rigidez a la flexion
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global y como consecuencia no toma en cuenta las deformaciones axiales como campo cinemético
adicional. Este modelo es adecuado para modelar estructuras duales de porticos y muros de corte;
y porticos donde el efecto de la flexion global no es predominante y por lo tanto puede descuidarse.

4141 Casol

La energia potencial del modelo CTB de un campo se expresa como:

1 " " 2 7 2
0

(122)
Donde:
< < 12E1 121 K,
_ 11 : b
{Kb - rZEIW'C Ky = (K" +K) K, = Z hzwc Ko =Z T +CK }
i=1 i=1 i=1 ¢ Thb)(123)
El trabajo realizado por la fuerza externa es:
H
W= f foaUon dx
o [T (124)

En consecuencia, la energia potencial total de la viga CTB de un campo clasico sometido a una

distribucién de carga lateral general se expresa como:

1 H ) ) H
Uz—f Kyugy™ + Ksug dx—f F)ug dx
2) |[Kouly” + Koty i &) (125)

Las soluciones de forma cerrada del modelo sobre el que actlia una carga transversal se logran
resolviendo el sistema diferencial que surge de la estacionariedad de la ecuacion. La

estacionariedad debido al equilibrio implica:

H H H
oU = f {Kbu&)éu&) + Ksuzx)SuEx)}dx - f f(xX) Sy dx — -[ Uy Of (x)dx
0 0 0 (126)

Después de integrar por partes y reemplazarlos en la ecuacion, ordenamos los términos comunes:
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8U = [Kyu(lo gy || = {[Koulh — Keufnuc )

H H
+ f [Kbu&')' — Kugy — f(0)]6ucydx — f Uy Of (x)dx
0 0

(127)
Al igualar a cero los términos, resulta la siguiente ecuacion:
Kyu(yy = Ksugy = f(x) = 0 (128)
Y condiciones de borde:
i
Kyugy — Kty = 0 (129)

Se obtiene una ecuacion diferencial de cuarto orden. Normalizando la ecuacion diferencial por la

variable z = x/H:

" HZ KS " _H4
U K, U = K, f(Z)

(130)
Asumiendo una carga lateral general (Miranda, 1999):
Wmax —a+a£ Wmax _
f(x)zl—e_a(l_e H)_)f(z)zl—e_a(l_e 9 (131)
Reemplazandolo en la ecuacion diferencial:
Uz ~ @Uy = A1 —emH) (132)
Donde:
KS WmaxH4
a=H |— , A=
— p—a
Kb Kb (1 e ) ( 133 )
La expresion para u,, se propone:
Ui = Cy + C1z + C, cosh(az) + C5 sinh(az) — A z% — A e-ataz
(2) 0 1 2 3 202 a2(a? — a?) (134)
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Las constantes se obtienen de evaluar las condiciones de contorno relevantes:

[t )
[
| Y@=0
() — a?ugy = 0) (135)
Las constantes:
1 1 _ \
Co=2 [Zaz + (e = az)] — (€1 + C, cosha + C5 sinha)
= Ae™4
17 aa?
\ A1 e ¢ (
G = az\a? + a’? — a?
C; = ! {/1[1+ ! ](C+C 'h)}
\ % " acoshal”la? " a(a? —a?) LT R @ SR (136)
El desplazamiento maximo se obtiene evaluando en 0 a u,):
Cy + C A @
Uy = —— 55~ ¢€
@ =0T 2(a? - a?) (137)
La deriva de piso puede obtenerse derivando una vez u:
A,= C; + Cya sinh(az) + C;a cosh(az) — iZ — #e_‘””‘Z
oot ° a?”  a(a®—a?) (138)
La deriva global se obtiene como el cociente entre desplazamiento maximo y la altura total:
A,=Cy+C A —a
= ————=e¢
G (139)

Para el caso de una carga lateral uniformemente distribuida (a —» ):
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= WoaxH? (1 — 22 N WinaH* (a[sinh(az) — sinha] — 1 + cosh[a(z — 1)]
@ K 2 K, a* cosh a
e — Winax H? B WiaxH* <a sinha + 1 — cosh a)
© 2K, K, a* cosh a
Ao WpaxH? . WinaxH* (@ cosh(az) + sinh[a(z — 1)]
p K K, a3 cosha
A= Winaxt Wi H? <a sinha + 1 — cosh a)
9 2K, K, a*cosha (140)

Consideraremos algunos casos especiales de analisis:

e Cuando K, — 0. Esta situacion se presenta en porticos y/o muros de corte acoplados de
pocos pisos donde la rigidez a flexion local es pequefio y se puede descuidar. Aplicando

limites:

wH?

K (141)

mnrr

. 2 " I T 4 noo_
Kl;r—r}o[l(bu(z) —H Ksu(z)] B KI;I—I»]O[WH I=ui ==
Esta ecuacion muestra que en la estructura el corte es dominante y es idéntica a la ecuacion

diferencial de una viga de corte (SB).

e Cuando K, — 0. Esta situacion se presenta en pérticos y/o muros de corte acoplados de

pocos pisos donde la rigidez a corte es pequefio y se puede descuidar. Aplicando limites:

wH*

. o qy2 mlo_ 1 4 mro_
kl’ir—r}o[Kbu(z) H Ksugy] = kl’lr—r}o[WH I=ue = Ky (142)

Esta ecuacion muestra que en la estructura el corte es dominante y es idéntica a la ecuacion
diferencial de una viga de flexion (EBB).
Segun el analisis de las ecuaciones y de los gréficos:

e El desplazamiento, la deriva de entrepiso y la deriva global resultan de la suma del aporte

por corte y de la interaccion entre la flexion y el corte.

e El aporte de la flexion no se utiliza de manera directa como si lo hace el efecto del corte,
debido a que se ha ignorado las deformaciones axiales y el efecto de la flexion se tiene en

cuenta indirectamente en el efecto de interaccion entre la flexion y el corte.
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Debido a que ambas vigas acopladas en paralelo deben desplazarme lo mismo, la flexién
restringe al corte en los pisos inferiores y el corte restringe a la flexion en los pisos
superiores. Consecuencia de esta interaccion entre ambas vigas aumenta la rigidez lateral,
concluyendo que la rigidez del sistema es mayor a la suma de las rigideces a flexion y corte
por separado. Ademas, el grado de interaccion entre la flexion y el corte esta fuertemente

influenciado por el pardmetro a.

El parametro a condiciona el perfil del desplazamiento lateral y el perfil de deriva de
entrepiso; es decir, el pardmetro a determina el tipo de comportamiento predominante en
la viga. Para un valor de « = 0.3, muestra un comportamiento a flexién pura; un valor de
a = 3, muestra un comportamiento intermedio entre corte y flexién; y un valor de a =

30, muestra un comportamiento a que tiende a corte puro.

A medida que disminuye el valor del pardmetro « la influencia del pardmetro a en el perfil
del desplazamiento lateral normalizado se hace cada vez menor, y para un valor de a =
0.3, el perfil del desplazamiento lateral normalizado es practicamente independiente del

parametro a, como sucede en la viga de flexion.

El perfil de desplazamiento lateral normalizado y el perfil de deriva de entrepiso
normalizado son dependientes del parametro a. Esta dependencia disminuye al aumentar

el valor del parametro a.

Es posible determinar el valor de a en funcion de A;/Agmqy, Que para un analisis
preliminar puede asumirse en funcion de las disposiciones del cédigo vigente. Calculado

el valor de a, puede evaluarse la influencia de la interaccion entre el corte y la flexion.

El punto de inflexién que coincide con el punto de deriva de entrepiso maximo tiene una

ligera influencia del pardmetro a y se estabiliza conforme aumenta el valor de a.
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a=0.3 a=3

U(Z).{KbH 4Wmax)} U(Z) {KbH 4Wmax)}
0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
0.0 0.0
0.1 0.1
0.2 0.2
0.3 0.3
0.4 0.4
N 0.5 N 0.5
0.6 0.6
0.7 0.7
0.8 0.8
0.9 0.9
1.0 1.0
m— 3=0.01 a=2 a=5 a=12 a=2000 =—2a=0.01 a=2 a=5 a=12 a=2000
=30
U(Z2){KbHWmax)}
0.0000 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

N 0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

m— 3=0.01 a=2 a=5 a=12 s 3=2000

Figura 37. Desplazamiento lateral de la viga y efecto del pardmetro a.

87



a=0.3 a=3

U"(2) {KbH 4Wmax )} U'(2).{KbH"4Wmax )}
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.000 0.006 0.012 0.018 0.024 0.030 0.036 0.042
0.0 0.0
0.1 0.1
0.2 0.2
0.3 03
0.4 0.4
N 0.5 N 0.5
0.6 0.6
0.7 0.7
0.8 0.8
0.9 0.9
1.0 1.0
m— 3=0.01 a=2 a=5 a=12 a=2000 @ === 3=0.01 a=2 a=5 a=12 a=2000
a=30

U'(2) {KbH 4Wmax )}
0.0000 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.0010
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4

NO.5
0.6
0.7
0.8

0.9

1.0
e 3=0.01 a=2 a=5 a=12 a=2000

Figura 38. Deriva de entrepiso de la viga y efecto del parametro a.
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a=0.3 a=3

U(Z)/U(o0) U(Z)/U(o)
0.0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0 00 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 10

0.0 0.0
0.1 0.1
0.2 0.2
0.3 0.3
0.4 0.4
N 0.5 N 0.5
0.6 0.6
0.7 0.7
0.8 0.8
0.9 0.9
1.0 1.0

s 3=(0.0] m— =2 s g=5 3=12 e 3=2000 === g=0.0] =e—g=) =e——g=5 =12 3=2000
=30

U(2)/U(0)

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

N 0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

s 3=(),0]  s— =) — =5 a=12 m— 3=2000

Figura 39. Efecto del parametro a en el perfil del desplazamiento lateral normalizado.
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a=0.3 a=3

U'(2)/U'(1) U'(2) {KbH"4Wmax )}

00 01 02 03 04 05 0.6 0.7 08 09 1.0 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
0.0 0.0
0.1 0.1
0.2 0.2
0.3 0.3
0.4 0.4
N 0.5 N 0.5
0.6 0.6
0.7 0.7
0.8 0.8
0.9 0.9
1.0 1.0

e 320,01 e 3=2 e 3=5 a=12 == 3=2000 = 3=0.0] =—Qa=2 =——]a=5 a=12 === 2=2000

a=30

U'(Z) {KbH 4 Wmax )}
0.0 25 50 7.5 10.0 12,5 15.0 17.5 20.0 22.5 25.0 27.5
0.0

0.1
0.2
0.3
0.4
N 0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

e 9=(0,01 Q=) s =5 a=12 s 3=2000

Figura 40. Efecto del pardmetro a en el perfil de la deriva de entrepiso.
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U(2)/U(0)
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s 0=0.3 — =25 (=5 a=10
— =15 =7 () — y=)5 — =30

Figura 41. Efecto del parametro « en el perfil del desplazamiento lateral normalizado para una carga
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Figura 42. Variacion de a vs. relacion de deriva A, /A, para diversos casos de a.



e Anélisis paramétrico

El punto de inflexion en la curva de deflexion del portico sujeto a cargas laterales, es un parametro
clave para definir si el comportamiento al corte o a la flexion es el dominante. La porcion de la
columna equivalente debajo del punto de inflexion representa el comportamiento a la flexién y la
porcion superior representa el comportamiento al corte. EI comportamiento dominante esta

definido por los parametros adimensionales a y k.

El punto de inflexion coincide con el nivel de deriva maxima dy/dz y se calcula igualando a cero
la curvatura de la deflexion del pértico. La ubicacion del punto de inflexion se encuentra mediante

un andlisis iterativo, teniendo en cuenta la ecuacion:
C,a? cosh(az) + Cza? sinh(az) + 2C, + Csa?e™%t% = (143)
Para el caso particular de una carga lateral uniformemente distribuida:

1 a?cosh(az) — a sinh(a — az) 3

a? a® cosh(a) (144)

Respecto a la curva de la figura 43, la viga puede ser dividido en cuatro categorias de acuerdo con

el valor de a:

e Valores de a < 1.5: Su ubicacion se encuentra en forma aproximada en el tercio superior

de la altura de la viga y por lo tanto se comporta predominantemente a la flexion.

e Valoresde 1.5 < a < 10: Se encuentra influenciado por la rigidez al corte. Su ubicacion
se encuentra generalmente entre 0.25 y 0.65 de la altura. Por lo tanto es posible que las
vigas en este rango representen un comportamiento aparentemente equilibrado, donde la

interaccidn entre el comportamiento a flexion y corte tiene un alto grado de influencia.

e Valoresde 10 < a < 30: La ubicacion del punto de inflexion practicamente se estabiliza
y ya no es influenciado por el aumento de la rigidez al corte (aumento de «). La viga se

comporta predominantemente a corte.
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s 3=(0,01  — =2 a=5 a=12 s 3=2000

Figura 43. Ubicacion del punto de inflexion.

4142 Caso?2
e Calculo de la matriz de transferencia

Segun la ecuacion diferencial y dado que se supone que las cargas externas acttan en los pisos y

no a lo largo de la altura del piso, es posible escribirlo de la siguiente manera:

Kpu(yy — Ksu(zy = 0 (145)

La expresion para u ) Y u'(,) Se propone:

{u(z) = Cy + Cyz+ C, cosh(a*z) + C; sinh(a*z)}

ul(z) = C; + Cya* sin(a*z) + C3a* cosh(a*z) (146)
Donde:
. K
at= |—
Ky (147)

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante asociados al desplazamiento

lateral resultan:
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{M(z) = Kyu(, = a’? cosh(a*z) K,C, + a*? sinh(a"z) KbC3}

Vi = Kotigyy = Ksugy = (=aK)Cy (148)
Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:
(ui(zi) Co
u;(z) } NG X &1
{Mi(zi) - Kl(zl) CZ
WV, (z)) Cs (149)
Donde:
[1 Z; cosh(a*z) sinh(a*z) 1
K.(z) = [0 1 a*sin(a*z) a*cosh(a*z) |
i) =g 0 a*?cosh(a*z) K, a*?sinh(a*z)K, |
lo —a2k, 0 0 ) (150)

e Analisis estatico bajo cargas estaticas puntuales aplicadas a nivel de piso

La relacion entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales.

(un(O)\ {u1(h1)\

w0 | T ) | N[ T
o =[0G -2 L]_lmm R-F,
VAOY Vi(hy) o (151)
Expresandolo en forma simplificada:
(un(O)\ (U1 (h1)\
un (0) | _ . Jui(hy)
4Mn(0) } = t{ Mll(hll) } +f
VAOYIRVACHY, (152)

Donde:
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(153)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior
y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia
es de 4x4 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

(M) ) k=0
4 Uy = ¥ {ul (hy) =0 }
n 4
\Kyu(g) — Ksu(gy = 0) (0) =0 (154)
Reemplazando:
u, (0) tip tiz ti3 tig 0 f
0,0 ( _ |21 L2z l23 l24 0 N /2
0 t31 tsz tsz tza|)Mi(hy) fz
0 ta1 taz taz tasl \Vi(hy) fa (155)
Despejando momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:
{0} _ [t3,3 t3,4] {Ml (hl)} + {f3} N {Ml (hl)} _ [t3,3 t3,4]_1 {fs}
00 ltaz taalVi(hy)) * fa V1(hy) taz taal Ufa (156)
Sustituyendo las fuerzas internas se obtienen el desplazamiento y la pendiente en la parte superior:
{un(o)} __ [t1,3 t1,4] [t3,3 153,4]_1 {f3} n {fl}
uy, (0) t23 t24]ltaz las fa 2 (157)
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4.1.5 Acoplamiento en paralelo de viga de flexién y viga de corte de un campo
(CTB) - Comportamiento torsional

El comportamiento torsional es adecuado para modelar a los ndcleos, debido a que una vez
alcanzado un cierto nimero de pisos los nicleos se hacen necesarios debido a que crean unidades
tridimensionales tales como los ascensores. En las dos direcciones principales actiian como muros
de corte y tienen una resistencia a la torsion significativa que puede constituir una importante

resistencia con respecto a la torsion general del edificio.

Los nucleos pueden considerarse como elementos de secciones abiertas de paredes delgadas con
un comportamiento particular no comun. En presencia de momentos flectores y carga axial el
comportamiento es similar al de una viga sélida, pero en presencia de momentos torsionales el
desplazamiento axial relativo de la viga complica su comportamiento. La caracteristica principal
de las vigas de paredes delgadas es que pueden sufrir una extension longitudinal como resultado
de la torsion; en consecuencia, se crean tensiones longitudinales normales que son proporcionales
a las deformaciones, conduciendo a un equilibrio interno de las fuerzas longitudinales en cada
seccion transversal. Estas tensiones, que surgen como resultado de la deformacion relativa de la
seccidn y que no se examinan en la teoria de la torsion pura de Saint Venant, pueden alcanzar

valores muy grandes en vigas de paredes delgadas (Vlasov, 1961).

e Teoria de Saint Venant (Torsion uniforme)

En el caso de la torsion uniforme, el valor de la rotacion y el desplazamiento longitudinal de la
viga es constante en todo el elemento. Esto ocurre si el momento de torsion constante se aplica en
direcciones opuestas en los extremos de la viga libre para que no se distorsione. La rigidez torsional
que afecta la rotacion de la viga se define como GJ y puede calcularse para secciones abiertas y

cerradas:

a) Para los nlcleos de secciones abiertas, la distribucion de los esfuerzos es muy similar a las
secciones rectangulares delgadas. Por lo tanto, los esfuerzos cortantes son paralelos a las
paredes de la seccion y cambian linealmente a lo largo del espesor. Para calcular J se utiliza

la formula de Bredt-Batho:

= (158)
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b) Para los nucleos de secciones cerrada, hay aumentos significativos en la rigidez torsional
respecto a la seccion abierta y la distribucién de esfuerzos de corte son constantes. Para
calcular J se utiliza la siguiente férmula:

2
4A3

m hi
=1y, (159)

e
-

a) b
Figura 44. Nucleo estructural. (a) De seccion cerrada, y b) De seccién abierta (Zalka, 2020).
e Teoria de Vlasov (Torsién no uniforme)

En el caso de la torsion no uniforme, segun la teoria de Vlasov la rotacion de la viga es variable
en todo el elemento. Cuando las secciones son libres de deformarse, una viga responde en torsién
uniforme, por el contrario, si se restringe la deformacion, debido a la compleja distribucion de los
esfuerzos longitudinales, los esfuerzos cortantes en la seccion transversal pueden estar
relacionados con dos modos diferentes de comportamiento torsional. Uno debido a la torsion
uniforme, y el otro, debido a la torsién de deformacion. Por lo tanto, su rigidez a la torsion se
origina de dos fuentes: La rigidez torsional pura de Saint Venant (GJ) y la rigidez torsional de

deformacién (EI,).

Para la rigidez torsional pura de Saint Venant, la constante torsional (GJ) se define cerradamente,
pero para la rigidez de deformacion el calculo de la constante de deformacion (7,,) es mucho mas
complicado. No existe un procedimiento de validez general para el célculo de la constante de
deformacidén, pero existen soluciones de forma cerrada para varias secciones transversales

conocidas.
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Figura 45. Nucleo sometido a un momento torsional uniformemente distribuido.

El momento de torsion es igual a la suma de torsion uniforme y torsion no uniforme:

nrr

Elyoiy — Glo) = M (160)

Un caso de especial interés para el ingeniero estructural son los nicleos que estan parcialmente
cerradas por losas o por las vigas del piso, tales como los ascensores. El efecto de las vigas de
acoplamiento siempre se puede ignorar con seguridad, pero su contribucion es normalmente
significativa y en algunos casos es necesario tenerlo en cuenta por razones econdémicas. Las vigas
de acoplamiento evitan que la seccion del nucleo se deforme y aumentan su rigidez torsional. Las
investigaciones de Vlasov (1961) muestran que el fendmeno se tiene en cuenta modificando la

ecuacion diferencial de torsion.

Ely¢iy = GJ" 9 = M) (161)
Donde:
R 44 A= dl_tbd3
Ji —1+1.1—m, p =tpd, I = 1
12El, ~ Ap (162)

98



4 ﬁi:" — =+
= =

| 4+ . P

II‘,n' o ::-======_
5 I | -_\-\_\_\_""': + b .

- Jr— g

w1 i%# l ! i

& | s T,
5 E\_\H\";‘ fl - "E_ _‘i";
L+« e it
1 Ir-r Ih:‘:':::._r_}r L I i |
\\r !
r L g

Figura 46. Nucleo parcialmente cerrado por las losas y/o vigas (Zalka, 2020).

Sin embargo, investigaciones numéricas muestran que cuando la profundidad de la viga de
conexion (d) es relativamente grande, se tiende a sobreestimar el efecto de las vigas de conexidn
y puede dar como resultado un valor para la rigidez torsional que es mayor que la de un nucleo

completamente cerrado, lo cual claramente es imposible.

Teniendo en cuenta esta observacion, Zalka (2020) propone utilizar como una aproximacion

conservadora la siguiente ecuacion:

- 4h%p?
J=2%=1 T n
+ 4=
tw tw  lr (163)
Donde:
. d
tW:_tb

(164)

La observacion anterior se muestra en el grafico para valores de b = h =5m,s =3m,L =
1.80m,t,, = ty = 0.25m,t;, = 0.20m,E = 23000~y G = 9580~ Como se puede apreciar

la formula propuesta por Vlasov sobreestima la rigidez torsional para valores relativamente
grandes de d/s. En la practica de la ingenieria estructural sobreestimar la rigidez torsional puede
dar una falsa sensacion de seguridad en el ingeniero. No obstante, la férmula de Vlasov parece ser
mas precisa que la férmula propuesta por Zalka en una etapa inicial (d/s < 0.3), pero luego la

formula de Vlasov empieza a sobreestimar la rigidez torsional medianamente y peligrosamente.
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Figura 47. Comparacion del pardmetro torsional J.

Asumiendo una carga torsional general (Miranda, 1999):

M _ata® M -
My, = - _m:ica (1 e a+aH) - M = _m:ic (1 — e~a+az)

Reemplazandolo en la ecuacion diferencial:
P — B2o = A1 —e74t)

Donde:

El,’ " EL,(1—e9)

(165)

(166)

(167)

Si se cambia las rigideces torsionales EI, y GJ* por sus equivalentes laterales K, y K

respectivamente, resulta que las ecuaciones del CTB traslacional y torsional son idénticos; es decir,

las mismas conclusiones obtenidas para la viga CTB sometida a una carga lateral general son

aplicables para la viga CTB sometida a una carga torsional general.

, 1, 2
@(z) = Co + C1z + C; cosh(Bz) + C5 sinh(Bz) — 257 z4 — P e
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Donde:

7 =

i(5)
A/1 e @
a=glpte—p)

—(C,+ G, sinhﬁ)} )

Co=1 — (Cy + C, cosh B + C5sinh B)

1 1
| & = paap sl (169)

Para el caso de una carga torsional uniformemente distribuida (a — o), la expresion de ¢,

resulta;

Mo H? <1 - zz> N Mo H* {ﬁ[sinh(ﬁz) —sinhB] — 1 + sinh(B — [)’z)}

> = "¢ 2 El, % cosh B (170)

Esta expresion de la deflexion muestra claramente como interacttian los contribuyentes a flexion

y a corte produciendo una interaccion entre ellos.

( MmaxHZ 1—2z2
j PD(corte) = GJ* 2
i

1\
|
Mo H* {,8 [sinh(Bz) — sinh B] — 1 + sinh(B — ﬁz)} }
)

(p(mteraccwn) EI 34_ COShﬂ ( 171 )
Evaluando la deflexién maxima cuando z =0
_ Mmax H? MmaxH4 (1 B .8) Sinhﬂ -1
Y@= 26 B¥cosh B (172)

4152 Caso?2
e Calculo de la matriz de transferencia

Segun la ecuacion diferencial y suponiendo que las cargas externas acttian en los pisos y no a lo

largo de la altura del piso, es posible escribirlo de la siguiente manera:
Elyoly — GI" ol = (173)

La expresion para ¢, Y ¢, Se propone:
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{(p(z) =Cy+Ciz+C, cosh(,Bj;z) +Cs sinh([)’;‘,z)}

‘sz) = (1 + Gay sin(ﬁ;z) + G5B cosh(ﬁjz,z) (174)

Donde:

. _ |G
By = El,

(175)

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante asociados al desplazamiento

lateral resultan:

{M(Z) = El,,@(;, = By? cosh(Byz) E1,C, + B sinh(B;,2) EIWC3}

Vioy = Elw@(sy = GI" 0y = (=BG ELw)Cy (176)
Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:
(9i(Z)Y Co
»i(z) } N 161
{Mi ()| Ki(z) G,
WV, (z) ) Cs (177)
Donde:
[1 Z; cosh(ﬁ;‘,z) sinh(ﬂjj,z) |
ki) = Io 1 By sin(Bz) By cosh(Byz) I
0 0 B2 cosh(Byz) EL, B2 sinh(Byz) EL, |
lo —B:2EI, 0 0 ) (178)

e Analisis estatico bajo cargas estaticas puntuales aplicadas a nivel de piso

La relacién entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales.

#n(0) " ¢1(hy) W
pn(0) | _ p1(h) | _
o) ACH (179)

Expresandolo en forma simplificada:
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(en(0)Y  (@1(h)

on(0) | _, Jo1(hy)
4Mn(0) } = t4 M () } +f
o) Lo/ (180)

Donde:

{t= lek(O),f = —i( ﬁ Tk(O)>ES_Fn}

§=0 “k=s+1

(181)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior
y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafo de la matriz de transferencia

es de 4x4 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

([ foTh ) e =0
4 Py = ¥ { p1(hy) =0 }
n 4
| ®y =0 | M, (0) =0
\ELo(y) — GJ* 0y =0) L 1a(0) =0 (182)
Reemplazando:
0, (0) tin tiz ltiz tig 0 f
on(O) | _ |21 L2z 23 l24 0 + f2
0 t31 tzz tssz tsal|)Mi(hy) fz
0 ta1 taz taz  taal \Vi(hy) fa (183)
Despejando momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:
{O} _ [ts,s t3,4] {M1(h1)} + { 3} 5 {M1(h1)} _ [t3,3 t3,4]_1 {fs}
0 taz  taal (Vi (hy) fa Vi(hy) taz  taa fa (184)
Sustituyendo la fuerza interna se obtiene la rotacion y su pendiente en la parte superior de la viga:
()= il
@7 (0) t23 t24f[taz tas fa f2 (185)
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4.1.6 Viga sandwich de dos campos (SWB)

Se desarrolla la viga sdndwich SWB, el cual considera que la estructura consiste en un
acoplamiento en paralelo de una viga Timoshenko (TB) y una viga de flexién (EBB) con una
deformacion por flexion global y corte; y flexion local respectivamente. Se supone que las vigas
estan acopladas en paralelo por medio de miembros axialmente rigidos que solo transmiten las

fuerzas horizontales y no se deforman.

Este modelo es adecuado para modelar a porticos y muros de corte acoplados. EI modelo de viga
SWB toma en cuenta dos campos cinematicos: un movimiento transversal (u) y un movimiento
rotacional (8); conrigideces K1, K¢, v K;,, como rigidez a la flexién global, rigidez al corte global
y rigidez a la flexion local, respectivamente.

La gran aceptacion que la literatura ha aplicado a la viga SWB para analizar estructuras como
porticos, muros de corte acoplados e incluso edificios en forma global, se debe a su capacidad de
describir correctamente las tres deformaciones fundamentales de toda estructura; esto es:
deformacidn por corte, deformacion por flexion global, y deformacion por flexion local.

T8 EEB O%)u RB

H3

Kb1 Ks1

Kb1

s1

Kb1

s1).

2|H2| H

H1

(d)

Figura 48. Viga Sandwich (SWB) de dos campos. a) Caso 1, b) Caso 2, ¢) RB equivalente e d) Idealizacion
de la rigidez SWB.

4.16.1 Casol

La energia potencial del modelo SWB de dos campos se expresa de la siguiente manera:
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1 H 7 2 ;12 1 " "n 2
Las rigideces caracteristicas se evaltan segun el elemento estructural:
e Muro de corte acoplado:
( w w 3
_ _4n—1
Kp, = z EAy,c? Ky, = rz El,; Ks = (K;' +K,b)
i=1 i=1
] b * 2 % 2 w ’
K = Z 6EI, ;[(I" + S1)* + (I" + 52)7] K = 12E1,,,; . K,
b kEI,; w 2 T
i=1 [*3h (1 + 12 57— L ) i=1 h Ke + K
I2GA,,; (187)
e Portico:
( C 2 \ -1 -1 -1)
| Kpy = ) EAqic? Ky, = rz El;, Kg = (Kt + K1) |
4 i= i= }
b [4
| 12Elb,i 12Elc,i KC |
L bzz AV TR S A
i=1 i=1 ¢ T b (188)
El trabajo realizado por la fuerza externa es:
H
W= f foaUon dx
, Tt (189)

En consecuencia, la energia potencial total de la viga SWB de dos campos sometido a una
distribucién de carga lateral general se expresa como:

1

H H
2 12 "2

Las soluciones de forma cerrada del modelo sobre el que actia una carga transversal se logran
resolviendo el sistema diferencial que surge de la estacionariedad de la ecuacion. La

estacionariedad debido al equilibrio implica:
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H
SU = f {Kp18(y88(sy + K1 [0y — 160 ) — K1 [0y — Uiy | Ul
0

H H
+ Ky () Sugy fdx — fo £ () uge dx — fo Uge) Of (x)dx

(191)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacion, ordenamos los términos comunes:

' H ’ " H 17 ; 1H
U = [Kb16(x)69(x)]0 — {Ksl [B(X) — U(x)] + szu(x)}6u(x)0 + [szu(x)Su(x)]O

H
+ fo (Kaa [0y — lay] = K1 000 }80cydx

H H
+ f {Ks1[00e) = uy| + Ko2uyy = foao Joucodx — f U(x) Of (x)dx
0 0

Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:

{ Ksl[g(x) - uzx)] - Kblg(,,;c) =0 }

KSl [Q(Ix) - uz;)] + szU(x) _f(x) =0
Y condiciones de borde:

9(0) = 0
'U.(O) =0

nr

Ks1[6(0) = w(oy] + Kpati(gy = 0

Utilizando el método de operador diferencial para la solucion del sistema de ecuaciones:

( HHH_(&_F&) ////\
Kp1 ~ Kpz

{‘(x)

Ks1 Ko B
HIIIIII _ (_ + _) 6””
) Koy " Kpy) T J

Ks1

fo)

1 Ko
W) (-]
() } B isz foo — g, o

Kp1Kpp '@

(192)

(193)

(194)

(195)

(196)

Se obtiene una ecuacion diferencial de sexto orden. Normalizando la ecuacion diferencial por la

variable z = x/H:
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Ksq K5y " H* Ks1
uIIIIII _ [( )H2 - [fll _ Hz _f
2 Kp1 sz @ Kpp I'®) Kp1 @ (197)

Definiendo tres parametros:

s1 WmaxH
a= ’— k= |1 +
Kpy ' Kpi' sz(l —e ) (198)

Reemplazando los dos primeros pardmetros:

rrrrr rnrr H4 14
Uy — (aK)Zu(z) = K_bz [f(z) - az(KZ - 1)f(z)]

(199)
Asumiendo una carga lateral general (Miranda, 1999):
foo = Km:fa(l — &) > fiy = Wmax g (1—e7) (200)
Reemplazando la carga lateral y el tercer parametro:
ucy' = (@)’uzy = —Aa?(k? — 1) + Ala®(k? — 1) — a®le™*+¥ (201)
La expresion para u,y se propone:
Uz = Co + €1z + C2° + C32° + C4 cosh(akz) + Cs sinh(akz) + }L(};L—K_ZDZ4
Aa?(k? — 1) — a?] o-ataz
a*[a? — (ax)?] (202)

Las constantes se obtienen de evaluar las condiciones de contorno relevantes (el origen de x esta

en la parte superior del modelo):

U = 0,uqy =0
Uy =0

nr 1 e_a
I =a(1-5+7)

ufy = A1 - ™)

Illll AI: 2(1 1+e_a) ]
Yy =4 ata) ¢ (203)

~~
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Las constantes:

2
CO = _(Cl + CZ + C3) - C4_ Sech(ak:) -

tanh(ak) [(1 — l +
a

2

Cs = —C, tanh(ak) + @

Aa 1
—ssech(ak) [(1 ——+
a

(
4 (oK)’
| 1 1 a?(k? —1) — a?
2 —(1——)+
k 24 k? a*la? — (ak)?]
Aa? 1 e @ a 1
C1=—(2C2+3C3)—W 1_E+T +az——(0ac)2 -1 8(1_
(ax)? Qe ¢ 2
3 = -
G Ca 2 2a? 1+ a? — (ax)?
o= Ae @ (1 1 )
37 6a k2
- A J1 e %q?
T (a)* k2 T a? — (ak)?

—-a

e
a

E

El desplazamiento maximo se obtiene evaluando en 0 a u,):

AMa?(k? —1) —a?]

—-a

U(0)=C0+C4+ a4[a2_

(aK)?]

La deriva de piso puede obtenerse derivando una vez u:

A= C; + 2C,z + 3C52?% + C,(ax) sinh(akz) + Cs(ak) cosh(akz) +

AMa?(k? — 1) — a?]
a3[a? — (ax)?]

—a+taz

a

\
'5
|
)
a’(k?—-1) —a?
a3[a? — (ax)?]

a
a? — (ak)?

e @
_> N
a

1
k2

)+ |

~~

La deriva global se obtiene como el cociente entre desplazamiento maximo y la altura total:

AMa?(x? —
Ag: CO + C4_ +

1) —a?]

—-a

a? [aZ —

(aK)?]

a
2 _ (aK)z]
(204)
(205)
A —1)
6K2 z
(206)
(207)

Para el caso de una carga lateral uniformemente distribuida (a — o), las constantes resultan:
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1

CO - A{_

Reemplazando las constantes:

B

a3k5 cosh(ak) Llax

C5:

KZ
1 — cosh(akz — akx) — (ax)[sinh(akz) — sinh(akx)]

K2
Uy = Al —5—

1

+§(1‘Kiz)}

1 + sinh( )]+ 1
sSinn(ak 20(2

K4—
al<1 1)
6 K2

1

2= _AZaZK“
C3 = 0
g
)
sinh(ak)

(ax) (

Cy
1

A
a3k5 cosh(ak)

Lt
6Z

1

-1 2
8) * gl -

4 _

)G

{

K__A

\
o
|
(ak)* cosh(ak) }
1 [1 - cosh(ak) + (ax) sinh(ax)]

i (ax)* cosh(ak) |
1 _[sinh(akz — ax) + (ak) cosh(akz)]

[1 — cosh(ak) + (ak) sinh(ak)

Az + K_/1 [ (ak)3 cosh(ak)

(ak)* cosh(ak)

Después de algunas manipulaciones simples, los parametros de control resultan:

( W, H* /1 1 1\ 1 WH? \
j ”(Z>:Kb1+Kb2<ﬁZ4_€Z+_)+W Ky (=25 i
| 1 WyaxH* (1 — cosh(akz — ax) — (ax)[sinh(akz) — sinh(ak)] |
k_ K2 Ky, { (ak)* cosh(ak) }
Wi H? 1 WpaxH? 1 WypaeH* [1 = cosh(ak) + (ak) sinh(ak)
< o = 8(Ky1 + Kpp)  2k* Ky K2 Ky, [ (ax)* cosh(ak)
A= WpaxH* - 1) i Winax H? inaxH4 {sinh(arcz — ak) + (ak)[cosh(akz)]
P 6(Kpy + Kpy) Ky K2 Ky, (ax)3 cosh(ak)
A WpaxH? N inaxH B inaxH3 [1 — cosh(ax) + (ak) sinh(ak)
9 8(Kp; + Kpp) 2k* Ky k2 Ky, (ax)* cosh(akx)

208)

(209 )

}

(210)

Es importante observar que en la ecuacion de la deflexion por corte, el término 1/k* generalmente

tiende a la unidad. Se observa que la ecuacidon de la deflexidn lateral obtenida es idéntica a la
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ecuacion propuesta por Nollet (1979) y Zalka (2020). Esta expresion muestra claramente cémo

interactUan los contribuyentes a flexion y a corte; produciendo una interaccion entre ellos.

WonaxH* (1, 1 1

—(—Z ——Z+—)

Kp1 + Ky, \24 6”8

1 WyaeH?

Ucorte) = 575 —— (1 — 2%)
(corte) 24 K51

1 Wpax H* {1 — cosh(akxz — ax) — (ax)[sinh(akz) — sinh(arc)]}

U(flexion) =

U(interaccién) = _F Kys (ax)* cosh(ax) ( 211 )
Y para la deflexion méxima:
Wax H* \
u ., =
(flexion) 8(Kb1 +Kb2)
1 WyaxH?
\ U(corte) = FW g
1 WinaxH* [1 — Cosh(ax) + (ak) sinh(ak)
ku(lnteracaon) - K2 Ky, (CZK)4 COSh((ZK) ( 212 )
Consideraremos algunos casos especiales de analisis:
a) Cuando % - 0 (Kp; » o, K;, — 0). Estasituacién se presenta en porticos y/o muros de
b1

corte acoplados de pocos pisos con multiples vanos, donde la flexion global es méas grande

en magnitud en comparacion con la flexion local. Evaluando el limite de «:

K
k= lim k= lim [1+-2=Vi+0=1oKk=1
Kbz Kbz, b1

Kp1 Kp1 (213)

Después de integrar dos veces, evaluar dos condiciones de contorno y aplicar limites:

. wH?
Uy = —
@) K,

(214)

Esta ecuacion muestra que en la estructura el corte es dominante y es idéntica a la ecuacion

diferencial de una viga de corte (SB):

u =V"ma_xHZ(1_ZZ)% _ WinaxH?
@~ 2Ky, © = 2Ky (215)
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b)

Cuando h,, — 0. Esta situacion se presenta en porticos y/o muros de corte acoplados donde
las vigas de conexidn tienen poco peralte y como consecuencia poca rigidez a la flexion.
En este caso la funcion de las vigas de conexion es fundamentalmente transmitir las cargas
horizontales y forzar a que las columnas y/o los muros de corte trabajen juntas. Evaluando
el limite de Ky y a:

. UKC . KC
= lim = lim K, =0
K,~0K.+K, K~0 "K. +K,

K
a=lima=lima=limH [—=0
hy—0 K,—0 K,—0 Ky, (216)

Después de integrar dos veces y evaluar dos condiciones de contorno:

K

wH*

uIIII —
@ Ky, (217)
Esta ecuacion muestra que en la estructura la flexion local es dominante y es idéntica a la

ecuacion diferencial de una viga de flexion (EBB):

Wmax H4

W HY ( 1 1 1
8Kp2 (218)

4__ + —) - =
sz z z U(o)

ROR 247 6% 78

Cuando h,, — oo. Esta situacion resulta ser un caso tedrico con poca aplicacion préactica y
se presenta en porticos y/o muros de corte acoplados donde las vigas de conexion tienen
un peralte muy grande, como consecuencia la rigidez al corte aumenta y la rigidez a la
flexion local disminuye drasticamente debido a que el factor de reduccién del cortante
tiende a cero. En este caso la funcidn de las vigas de conexion es tratar acoplar totalmente
a las columnas y/o los muros de corte para que trabajen como una sola unidad. Evaluando

el limite de r y K,:

K.
= li = li = li =0 =0 Ky, =0
U KJLnooKC+K” KJLnool_l_& or © Kp,
K.
: 1 :
K; = lim ———= lim =K. oK, =K, o K, =00

Ky— o 1 1 Ky— o0 0 1

K, " K. K. (219)
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Después de integrar dos veces, evaluar dos condiciones de contorno y aplicar limites:

N wH*z?
u ="
@ 7 2(Kpy + Kp) (220)
Se obtiene:
" =M<LZ4_EZ+1) D = WmaxH®
@ " Koy +Kpp \247 67 8) @7 8(Kpy + Kpy) (221)

Esta ecuacion muestra que en la estructura la flexién total (global +local) es dominante y
es idéntica a la ecuacion diferencial de una viga de flexion (EBB).

d) Cuando Kj,, — oo. Esta situacion se presenta en pdrticos y/o muros de corte acoplados
donde A; - oo; es decir, donde se descuidan el efecto de las deformaciones axiales.
Evaluando el limite de «:

K
k= lim k= lim [1+2=VIi+0=1ok=1

Kpi—© Kpi—©0 b1

(222)
Después de integrar dos veces, evaluar dos condiciones de contorno y aplicar limites:

wH*
ullll _ azull —
@ @ " Ky, (223)

Esta ecuacion muestra que en la estructura la flexion global se desprecia, lo que conduce a
que la viga SWB se comporte como una viga CTB de un campo teniendo en cuenta solo el

efecto de la flexion local y del corte.

Wpax H? <1 — ZZ> N WaxH* {a[sinh(az) —sinha] — 1 + cosh[a(z — 1)]}

o = K 2 K, a* cosha
_ WiaxH?* Wi H* [1 + asinha — cosh a
o) = ok K, a* cosha (224)

112



a=0.3 a=3

U(z).{KbH4/Wmax )} U(z) {KbH™4/Wmax )}
0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.0000 0.0075 0.0150 0.0225 0.0300 0.0375

0.00 0.00
0.10 0.10
0.20 0.20
0.30 0.30
0.40 0.40
N 0.50 ~ 050
0.60

0.60
0.70

0.70
0.80

0.80
0.90

0.90
1.00

1.00

= a=0.01 a=2 a=5 a=12 = 2a=2000 a=0.01 a=2 a=5 a=12 = 3=2000
a=10 a=30
U(z) {KbH4Wmax )} U(z) {KbH™4Wmax )}
0.0000 0.0008 0.0015 0.0023 0.0030 0.0038 0.0045 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001 0.001 0.001
0.0 0.0
0.1 0.1
0.2 0.2
0.3 0.3
0.4 0.4
N 0.5 N 0.5
0.6 0.6
0.7 0.7
0.8 0.8
0.9 0.9
1.0 1.0
— 3=0.01 a=2 a=5 a=12 = 3=2000 =—a=0.01 a=2 a=5 a=12 = 3=2000

Figura 49. Desplazamiento lateral y efecto del pardmetro a para k = 1.00021.
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a=0.3 a=3
U(z) {KbH/Wmax )} U(z) {KbH"4Wmax)}
0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.175 0.0000.0050.0100.0150.0200.0250.0300.0350.040
0.0 0.0
0.1 0.1
0.2 0.2
0.3 03
0.4 0.4
N 0.5 N 0.5
0.6 0.6
0.7 0.7
0.8 0.8
0.9 0.9
1.0 1.0
—2a=0.01 a=2 a=5 a=12 a=2000 =———2a=0.01 a=2 a=5 a=12 a=2000
a=10 a=30
U(z) {KbHAWmax )} U(z) {KbHWmax )}
0.0000.0010.0020.0030.0040.0050.0060.0070.008 0.0000 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.0010 0.0012
0.0 0.0
0.1 0.1
0.2 0.2
03 03
0.4 0.4
N 0.5 N 0.5
0.6 0.6
0.7 0.7
0.8 0.8
0.9 0.9
1.0 1.0
—2a=0.01 a=2 a=5 a=12 a=2000 =—2a=0.01 a=2 a=5 a=12 a=2000

Figura 50. Deriva de entrepiso y efecto del pardmetro a para k = 1.00021.
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a=0.3 a=3

U(2) {KbH 4 Wmax )} U(z) {KbH 4Wmax )}
0.0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 0.8 09 1.0 00 01 02 03 04 05 0.6 07 0.8 09 1.0
0.0 0.0
0.1 0.1
0.2 0.2
0.3 0.3
0.4 0.4
N 0.5 N 0.5
0.6 0.6
0.7 0.7
0.8 0.8
0.9 0.9
1.0 1.0
—2a=0.01 a=2 a=5 a=12 =——3=2000 —2a=0.01 a=2 a=5 a=12 =——2a=2000
a=10 a=30
U(z) {KbH"4Wmax )} U(z) {KbH/Wmax )}
00 01 0.2 03 04 05 06 0.7 0.8 09 1.0 00 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0
0.0 0.0
0.1 0.1
0.2 0.2
0.3 0.3
0.4 0.4
NO.5 N 0.5
0.6 0.6
0.7 0.7
0.8 0.8
0.9 0.9
1.0 1.0
—2a=0.01 a=2 a=5 a=12 =—3a=2000 =——3a=0.01 a=2 a=5 a=12 =——2a=2000

Figura51. Desplazamiento lateral normalizado y efecto del pardmetro a para k = 1.00021.
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a=0.3 a=3

U(2) {KbH 4 Wmax )} U(z) {KbH 4Wmax )}
0.0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 09 1.0 i1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.0 0.0
0.1 0.1
0.2 0.2
0.3 0.3
0.4 0.4
N 0.5 N 0.5
0.6 0.6
0.7 0.7
0.8 0.8
0.9 0.9
1.0 1.0
—2a=0.01 a=2 a=5 a=12 ==——3=2000 =—a=0.01 a=2 a=5 a=12 =——2a=2000
a=10 a=30
U(z) {KbH4Wmax )} U(z) {KbH4Wmax )}
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.0 0.0
0.1 0.1
0.2 0.2
0.3 03
04 0.4
N 0.5 N 0.5
0.6 0.6
0.7 0.7
0.8 0.8
0.9 0.9
1.0 1.0
—2a=0.01 a=2 a=5 a=12 =——2a=2000 =—2=0.01 a=2 a=5 a=12 ——2a=2000

Figura 52. Deriva de entrepiso normalizado y efecto del parametro a para k = 1.00021.
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=0.3
U(z).{KbH/Wmax )}
0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150
0.0

a=3
U(z) {KbHWmax)}
0.000 0.008 0.015 0.023 0.030 0.038 0.045 0.053
0.0

0.1 0.1
0.2 0.2
0.3 0.3
0.4 0.4
~NO.5 ~NO0.5
0.6 0.6
0.7 0.7
0.8 0.8
0.9 0.9
1.0 1.0
—k2=1.00 =———k2=1.01 ——k2=1.02 k2=1.03 ——k2=1.00 ——k2=1.01 ——k2=1.02 k2=1.03
—k2=1.04 ——k2=1.05 =——k2=1.10 =—k2=1.15 ——k2=1.04 ——k2=1.05 ——k2=1.10 ——k2=1.15
—k2=1.20 =——k2=1.25 —k2=1.20 =——k2=1.25
a=10 a=30
U(z) {KbH4Wmax)} U(z) {KbHAWmax )}
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
0.0 0.0
0.1 0.1
0.2 0.2
0.3 0.3
0.4 0.4
NO.5 NO.5
0.6 0.6
0.7 0.7
0.8 0.8
0.9 0.9
1.0 1.0
—k2=1.00 =———k2=1.01 ——k2=1.02 k2=1.03) =——k2=1.00 ——k2=1.01 ——k2=1.02 k2=1.03
—k2=1.04 =———k2=1.05 =———k2=1.10 =——k2=1.15 ——k2=1.04 ——k2=1.05 ——k2=1.10 ——k2=1.15
—k2=1.20 =——k2=1.25 —k2=1.20 =—k2=1.25

Figura 53.

Desplazamiento lateral y efecto del pardmetro k para a = 2000.
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a=0.3 a=3

U'(z) {KbH™4Wmax )} U'(z) {KbH"4Wmax )}
0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.175 0.000 0.008 0.015 0.023 0.030 0.038 0.045 0.053 0.060

0.0 0.0

0.1 0.1

0.2 0.2

0.3 0.3

04 0.4
NO0.5 NO.5

0.6 0.6

0.7 0.7 ’

0.8 08 )

0.9 0.9

1.0 1.0
e 2=1.00 =———k2=1.01 ——k2=1.02 k2=1.03 | ——Kk2=1.00 =——k2=1.01 —k2=1.02 k2=1.03
—k2=1.04 =——=k2=1,05 =————k2=1,10 =————k2=1.15 e——k2=1.04 =———k2=1.05 =——k2=1.10 = k2=1.15
—2=1.20 =—k2=1.25 —k2=1.20 =——k2=1.25

a=10 a=30
U'(z) {KbH 4Wmax )} U'(z) {KbH Wmax )}
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040 0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040

0.0 0.0

0.1 0.1

0.2 0.2

0.3 0.3

0.4 0.4
NO.5 NO.5

0.6 0.6

0.7 0.7

0.8 0.8

0.9 Z 0.9

1.0 1.0
—k2=1.00 =——k2=1.01 ——k2=1.02 k2=1.03 | ——k2=1.00 =——k2=1.01 ——k2=1.02 k2=1.03
—k2=1.04 ——k2=1.05 =——k2=1.10 =—k2=1.15 ——k2=1.04 =———k2=1.05 =———k2=1.10 =——k2=1.15
—2=1.20 =——k2=1.25 —k2=1.20 =—k2=1.25

Figura 54. Deriva de entrepiso y efecto del parametro k para a = 2000.
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a=0.3 a=3

U(z) {KbH4Wmax)} U(z) {KbHWmax)}
0.0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 0.8 09 1.0 0.0 0.1 02 03 04 05 06 07 0.8 09 1.0

0.00 0.00

0.10 0.10

0.20 0.20

0.30 0.30

0.40 0.40
N 0.50 N 0.50

0.60 0.60

0.70 0.70

0.80 0.80

0.90 0.90

1.00 1.00
——k2=1.00 ——k2=1.01 ——k2=1.02 k2=1.03 ——k2=1.00 ——k2=1.01 ——k2=1.02 k2=1.03
——k2=1.04 ——k2=1.05 =——k2=1.10 =——k2=1.15 ——k2=1.04 ——k2=1.05 ——k2=1.10 ——k2=1.15
——k2=1.20 ——k2=1.25 ——k2=1.20 ——k2=1.25

a=10 a=30
U(z).{KbH"4Wmax )} U(z).{KbH4Wmax )}
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

0.00 0.00

0.10 0.10

0.20 0.20

0.30 0.30

0.40 0.40
N 0.50 N 0.50

0.60 0.60

0.70 0.70

0.80 0.80

0.90 0.90

1.00 1.00
——k2=1.00 ——k2=1.01 ——k2=1.02 k2=1.03 ——k2=1.00 ——k2=1.01 —— k2=1.02 k2=1.03
——k2=1.04 ——k2=1.05 ——k2=1.10 ——k2=1.15 =———k2=1.04 =———k2=1.05 =——k2=1.10 =———k2=1.15
——k2=1.20 ——k2=1.25 ——k2=1.20 ——k2=1.25

Figura 55. Desplazamiento lateral normalizado y efecto del pardmetro k para a = 2000.
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a=0.3
U'(z). {KbH 4Wmax)}
00 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0
0.0

0.1
0.2
0.3
0.4
N 0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1.0

——k2=1.00 ——k2=1.01 ——k2=1.02 k2=1.03
——k2=1.04 ——k2=1.05 =———k2=1.10 ——k2=1.15
—k2=1.20 ——k2=1.25

a=10
U'(2) {KbH 4 Wmax )}
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.0

0.1
0.2
0.3
0.4
N 0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1.0

—k2=1.00 ——k2=1.01 ——k2=1.02 k2=1.03
——k2=1.04 ——k2=1.05 ——k2=1.10 ——k2=1.15
——k2=1.20 ——k2=1.25

Figura 56.

a=3
U'(2) {KbH4Wmax)}
0.00 0.15 0.30 0.45 0.60 0.75 0.90 1.05 1.20 1.35 1.50
0.0
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0.3
0.4
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0.6
0.7
0.8

0.9

1.0

k2=1.03

——k2=1.01 ——k2=1.02
—k2=1.05 =——k2=1.10 ——k2=1.15
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U'(2). {KbH Wmax )}
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0.8
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——k2=1.00 ——k2=1.01 ——k2=1.02 k2=1.03
—k2=1.04 ——k2=1.05 ——k2=1.10 ——k2=1.15
——k2=1.20 ——k2=1.25

Deriva de entrepiso normalizado y efecto del pardmetro x para a = 2000.

120



-0.6-0.4-0.2 0.0 0.2 04 06 0.8 1.0 1.2 14 16

a=6.09
U/U(0)

0:0
0.1
0.2
0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

1.0

yf

-0.15 0.00 0.15 0.30 0.45 0.60 0.75 0.90 1.05 1.20

0:0

0.1

0.2

0.3

0.4

N 0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

ys yi yf+ys et

a=24.35
U/U(0)

yf

S yi yf+ys et

a=12.17

U/U(0)
-0.30-0.150.00 0.15 0.30 0.45 0.60 0.75 0.90 1.05 1.20

r).O
0.1

0.2

03

0.4

N 0.5

0.6

1.0
yf ys yi yftys eyt
a=97.38
U/U(0)

-0.15 0.00 0.15 0.30 0.45 0.60 0.75 0.90 1.05 1.20
0:0

0.1

0.2

0.3

0.4

N 0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

yf ys yi yftys et

Figura 57. Tipos de desplazamiento (flexién, corte e interaccion) para k = 1.00148.
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Figura 58. Porcentaje de participacion de la deflexion por interaccién respecto al desplazamiento total.

Segun el analisis de las ecuaciones y de los gréficos:

e El desplazamiento, la deriva de entrepiso y la deriva global resultan de la suma del aporte
por flexion (flexion local + flexion global), por corte y por la interaccion entre la flexion y

el corte.

e Larigidez lateral aumenta debido al efecto de la interaccion, concluyendo que la rigidez
del sistema es mayor a la suma de las rigideces individuales de la flexion y el corte. El
efecto de la interaccion es beneficiosa debido a que reduce el desplazamiento total de la

estructura.

e EIl parametro a condiciona el perfil del desplazamiento lateral y el perfil de deriva de
entrepiso; es decir, el pardmetro a determina el tipo de comportamiento predominante en
la viga. Para un valor de @ = 0.3, muestra un comportamiento a flexion pura; un valor de
a = 3, muestra un comportamiento intermedio entre corte y flexion; y un valor de a =

30, muestra un comportamiento a que tiende a corte puro.
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A medida que disminuye el valor del pardmetro « la influencia del parametro a en el perfil
del desplazamiento lateral normalizado se hace cada vez menor, y para un valor de a =
0.3, el perfil del desplazamiento lateral normalizado es practicamente independiente del

parametro a, como sucede en la viga de flexion.

El perfil de desplazamiento lateral normalizado y el perfil de deriva de entrepiso
normalizado son dependientes del pardmetro a. Esta dependencia disminuye al disminuir

el valor del parametro a.

El perfil de desplazamiento lateral y el perfil de deriva de entrepiso son dependientes del

parametro k. Esta dependencia disminuye al disminuir el valor del pardmetro a.

Para valores pequefios de a (pocos pisos), respecto al desplazamiento total el aporte de la
interaccion es importante, el aporte de la flexion es insignificante y el aporte del cortante
domina el comportamiento. A medida que el valor de a« aumenta; la interaccion interaccion
se hace cada vez mas insignificante, el efecto de la flexion va ganando cada vez mas

importancia, y el efecto del cortante se va reduciendo drasticamente.

Pareciera que ignorar la interaccion es aceptable pues reduce considerablemente los
calculos y conforme « va creciendo es cada vez mas insignificante, pero debe tenerse en
cuenta que solo es aceptable para valores intermedios a altos de a, para estructuras de pocos

pisos ignorar la interaccion es muy conservador.

A medida que el valor de a aumenta, el perfil de la interaccion es aproximadamente

constante y su aporte se va reduciendo considerablemente.

El efecto de la interaccion es dependiente del tipo de comportamiento dominante. Cuando
el comportamiento dominante es practicamente a corte puro la interaccion es considerable,
a medida que la flexion empieza a dominar el comportamiento la interaccion disminuye

hasta llegar a un valor practicamente insignificante para valores de flexion pura.

Analisis paramétrico

El punto de inflexidn en la curva de deflexidn del pértico sujeto a cargas laterales, es un parametro

clave para definir si el comportamiento al corte o a la flexion es el dominante. La porcién de la

columna equivalente debajo del punto de inflexion representa el comportamiento a la flexion y la
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porcion superior representa el comportamiento al corte. EI comportamiento dominante esta

definido por los parametros adimensionales a y k2.

El punto de inflexién, que coincide con el nivel de deriva maxima dy/dz, se calcula igualando a
cero la curvatura de la deflexién del pértico. La ubicacién del punto de inflexion se encuentra

mediante un analisis iterativo, teniendo en cuenta la ecuacion:

Ak -1
2C, + 6C3z + C,(ax)? cosh(akz) + Cs(ak)? sinh(akz) + %22
Ma?(? —1)—a?] _ . 0
a?[a? — (akx)?] B (225)

Para el caso particular de una carga lateral uniformemente distribuida:

k?—1 5 1 5 1 cosh(akz — akx) + (ak) sinh(akz)
z4 — 1-z9)+— =0
2K2 2x*a? K2 (ak)? cosh(axk) (226)

a
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s €2=1.00 m— 2=1.01 k2=1.02 k2=1.03 m— 2=1.04

e €2=1.05 m— 2=1.10 m— 2=1.15 m— (2=1.20 m— (2=1.25

Figura 59. Ubicacion del punto de inflexion para aH < 10.
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Figura 60. Ubicacion del punto de inflexién para 0 < aH < 100.

Respecto a las curvas de las figuras 59 y 60, el comportamiento de la viga sandwich puede ser

dividido en cuatro categorias de acuerdo con el valor de a:

a)

b)

Valores de a < 1.5: El punto de inflexidn es practicamente independiente del pardmetro
k2, es decir, las deformaciones axiales de los elementos verticales no influyen en forma
significativa en el calculo del punto de inflexion. Su ubicacién se encuentra en forma
aproximada en el tercio superior de la altura de la viga y por lo tanto se comporta

predominantemente a la flexion.

Valores de 1.5 < @ < 10: Se encuentra influenciado por la rigidez al corte y por las
deformaciones axiales de los elementos verticales. Para el rango de 1.5 a 4, el aumento de
larigidez al corte (aumento de a) disminuye el punto de inflexion aumentando la influencia
al corte, por el contrario, para el rango de 4 a 10, el aumento de la rigidez al corte y k?
aumenta el punto de inflexion si existe deformacién axial, aumentando la influencia a la
flexidn de la viga sandwich. Su ubicacion se encuentra generalmente entre 0.25y 0.70 de
la altura. Por lo tanto es posible que vigas en este rango representen un comportamiento
aparentemente equilibrado, donde la interaccion entre el comportamiento a flexion y corte

tiene un alto grado de influencia.
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c) Valoresde 10 < a < 40: La ubicacion del punto de inflexién aumenta con « y k2. Cuando
k% = 0, la viga sandwich se comporta predominantemente al corte, pero a medida que k?

aumenta, la viga sdndwich se comporta predominantemente a la flexion.

d) Valores de @ > 40: La ubicacion del punto de inflexion se estabiliza y practicamente ya
no es influenciado por el aumento de la rigidez al corte (aumento de aH). La viga sdndwich
se comporta predominantemente a flexion debido a que el aumento de k? (aumento de las
deformaciones axiales de las columnas) eleva ain mas el punto de inflexion, desde 0.80

para k? = 1.005 hasta aproximadamente 0.98 ~ 1 para k? = 1.25.

4.1.6.2 Caso?2
e Calculo de la matriz de transferencia

Segun las ecuaciones diferenciales acopladas y suponiendo que las cargas externas actdan en los

pisos y no a lo largo de la altura del piso, es posible escribirlo de la siguiente manera:

nrr

{Ksl[g(z) - u(z)] —Kp1b, = 0}
Ks1[00) — ey + Kpzugy = 0

(227)
La expresion para u,) Yy 6, se propone:
Uy = Co + C1z + Cr2° + C32° + C4 cosh(a*kz) + Cs sinh(a*kz)
0z = C¢ + C7z + Cgz* + Cq cosh(a’kz) + Cyg sinh(a*kz) (228)

Donde:

K K
a*: _Sl’K: 1+£
K Kp1 (229)

Expresando los coeficientes de la funcion 6,y en funcion de los coeficientes de u,y:

0 =C + 22)C, + [322 + a’k(x? — 1) sinh(a"k2)]C,

6
a*?(k? — 1)] G-I
— [@*k(x? — 1) cosh(a*kz)]Cs (230)
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Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante asociados al desplazamiento

lateral resultan:

r{Ml(z) = Kblel(z) = (2Kp1)Cy + (6Kp12)C3 — [(a*k)*(k* — 1) cosh(a”kz) Kbl]Cz;}w
—[(a*x)?(x? — 1) sinh(a*kz) K} 1Cs
3 {Mr(z) = Kpti(yy = (2Kp2)C; + (6Kj,2)C3 + [(a'k)? cosh(a’xz) sz]c4} >
+[(a*x)? sinh(a*kz)K,,]Cs
\ Viy = Kal0c — u'(x)] + szu,(,),c) = (6Kp1 + 6K}3)C5 J (231)

Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:

u; (i)

, (Co)
u;(z;) | C1 |
0;(z) | _ . { G, }
Mr(Zi) lkC‘LJ
Vi(z;) ) Cs (232)
Donde:
K;(z;)
1 z  z? z3 cosh(a*kz) sinh(a*kz)
0 1 2z 3z (a*k) sinh(a*kz) (a*r) cosh(a*kz)
6
0 1 2z 322+————— —a*k(k? — 1) sinh(a*kz) —a*k(k? — 1) cosh(a*kz)
= a*2(k?2—-1)
0 0 2K, 6Kp1z —(a*Kk)?(k? — 1) cosh(a*kz) Kp; —(a*k)?(k? — 1) sinh(a*kz) Kp,
0 0 2K, 6K,z (a*k)? cosh(a*kz) K, (a*k)? sinh(a*kz)K,,
0 0 o0 6Ky, + 6K, 0 0
(233)

e Analisis estatico bajo cargas estaticas puntuales aplicadas a nivel de piso

La relacién entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales.
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(un(o) ) (u1(h1) \
| @ |, | u) |, o,
6,(0) | _ 6:(h)) | _
= k_lrk<o){an(h1)l} Z)Lank(O) E~F,
Mrn(O) | - | Mrl(hl) | " -
L1,(0) VA (234)
Expresandolo en forma simplificada:
(un(O) \ (u1(h1) \
| @ | | uwih) |
6,(0) | _ . ) 6:(hy)
1%4@%‘1%&m¢+f
M, (0) M1 (hy)
lvo)  nmy) (235)

Donde:

{t= lek(O),f = _i( ﬁ Tk(0)>Fs—Fn}

5§=0 “k=s+1

(236)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior
y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 6x6 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

( ufl) 0 (u1(hy) = 0)
Uy =0 | () =0 |
S W (1 B
Oy =0 | M, (0) =0 |
uéi)) =0 IMrn(O) = OJ
\Ks1[60) — {0y ] + Kn2tt(gy = 0 (0) = (237)

Reemplazando:
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u, (0) ti11 tiz tiz tia tis tie 0 f
|(u’ (0)\| |[t2,1 t2o t23 tza l25 0 6]| |( 0 \| (fz\|
{ 6,,(0) } |t31 t32 tzz tza f3s 3 |{ } { }
T ltan tap taz tas tas tag|) Mi(hy)
| | |t5,1 ts2 ts3 tsg Uss s 6| My (hy) | |f5 |
\ ) teq lo2 le3z lea Les s 6J \ Vi(hy) ) f6} (238)

Despejando momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:

{O} r4,4 tas t4,6] My (hy) fa

0t =|ts4 tss tse|<SMe(hy) ¢ +1fs
0 tea tos leel | Vi(hy) fe (239)
Despejando:
M, (hy) tya tas 4 -1 fa
My (hy) ¢ = — \ts,z; tss ts,s] fs
V,(hy) tea los los fe (240)

Sustituyendo las fuerzas internas se obtienen el desplazamiento, su derivada y la rotacion en la

parte superior de la viga:

u;, (0) —|t2a 25 f26||tsa 55 fs6 fst+13/2

u,(0) [tm ti,5 tl,6] [t4,4 tys t4,6]_1 fa fi
0,,(0) t34 l35 l36lllea tes lee fe f3 (241)
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4.1.7 Viga sandwich generalizada de tres campos (GSB1)

Se presenta la viga GSB1, el cual considera que la estructura consiste en un acoplamiento en
paralelo de dos Vigas Timoshenko (TB) unidas por medio de miembros axialmente rigidos que
solo transmiten las fuerzas horizontales y no se deforman. Esta viga (GSB1), resulta de la
generalizacion de la Viga sdndwich (SWB) al incluir un campo cinematico de rotacion adicional,
donde se tendra en cuenta la deformacion por cortante en elementos mas rigidos como los muros
de corte. Teniendo en cuenta este nuevo campo cinematico y la introduccién de la rigidez al corte;
se puede utilizar esta viga (GSB1) como una viga de reemplazo general a todo elemento

estructural; como muros de corte, muros de corte acoplados y porticos.

Bozdogan (2010) utilizando la viga GSB1 adapt6 el método de matriz de transferencia al analisis
estatico, dinamico y de estabilidad de edificios altos utilizando el método continuo. Moghadasi
(2015) utilizando el la viga GSB1 y el método de elementos finitos unidimensionales ofrecio
soluciones para el analisis estatico, el analisis de vibracion libre no amortiguado y el analisis

amortiguado clésico de edificios altos.
B 1B TB 1B

H3

Ko v Kol

s2 s1H .

Kb1

sl -

T 4K b2 |-
H2|H
Ksz

[ovossmsaicsurie |
(c) (d)

(@)

Figura 61. Viga Sandwich Generalizada (GSB1) de tres campos. a) Caso 1, b) Caso 2, ¢) RB equivalente e d)
Idealizacion de la rigidez GSBL.

El modelo tiene tres campos cinematicos, un movimiento transversal Unico u y un campo de
rotacion diferente (6 y y) en cada viga timoshenko (TB) despreciando la extensibilidad axial de
los TB. Enel modelo; K,,; v K, son las rigideces a la flexion y al corte en la TB izquierda, mientras
K,, v K, son las rigideces a la flexion y al corte en la TB derecha. Cabe resaltar que el valor de
K., puede resultar insignificante (para los casos practicos) respecto a K,,; debido a que las

columnas resultan ser lo suficientemente delgadas.
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4171 Casol

La energia potencial del modelo GSB1 de tres campos se expresa como:

1 " ’ ’ 2 , , 2
V= EJ(-) {Kb1¢ *+ Kaa[ufy = o] + Ko2O()” + Kooty = 0] }dx (242)

e Muro de corte acoplado:

w w w 3\
_ _in—1
Kos = Y Edwict Koy =7 ) Elu, K = (K5 + Ki) 7 Kep = ) GAwy
i=1 i=1 i=1

b
< 6E L, [(I" + S1)? + (I* + 5,)?] 121, K,
Kb:z KET,, K =2 "2 TR 1K
i=1 I*3h (1 + 12 *2#) i=1 ¢ T Kb
\ [“GAp,; (243)
e Portico:
( Cc [ Cc \
_ _an—1
| Kox = > EAcich Kop = ) 1Bley, Key = (K3 + K1) ™ Koy = ) GAgy |
i=1 i=1 i=1
{ \ 121 S 12E] K, }
|k —ZGA K, —z b’iK—z LA |
s2 = cirBp = T 2 =
k i=1 i=1 lh i=1 h Ke + K ) (244)
e Dual (Pértico + muro de corte):
( Cc Cc w w \
| Koy = > BAeic? Ky = ) rElei+ Y 1Bl Koy = (K5 + KD Ky = ) Gy |
{ i=1 i=1 i=1 i=1 }
b c
| K = Z 12E1,; K = Z 12El,; K. |
b = » Be = z =
\ <o lh L h K. + K, J (245)
El trabajo realizado por la fuerza externa es:
H
W = f foaUon dx
o [T (246)

En consecuencia, la energia potencial total de la viga GSB1 de tres campos sometido a una

distribucién de carga lateral general se expresa como:
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1 H 72 ’ 2 12 ! 2 8
U= {Kb1¢(x) + Ko [ufry = Y] + Ko2b(x)” + Ksa [y — O] }dx = | feUmdx (247)
0 0

Las soluciones de forma cerrada del modelo sobre el que actla una carga transversal se logran
resolviendo el sistema diferencial que surge de la estacionariedad de la ecuacién. La
estacionariedad debido al equilibrio implica:

H
oU = L {Kb1¢éx)5¢éx) + Ksl[uéx) — lll(x)][ﬁuzx) - 61,[)(x)] + szgéx)é‘géx)
H
+ K, [uéx) - O(x)][&iéx) — 80(x)]}dx — fo f()8u(y) dx
H
- J;) U Of () dx )

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacion, ordenamos los términos comunes:

U = [Kbﬂl’fx)&l’(x)]: + {Ko1 [y = Vo] + Kez[uny — 9(x)]}5u(x): + [szgéx)w(x)]:

H
- f {Kbll/)E;c) + K51 [uzx) - 1/)00]}59(,0
0
H
- J; [Ksl (uE;c) - l/)Ex)) + KSZ (uzgc) - e(lx)) + f(x)] Su(x)

H H
- f {sze(’;) + Ksz[uéx) - B(x)]}&/)(x) —f U Of (x)dx
0 0

(249)
Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:
( z , _ )
| Kyt + K [u(x) - ‘/’(x)] =0 |
{ sze(x) + KSZ ['U.(x) - H(X)] =0 }
V(Sl [u(x) - l/)(x)] + Ky [u(x) - e(x)] +f(x) = 0) (250)
Y condiciones de borde:
Yoy =0
0(0) =0
(Kq + Ksz)u(()) - Ksﬂ/J(o) — K260y =0 (251)
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Utilizando el método de operadores diferenciales para la solucion del sistema de ecuaciones:

-1

U(x) KD 0 Ky D> — Ky 0
O p = — KD K,,D® — K, 0 0
L&) (Ks1 + Kgp)D? —KD —KuD feo (252)
Es decir;
K K., (Ky; + K Ky K, + K K K. K.
I(ugc,s,, _ Ks s2(Kp1 + Kp) u&’)'\. .(— 4 p18sy T K51 Kpp - s18s2 f(x)\l
| Kp1Kpy (K1 + K2) | | Ksa+Ks) Kp1Kpz (K1 + Kz) Kp1Kp (Ks1 + Kso) 7 |
K. 1K Z(Kbl + sz) } { Ksl KleSZ }
911111/ __s1"s 9”” — no__ ’
{. ) Kmez (Ksl + KSZ) ) H i Kbl (Ksl + KSZ) f(x) KbleZ (Ksl + Ksz) f(x) |
[ _ KK, (Kp1 + Kp2) o | | K1 mo_ K1 Ky £ |
Yo Kp1Kpo (K1 + Ksz) @) \ Ky (Kgy + K2) '@ Ky Ky (Ko + Kp) '@ )

(253)

Se obtiene una ecuacion diferencial de sexto orden. Normalizando la ecuacion diferencial por la
variable z = x/H:
. Ks1Ksz (Kbl + sz) 24,000
@ KpiKpp (K + K) @
H? Kp1Ksz + K51 Kp

Ks1Ks2

- _ " + 401 H6
Kor + K@ ¥ Ry Rer + K 1D ™ Kai (s + K
(254)
Definiendo cinco parametros:
(oo | Kake KR K
4 Kpz (K51 + Ks3) ’ Ky Kpy ' Ky $
| WmaxHZ I
\ A= —a )
(K51 + Ks2)(1 —e™) (255)
Reemplazando los cuatro primeros parametros:
HZ
rrrrr mnrro__ rnrr 2 n 2
ucy" = (ar)’ugyy = m[—f(z) + (% +m5)fin — (me) fin] (256)

Asumiendo una carga lateral general (Miranda, 1999):
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Wmax

f(x) -

e (1o i) - = fo =1

Wmax (1 _ e—a+az)

—-a

Reemplazando la carga lateral e introduciendo el quinto pardmetro:

uey'" — (ax)?

nrr

La expresion para u), ¥z Y 6z Se propone:

Uy = Co + €1z + G222 + C32% + C4 cosh(akz) + Cs sinh(akz) + Coz* + C,e~ 9%

uiy = —ngngd + [a* = (nf, +ng)a’ + ngnglae-+es

H,y = Cg + Coz + C102% + Cy4 cosh(axz) + Cy, sinh(akz) + C;3e~419%

HOz) = Ci4 + Ci5z + Ci162% + Cy7 cosh(akxz) + Cyg sinh(akz) + C;ge =342

Donde:

Expresando los coeficientes de v, y 6, en funcion de los coeficientes de u,:

\

|

|
L7

(ar)n,

(aK)? —ng

nang

G =

a* — (n2 +ng)a*+ (nang) |

( 6
Hl/)(z) = Cl + (ZZ)CZ + 3Z2 + n_z C3
¢

¢

, 6
H@(z) = Cl + (ZZ)CZ 3z° + T)_Z C3
0

K 24 ange~4+az
Lﬂezcosh(cxkz)] Cs + <4Z +17 >66 [ o ]C7
]

(ax)?

( _Mgs_
4 Ce = 24(ak)?
|
\

a*[a? — (ax)?]

(ak)mp
(aKx)? —

24
cosh(akz)] Cs + <4Z + >C6 [
Ur

(ak )779
(aKx)? —

|

AR
smh(aicz) Cy |
ar}(p —a+az }
a? —ng & )

A

|

2 smh(a}cz)] Cy

~~

J

(257)

(258)

(259)

(260)

(261)

Las constantes se obtienen de evaluar las condiciones de contorno relevantes (el origen de x esta

en la parte superior del modelo):
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( uw =0
Y =0
9(1) =0
< 1/’20) =0 (
00y =0
\(Ks1 + Ks2)w(o) — Ks1¥(0) — Ks20(0) = 0) (262)

Las constantes:

[, __(@op 77 (_ ng  a’ng )
{Cz}zlz _ml j_(ak)2+ aZir) [a* = (0§ +ng)a® + (Gm3)] |

|

| l

_(@)ag |

_((Zf)z +C;7796 —[a* — (2 +n3)a® + (n? 7]9)]}'

-1

(ar)ng, cosh(ak)

1 3+— -
C 77(% (ar)? — 17(%
C; =11 3+ % _ (ar)ng zosh(zouc) .
Cs U (ax)? — 12

kgq k52> [ kgq ks,
0 —6\—=+—=F akx)?® +
- <r"%’ 5 (@ (ax)? —ng  (ax)? —nj

( (ar)n? sinh(ak) 24 an?

—26 77402 2 —|4t+—5]Ce 2n¢2C7
(@)® = ng ® as—mny

akx)n? sinh(ak 24 an?

. _<4+7>% G

((ZK) —MNg N4 —n3
k k

_< ko ks 2>a3e_ac7

Para el caso de una carga lateral uniformemente distribuida (a — o0), la expresion de u,), ¥, y

6 resultan:

u(z) =Cy + C1z + C,z% + (323 + C, cosh(akz) + Cs sinh(akz) + Coz*
6 (i) ]

IH »=C +22)C, + (322 +=|C —wsmhakz Cy |
4 l/)( ) 1 ( ) 2 < 7’)3;) 3 (ak_)z (p ( ) 4

(ar)ng, 24

) l @)? = écosh(mcz) Cs+ (423 +—= - C6 J >
HO ) = C + (22)C, + < >C3 [(a(:)z)ne smh(arcz)] C,
2
(m:)ng cosh(mcz)] Cs + <4Z +—]Cq
*|c@or =3 Ue (264)
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Donde:

Ut N i
{Cz} _J(ak)? —af  (ax)? —n3
G 2 2mp
(ar)? * (ax)?
[ 6 (ar)nz cosh(ak) 1 '
1 3 +% T (an)? = m I( 2 (ar)n?, sinh(ax) B (4 N %) c \|
2 2 _ 2 4 2 6
{gl} 1 3+ 6 (ar)ng cosh(ax) { ( (;ZKZ) hn(w ) Mo #
(7 2 - ar)n? sinh(ak 24
Cs g (aK)? — 12 | —2¢; —(;”C")Z ——C, — <4 + —2) Co |
k51 kSZ kSl(aK)3 kgz(ak)3 k n@ 7]9 J
0 —6|—5+—7 2 _ 2 72 0
ng  mg) [(@x)?—ng  (ar)* —ngll
Co = —(C; + C, + C3 + C4) — €, cosh(ax) — Cs sinh(ak) (265)
e Casos especiales
e) Cuando % - (ﬁ -0 ) Evaluando el limite de de la ecuacion diferencial:
s1 52
K Ksl) H* K¢
umm (== == HZ] u/m — _[ "o HZ 2s1
@ [(Kbl Kp2 @ Ky, fa Kb1f(z) (266)

La ecuacion muestra que si en la estructura se considera una rigidez al corte infinito, la

viga GSBL1 tiene el mismo comportamiento que la viga SWB de dos campos. Para el caso
de una carga lateral uniformemente distribuida:

W H (1 , 1 1) 1 W, H?
- | — - = —_ e 1 52
Yo T ko \24” 67 V8 Tae K, %)

inaxH‘* {1 — cosh(axz — ax) — (ax)[sinh(akz) — sinh(arc)]}

K2 Ky, (ak)* cosh(ak) (267)

4.1.7.2 Caso?2
e Calculo de la matriz de transferencia

Segun las ecuaciones diferenciales acopladas suponiendo que las cargas externas acttan en los

pisos y no a lo largo de la altura del piso, es posible escribirlo de la siguiente manera:
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|{ Kblll”(’x) + Ky [“’(x) - l'b(x)] =0 \I
{ Kbz + Kz [uee — 0] = 0 }
K [t = i) + Kozl = 60] = 0

(268)
La expresion para ug,y, ¥, Y O, S€ propone:
P para ue), Yz Yy 0(z) S€ prop
Uy = Co + C1z + €22 + C32° + C4 cosh(a’kz) + Cs sinh(a”kz)
Wi, = Co+ Crz + Cgz% + Cy cosh(a*kz) + €y, sinh(a*kz)
H(Z) = C11 + Clzz + C13Z2 + C14Z3 + C15 COSh(CZ*K'Z) + C16 Sil’lh(a*KZ) (269)
Donde
|( o = K1 K 14 @ K K \l
{ Ky (K1 + Ksz) Kbl Ky ' Ky, }
| (a*zc)nlzp (a K)?]a |
R e B o SO e oo i oo |
v m M (270)
Expresando los coeficientes de v, y 8, en funcion de los coeficientes de u,:
( Uy = Co + €1z + C2* + C32° + C4 cosh(a*kz) + Cs sinh(a*kz) )
6
J Y,y =C1t (22)C, + (322 + —2> C3 + rysinh(a’kz) Cy + 1y cosh(a*kz) Cs }
n
Y
2, 0 , . .
0z = C + (22)C; + | 32° + — | C5 + rg sinh(a*kz) C4 + 4 cosh(a’kz) Cs
\ Ur J (271)

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante asociados al desplazamiento

lateral resultan:

My, = Kblll)/(x) = (2K,1)Cy + (6K}12)C3 + 1y (k) Ky cosh(a’kz) Cy + 1y (" k) Ky sinh(a*kz) Cs
M, = sze’(x) = (2K};,)C, + (6K}32)C3 + ro(a’k) K, cosh(a’kz) C, + ry(a* k) K, sinh(a’kz) Cs
Viy = Ks + Ksz)u/(x) —Kay — Ks2b) = —6(Ky, + Kj,)C3 — rsinh(a’*kz) C, — r cosh(a*kz) Cs

(272)

Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:
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(u;(z;) \ {CO\
Yi(z) | | C1 |
9(2) CZ
i o]
Mi(z) | (@) |C3I
Mri(zi) | kc‘lJ
\Vi(z) Cs (273)
Donde:
1 z  z? z3 cosh(a*kz) sinh(a*kz)
6
0 1 2z 3z +— 1 sinh(a*kz) 1y cosh(a*kz)
ay
6
Ki(z)=|0 1 2z 3z%2 + o 1 sinh(a*kz) 19 cosh(a*kz)
]
0 0 2K, 6K,z 1y (@ K)Kpq cosh(a’xz) 1y (a*K)Kp, sinh(a”kz)
0 0 2K, 6K,z rg(a*K)Ky, cosh(a*kz) 19(a*k)Ky, sinh(a*kz)
[0 0 0 —6(Kp +Kpy) —r sinh(a*kz) —rcosh(a’kz) 1 (274)

e Analisis estatico bajo cargas estaticas puntuales aplicadas a nivel de piso

La relacion entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales.

(un () (wa(h)
i l/)n((O)) i n i ll)l((hl)) i n n
6,(0) | _ 01(hy) | B
L = k_lT"(O){Muml)} 2| L] nojr-r
IZNOI. 225G
k V,(0) } t Vi (hy) ) (275)
Expresandolo en forma simplificada:
(un(O) \ (u1(h1) A
| "’”?’i | wl(chlg i
6,000 | _ .| 6:(n
iMm(m l} - {iMlllchlai}”
My, (0) M1 (hy)
o) Vll(hll) ) (276)

Donde:
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{t— ]_[Tkm) f= —Z[ ﬁ Tk(O)]FS —Fn}

k=s+1

(277)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior
y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia
es de 6x6 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

Uiy =0 ) (wh) = 0)
Yy =0 |¢1(h1) = 0|
0(1):0 >_){91(h1)—0}
Yo =0 | Min o) =0
9(’0) =0 {Mrn o) = 0 |
(K51 + Ks2)uoy — Ks1¥h0) — K200y = 0) V@ =0 (278)
Reemplazando:
(un(O)\ [t1,1 iz tiz tia b5 & 6] ( 0 \ {fq
[, (0)] |21 t2z laz l2a 25 log| | 0 [ | /2]
{9 N()) } [ts1 t32 t33 l3a t3s t36|{ } { }
ltss taz taz tas tas t4-6| My, (hy)
| 0 | Its 1 ts2 53 l54 Us5s5 s 6 M21(h1) |f5 |
\ 0 ) lt6,1 te2 lez lea tes UL, 6J \ Vi(hy) ) f6J (279)

Despejando momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:

0t =|tsa tss Ulse|{ M (hy)p+<fst =M (hy) tsa tss5 tse fs

{0} [%4 las t4,6] My, (hy) fa My, (hy) [t4,4 las t4,6]_1 fa
0 tea tes tleel| Vi(hy) fs V,(hy) lea tes leg fe (280)

Sustituyendo las fuerzas internas se obtienen el desplazamiento y las rotaciones en la parte superior

de la viga:

Y, (0) t2a t2s5 t26||lsa G55 Ise fst+3/2
6,,(0) t34 t35 l3ellles los lee fe f3 (281)

u, (0) [t1,4 tis t1,6] [t4,4 tas t4,6]_1 fa fi
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4.1.8 Viga sandwich generalizada de tres campos (GSB2)

Se presenta la viga GSB2, el cual considera que la estructura consiste en un acoplamiento en serie
de una viga sandwich (SWB) y una viga de corte (SB). Esta viga (GSB2), resulta de la
generalizacion de la viga sandwich (SWB) al incluir un campo cinematico de rotacién adicional,
donde se tendra en cuenta la deformacion por cortante en elementos mas rigidos como los muros
de corte. Teniendo en cuenta este nuevo campo cinematico y la introduccién de la rigidez al corte;
se puede utilizar esta viga (GSB2) como una viga de reemplazo general a todo elemento
estructural; como muros de corte, muros de corte acoplados y porticos.

Chesnais (2010) estudié un edificio de muros de corte de 16 pisos y concluyé que la rigidez al
corte local de los elementos verticales puede tener el mismo orden de magnitud que las otras
rigideces caracteristicas de una viga sdndwich. Para superar este problema propuso esta novedosa
viga de reemplazo tipo sandwich generalizada para el caso del analisis dinamico e ignorando la
inercia rotacional. Realizd una comparacion del anélisis dindmico del edificio utilizando la viga
sandwich y la viga sandwich generalizada, encontrando una reduccion del error del 11% para la
viga sandwich y del 2% para la viga sandwich generalizada respecto al primer periodo fundamental

del edificio, demostrando asi la eficiencia de esta nueva viga de reemplazo.

e, P
®

LZI’RB

AW e 00
o Y

Kb1 Koz

e L™

Ks1

Ks2

(@) (b)
Figura 62. Viga Sandwich Generalizada (GSB1) de tres campos. a) Caso 1, b) Caso 2.

El modelo tiene tres campos cinematicos, un movimiento transversal Unico u y un campo de
rotacion diferente (6 y ¥). En el modelo; Kjq, K1, Ky, ¥ K son las rigideces a la flexion global,

rigidez al corte global, rigidez a la flexion local y rigidez al corte local respectivamente. Cabe
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resaltar que el valor de K,; puede resultar insignificante respecto a K, ; cuando los elementos

verticales son lo suficientemente delgadas como las columnas.

Chesnais (2010) aplicd el método HPDM a estructuras de uno, dos y tres tramos y calculo

expresiones analiticas para la rigidez al corte global (tabla 3).

Single frame Double frame Triple frame

— : ' - : :
'(ll,’D l‘» I’-'EJ Q}:JF; 1 ;n' a ;Jf:
E{-” © g I arnr: 1 e i i-_. ff--m-:- i a“.rn.r-‘-'
i LI_/ 4
"f'p E'.” ['ri IP ‘!P
2kpknm kp(kp(2kme + Kmi) +12Kmekmi) (@bt ke pelkpe-+ 26p) +3(2 ks 2hime (ki + 2Kpe))
kp + 2k kp® +2Kkp(2 kme + ki) + 6 kmekomi ke +3(2Kime (ki +2Kmi ) ) +2 ke (ki +2 K +2 ki )
. 12E; ; ; .
with ki=———1c—+ and Jj = m,me, mi, p, pe or pi
Im I;’
(1.16) (1.17) (1.18)
Tabla.3 Expresiones analiticas de la rigidez a cortante global Ks para estructuras de pdrtico simple, doble

y triple (Chesnais, 2010).

4,181 Casol

La energia potencial del modelo GSB2 de tres campos se expresa como:

1 H ! 2 ! 1 H ! 2
V = 5_’; {Kblg(x)z + Ksl [Q(x) - l/)(x)] + szl/)(x)z} dx + Efo KSZ [I/)(x) - u(x)] dx ( 282 )
e Muro de corte acoplado:
( < , < )
| Ky = Z FAuwic? Ky = rz Ely, |
4t'< Y e e H e )]_1'}
s1 — T ’ ' '
£ [L\12E1, GAb 12E1, GAW J (283)
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e Portico:

(

| Kp1 = ZEA zCz  Kpz =
{ =1
| 1

Ks1 = Zb:[ <12Elb GA;,>] K

rEI”

S

NMQ

C

|
)

= (284)
e Dual (Pértico + muro de corte):
( N 1\
{IKbl zEAClCl'sz_erICl+er1Wll s1 — z 12Elb GAE, |}
i=
R THAES IR
| 12El, ~ GA 12E1, " GA ) (285)
El trabajo realizado por la fuerza externa es:
H
W= f foaUon dx
o [T (286)

En consecuencia, la energia potencial total de la viga GSB2 de tres campos sometido a una

distribucién de carga lateral general se expresa como:

1

H
U=5 f {Kon00)” + K000 = Vo] + Kbl + Kealthey — (o] }d f fooue dx (287)
0

Las soluciones de forma cerrada del modelo sobre el que actta una carga transversal se logran
resolviendo el sistema diferencial que surge de la estacionariedad de la ecuacion. La

estacionariedad debido al equilibrio implica:

6U = fo H{Kb19('x)59£x) + Ksa[8x) = ¥ ) [66) = Ks1[600) = Y0168y + K2 ()5 ()
H
+ Koz [y = ) |89y = Koz [hx) — (|14 Jdx — j f () 8y dx
H
— J;) Uy Of (x)dx (288)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:
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U= —{Ke2 [ — u(x)]5u(x)} +[szll’(x)5ll’(x)] +[Kb19(x)59<x)]

[ Rl o] + £00) e
0
H
- f (Kot — (Ko + KepDhiay + Koa By + Kt oW

H
f {Kp10(xy — Ks1[0e) = ¥ ]}60 ) — fo UGy 6f (x)dx

(289)
Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:
KSZ [u&) - lpéx)] + f(x) =0
Kp16(e) = Ks1 (000 — o] =0
Kpa iy — (Ks1 + Ka)P () + Ks10x) + Ksati(y = 0 (290)
Y condiciones de borde:
00y =0
1/120) =0
V) — Uy =0 (291)

Utilizando el método de operadores diferenciales para la solucion del sistema de ecuaciones:

U(x) K¢, D? 0 —K,D foo
O p=—| 0 Kp1D* — Ky Ksq 0
Yo ) Ky Kp2D? — (Ksy + K2)| 1 0 (292)
Es decir;
(m K51 (K1 + Ki2) o) (- 1 F Klebz + Koo Kp1 + K51 Ky Ks1 \
tlw T g g Y T et foy = foo i
| b1Kp2 | | Ks Kp1 Kp2 K, Kp1Kp2 "7 |
{ gl _ Sl (Kbl + KbZ) 9”” } { KSl f, }
| ) KpiKpy @ | Ky Ky ™ |
Sl (Kbl + KbZ) " KSl ’
e i o +
Ve Kp1 K, T Kukn V@) | Kz fo Kp1 K, e ) (293)

Se obtiene una ecuacion diferencial de sexto orden. Normalizando la ecuacion diferencial por la

variable z = x/H:
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,,,,,, _ Ksl(Kbl + sz) qu,m — f,,,, KlebZ + KSZKbl + Klebl H4, 172 K51H6 f
@ Ky Ky @ @ Kp1Kpo K @ KKy, @ (294)

O su equivalente:

_ Kp1 Ky,
Klesz

KbleZ e nrr
K Uy — (Kbl + KbZ)HZu(z) =
s1

e 921 (L o — e
) KSZ o1 Ksl Ksz @) @

(295)

Definiendo cuatro parametros:

K K K W, .. H?
b2 b1 b2 S2 (296)

Reemplazando los tres primeros parametros:

mnrrrr nr [1 nr 12}
uy” = (@)ugy = (=) + (@) +mylfiy —mya® (e = Dfeo } (297)

Asumiendo una carga lateral general (Miranda, 1999):

Winax + Wmax _
f(x) = m(l — e 4tag ) f(z) — (1 a+az) ( 298)

Reemplazando la carga lateral e introduciendo el cuarto parametro:

llllll

Uz — ((ZK)ZUEIZI), = _né(lz (KZ - 1A+ {a4' — [(QK)Z + 7712/;]‘12 + néaz(Kz — 1)}Ae—a+az ( 299)
La expresion para u,y, ¥, Y 6 Se propone:

Uz = Co + €1z + C2° + C32° + C4 cosh(akz) + Cs sinh(axz) + Coz* + Cre™4 %

HG(Z) = C8 + CgZ + C10Z2 + C11Z3 + ClZ COSh((ZKZ) + C13 Sinh((ZKZ) + C14e—a+az

Hi ;) = Ci5 + C6z + C172* + C1g2° + C1 cosh(akz) + Cyg sinh(akz) + Cy e~ 2+ (300)

Donde:

{C Ny —1) a* —[(ax)? + nlzl,]az +n5a?(k? — 1)}
= _

242 "7 a*[a? — (ax)?] (301)
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Expresando los coeficientes de ¥, y 6, en funcion de los coeficientes de wu,:

(W) = Co + €1z + G2 + C32° + C4 cosh(akz) + Cs sinh(akz) + Coz* + Ce~4* 9%

)
l {H 0 = G + (22)C, + (322 + 6p1)C3 + [(aK)p3 Sinh(aKZ)]C4} |
{ +[(ax)ps cosh(akz)]Cs + (423 + 24p,2)Cs + (psae™*T42)C, }
| {Hl[)(z) =C; + (22)C, + (322 + 6p,)C5 + [(ar)p, sinh(oucz)]@} |
\ +[(ak)p, cosh(akz)]Cs + (423 + 24p,2)Ce + (pgae™2T2)C, ) (302)
Donde:
_ Ks1Kpa2 + KsaKpy + Ks1Kp1 _ Ks1Kpa + Ks1Kps )
P1 K1 Ksa H? P2 T K HE
_ KleszH4
B3 = K1 Kpa (@)* — [KsxKpg + KspKp1 + Ks1 Kot JH2 (@2 + Koy Ky HY
Ip, = [Ks1H2 - (aK)ZKbl]KSZHZ [
* Kp1Kpp (ar)* — [Ks1 Kpy + Koy Kpy + K1 K1 JH? (ar)? + K1 K, H*
_ K51K52H4
PS = Ko1Kp2a* — [K1Kps + KszKp1 + Koy Kp1 JHZa2 + Ky Koy H?
P = [Ks1 — a®Kp1[Ksp H?
VT Ky i Kypat — [KeiKpp + KsaKp1 + Ksi Kp11H2a? + Kgq Koo H* (303)

Las constantes se obtienen de evaluar las condiciones de contorno relevantes (el origen de x esta

en la parte superior del modelo):

( up =20
9(1) =0
Yy =0
! 6p=0 |
1/120) =0
W) — (o) =0

(304)

Las constantes:

2 (aK)Zps] {_24 {pl} c - {pS}aze—aC7}

e

2 (ar)’p, p2 Pe
C, 1 3+6p; (ax)pscosh(ak) - —2C, + (ax)ps sinh(ak) C, — (4 + 24p1)C — psaC;,
{Cg} =11 3+6p, (ax)pscosh(ax)| x{—-2C,+ (ax)p,sinh(ak)C, — (4 + 24p,)Ce — peaC;
Cs 0 6p; (ax)(ps — 1) (1 —pelae™°C;
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Co = —(Cy + C, + C3 + Cy + C;) — C4 cosh(ak) — Cs sinh(ak) (305)

Para el caso de una carga lateral uniformemente distribuida (a — o), la expresion de u(,, ¥, Y

6z resultan:

Uz = Co + €1z + Coz* 4 C32° + C4 cosh(akz) + Cs sinh(akz) + Coz*
{HH(Z) =C, + (22)C, + (32% + 6p1)C3 + [(ax)p; sinh(oucz)]C4}
+[(ax)ps cosh(akxz)]|Cs + (423 + 24p,2)Cq
{Hw,b(z) =C, + (22)C, + (322 + 6p,)C5 + [(aKx)p, sinh(oucz)]@}

( 1
| |
k J

+[(ar)p, cosh(akz)]Cs + (423 + 24p,2)C, (306)
Donde:
-1
Cz} [2 (ak)ng] P1 )
= —24

{C4 2 (ax)’p, {pz} Ce

(G 1 3+6p; (ax)pscosh(an)] —2C, + (ak)psz sinh(ak) Cy — (4 + 24p1)Ce) \
{Q} =11 3+6p, (ax)pscosh(ax)| x {—ZC2 + (ax)py sinh(ax) C; — (4 + 24p2)C6}
Cs 0 6p; (ax)(ps — 1) 0

\ Co = —(Cy + C, + C3 + Cg) — C4 cosh(ak) — Cs sinh(ak) (307)

4182 Caso?2
e Calculo de la matriz de transferencia
Segun las ecuaciones diferenciales acopladas suponiendo que las cargas externas actdan en los

pisos y no a lo largo de la altura del piso, es posible escribirlo de la siguiente manera:

Ksa[ugo = in] = 0
Kp10(x) = K510y = ] = 0
szlp&) — (Ks1 + Ksz)lp(x) + Ks10(x) + Kszuzx) =0 (308)

La expresion para u, ¥ Y 6 Se propone:

Uy = Co + C1z + C2° + C32° + C, cosh(a*kz) + Cs sinh(a*kz)
0z = Cg + Coz + C19z* + Cy, cosh(a*kz) + C;3 sinh(a*kz)
Yz = Cis + Ci6z + C172° + Cy9 cosh(a*kz) + Cyo sinh(a*kz) (309)

Donde:
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(310)

Expresando los coeficientes de ¥, y 6, en funcion de los coeficientes de wu,:

Uz = Co + €1z + Coz% 4 C32° + C4 cosh(a*kz) + Cs sinh(a*kz)
HO,y = C, + (22)C, + (3z% + 6p,)C; + [(a*1)p3 sinh(a*kz)]C, + [(ax)p; cosh(a*kz)]Cs
Hyzy = Cy + (22)C, + (32% 4 6p,)C3 + [(a*1)p, sinh(a*kz)]Cy + [(ak)py cosh(a*kz)]Cs (311)

Donde:
_ KaKpy + KaKp1 + K1 Kpy K51 Kpp + K51 Kpy )
L= KSlKSZ P2 = KSlKSZ
_ K51K52
i Kp1Kpo(a*1)* — [Ks1 Kpp + K2 Kp1 + Ko Kpq ] (@ k)% + K1 K, (
_ [Ks1 — (ax)?Kp1 1K,
kpl} B Kp1Kpo(a*1)* — [Ks1 Kpp + K2 Kp1 + Ko Kpq ] (@ k)% + K1 K,

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante asociados al desplazamiento
lateral resultan:
M) = Kp18(x) = 2Kp1)C; + (6K},12)C5 + (a”K)?p3Ky; cosh(a*kz) €4 + (a*k)*p3Ky, sinh(a*kz) Cs

M) = KpaWiyy = (2Kp2)Co + (6K22)C5 + (" Kk)*paKy, cosh(a*kz) Cy + (a”Kk)?paKy, sinh(akz) Cs
Vi) = Ks2 (uEx) - l/)(x)) = 6p3K;,C5 + (k) (py — DK, sinh(a*kz) C, + (k) (py — 1)K, cosh(a*kz) Cs

(312)
Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:
((wi(z) C
e | [dl
Yi(z) | _ C
{i My (z)) I} = Ki(z) {I C; I}
Mri(Zi) Cy
Witz ) \c;J (313)

Donde:
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1z z? z3 cosh(a*kz) sinh(a*kz)

0 1 2z 3z2+6p, (a*k)ps sinh(a*kz) (akx)ps cosh(a*kz)
Ki(z) = 0 1 2z 3z%Z+6p, (a*Kk)p, sinh(a*kz) (ak)p, cosh(a*kz)

0 0 2K,, 6K,z (a*k)?p3K,, cosh(a*kz) (a*Kk)?p3K,; sinh(a*kz)

0 0 2K, 6Kz (a*k)?p4K,, cosh(a*kz) (a*Kk)?p4Kp, sinh(a*kz)

0 0 0 6p3K;; (a@*k)(py — 1)K, sinh(a*kz) (a*x)(ps — 1)K, cosh(a*kz)]

(314)

e Analisis estatico bajo cargas estaticas puntuales aplicadas a nivel de piso

La relacion entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales.

(un(O) ) uy (hy) \
| 6.0 | | 61Ch) |, .
P (0) | _ Y1(hy)
4. M, (0) .} B e Ti0) { My (hy) .} - Z Ll_—[ T~ £
M, @] My (h) | 07
SOV, v (hy) (315)
Expresandolo en forma simplificada:
(un(O) ) (u1(h1) )
| 6,000 | | 6:(h) |
Y (0) | _ ) ¥1(hy)
4i My, (0) i} Bl t{i Mlll(hll) i} tf
Mrn(o) Ml‘l (hl)
k 1,(0) ) t V1(hy) ) (316)

Donde:

(317)

Esta ecuacidn expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior
y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 6x6 y se mantiene constante en todos los pisos.
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Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

( uw =0 uy (hy) = 0)
O =0 6, (hy) = 0
] Yo=0 | Juik=0]
9(’0) = 0 Mln 0) == 0
Yoy =0 Mrn 0) =0
W) — UGy =0 V) =0 (318)
Reemplazando:
U = 0
9(1) =0
Yay=0
9(0) =0
Yy =0
V(o) ~ (o) =0
(un(O)\ [t1,1 t12 t13 t1a Us 04 6] ( 0 \ (fl\
| 6,(0) | |tz1 t22 tz23 l2a tz5 la26]| 0 | | /2]
Y, (0) } _ |ts1 tzz2 t33 tza t3s t3 6|{ } {f3 }
{ 0 [tss taz taz tas tas t46| My () (T fa
| 0 | tsq1 ts2 ls3 tsa Iss tss | My (o) | |f5 |
\ 0 ) |-t6,1 te2 tez lea los lee \ Vi (hy) ) tféj (319)
Despejando momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:
0 taa tas tae] (Mi(hy) fa My (hy) taa tas tas] " (fa
0{=|tsa tss tse|sMp(h) p+3fs¢ 2> M(h)p=—|tsa ts55 tse fs
0 tea les leel | Vi(hy) fe V;(hy) tea los les fe
(320)

Sustituyendo las fuerzas internas se obtienen el desplazamiento y las rotaciones en la parte superior

de la viga:
u, (0) tia tis tie|[tas tas tas] " (fa fi
0,(0) p =—|t2a t25 tae||tsa 55 tse fst+1/2
Y, (0) t34 35 l36lltes Lles Lee fe f3 (321)
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4.1.9 Viga sandwich generalizada modificada de dos campos (MGSB)

Debido a la complejidad en los célculos de la Viga sandwich Generalizada (GSB), se desarrolla
un nuevo modelo de viga de reemplazo “Viga sadndwich Generalizado Modificado (MGSB)”
apropiado para modelar a los muros de corte acoplados. Moghadasi (2015), realizdé un analisis
paramétrico para comparar las rotaciones en los muros de corte acoplados frente a una carga lateral
uniformemente distribuida utilizando el Software SAP 2000 y concluy6 que se puede suponer que
los campos de rotacién en los muros de corte acoplados son casi idénticos siempre que el cociente

del ancho de los muros esté entre 0.25 y 4:

B,
025 <— <4
B, (322)

Teniendo este criterio en cuenta; la viga sandwich generalizada (GSB) de tres campos se reduce

una viga sandwich generalizada modificada (MGSB) de dos campos.

B 1B TB TB

Kozl Kol

52 Ksi1 i

Kb

a1 ()

“AKb2 |40
H2|H
Ksz

H1

(a) (b) [(3]

i)

Figura 63. Viga Sandwich Generalizada Modificada (MGSB) de dos campos. a) Caso 1, b) Caso 2, ¢) RB
equivalente y d) Idealizacion de la rigidez MGSB.

4.19.1 Casol

La energia potencial del modelo MGSB de dos campos se expresa de la siguiente manera:

1 H
V= _f {Kor60s)” + Ksa [ty = 0] + Ka0' + K [ufyy = 0] f dx

2, (323)

Teniendo en cuenta términos comunes:
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1 H r 2 ' 2
V= _f {(Kb1 + Kp2)0() " + (Ks1 + Ksp)[u(y) — )] }dx
0

2 (324)
Donde:
c c c
( 2 -1 -1 -1)
Koo = ) 1Bl Kip = ) EAgicl Koy = ) GAc, Ky = (K5 + K7Y)
i=1 i=1 i=1
< b * 2 * 2 ¢ ;
6EI, [(I* + 5%+ (I" + S,)7] 12E1,; K,
Kb:z ’ KEI, 'KC:Z i TSR TK
i=1 [*3h (1 + 12 *2#) i=1 ¢ b
I*2GAp,; (325)

Esta nueva expresion de la energia potencial resulta idéntica a la energia potencial de una viga
Timoshenko (TB) donde las rigideces a la flexion y al corte estan acopladas en serie. Al anularse
el efecto de los miembros axialmente rigidos que transmitian las fuerzas horizontales entre ambas
vigas, la viga MGSB de dos campos se vuelve mas rigida que el GSB original. Para superar este
problema es necesario modificar las rigideces a la flexion mediante un coeficiente n adecuado.

Este coeficiente n se determinara por compatibilidad de desplazamientos en z = 0.

El desplazamiento horizontal de una viga sandwich (SWB) frente a una carga lateral propuesta por
Miranda (1999) es:

Uz = Co + €1z + C2° + C32° + C4 cosh(akz) + Cs sinh(akz) + Coz* + Cre ™% (326)

Donde los coeficientes C,, C;,C,,C5 y C, se conocen; al evaluarlo en z =0 y ordenando

adecuadamente, se obtiene:

U(o)

El parametro K, es solo funcion de a y k. En la figura 64 se muestra la tendencia del parametro K;
para diferentes valores del peralte de la viga de conexion: 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9 y 1.0 m. Se observa
que el incremento del peralte de las vigas de conexion tienen un efecto positivo al incrementar la
rigidez lateral y como consecuencia reducir el desplazamiento total del elemento estructural. He
aqui la importancia de considerar el aporte de estas vigas de acoplamiento en las cajas de
ascensores, donde el considerarlo en el analisis incrementa notablemente la rigidez lateral y

torsional.
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En la figura 65 se observa que a mayor grado de acoplamiento la tendencia del desplazamiento es
hacia el comportamiento de flexion global despreciando el aporte de rigidez a la flexion local; e
incluso para un grado de acoplamiento menor, esta tendencia se acerca rapidamente a la situacion

de flexion global.

U(2)/
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006

Hv=0.6 Hv=0.7

Hv=0.5

Hv=1.0

Hv=0.9

Hv=0.8

Figura 64. Desplazamiento del edificio en funcioén al peralte de las vigas de conexién.

El comportamiento a flexion local despreciando la flexién global se obtiene evaluando h, - 0y
como consecuencia @ — 0. En este caso la funcion de las vigas de conexion es fundamentalmente
transmitir las cargas horizontales y forzar a que los muros de corte trabajen juntas. El
desplazamiento maximo del edificio para este caso se denotara como uy, o ). Al evaluar esta

condicidn en el desplazamiento maximo del edificio sujeta a cargas laterales, se obtiene:

wH*
U o) =
(=0 ™ 8Ky, (328)
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Figura 65. Desplazamiento del méaximo del edificio en funcién del grado de acoplamiento.

El comportamiento a flexion total (global + local), se obtiene evaluando h, — o y como
consecuencia a — oo. Este es el caso de los muros de corte altos y esbeltos (Con una relacion
alto/ancho muy elevado). El desplazamiento maximo del edificio para este caso se denotard como

Uen,-w)- Al evaluar esta condicion en el desplazamiento maximo del edificio sujeta a cargas
laterales, se obtiene:

wH*

o) = 8(Kp1 + Kpz)

(329)

El desplazamiento maximo del edificio se denotara como:

Uy = Mu(on,-0) T (1 = MUon,»00) (330)

Sustituyendo las expresiones anteriores y despejando se puede obtener el coeficiente 7:

Uo) — U(0,h,>)

U(0,h,~0) — U(0,hy—)

(331)
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Figura 66. Tendencia del parametro n con la altura del edificio.

En la figura 66 se observa que a mayor altura la tendencia del parametro n es cercano a cero.
Significa que cuando el nimero de pisos aumenta, la flexion global se vuelve cada vez mas
importante y por lo tanto las vigas de conexion aumentan la rigidez de los muros acoplados con
respecto a la situacion de muros desacoplados; esto es comprensible, tal como lo sefiala Zalka
(2020) al aumentar el nimero de pisos la flexion global domina el comportamiento de la estructura.
Ademas, se observa que la tendencia del pardmetro n al valor cero aumenta con el aumento del

peralte de las vigas de conexion.

La energia potencial del MGSB de dos campos (TB + TB) se convierte en:

1" , ’ ’
V= EJ;, {[UKM +(1- U)sz]g(x)z + (K1 + KSZ)[u(") B Q(x)] }dx (332)

Es decir:

1 H 2 2
V=—f K;0/ "+ Kilup,,—0 dx
2J, { b¥(x) S [ ) (x)] } (333)
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Donde:

( c c
Ky = ks + (1=K =11 ) 7Elg+ (1= 1) Y Edgye?

=0 =0
c
_ _4n—1
) Ki =K+ K = ) GAr+ (K5 +K:) >
i=0
b n

K, = Z 6EL, ;[(I* + S1)? + (I + S3)?] c = z 12E1,

KET, ; B = 2
o *3 )L
i=0 l h(l + 12—1*2GAb,i)

i=0

(334)

Tal como se observo inicialmente, si se cambia las rigideces K, y Ky por sus equivalentes laterales
K, y K respectivamente, resulta que las ecuaciones de la viga MGSB de dos campos son idénticos
a las de la viga TB; es decir, las mismas conclusiones obtenidas para la viga TB son aplicables
para la viga MGSB de dos campos.

La expresion de uzy:

1 1.1 e /1 1 1/q1 1 e°
O | = b e (R R Caear

+/1[(1 1) e‘“<1+1+1)] A L a? 2+/1e‘“3
a3 6 a \a 2 a2 d 202 aze Z 6aZ

+ iz‘l + /1(a2 — a2) —-a+az
24 a*a? (335)
Para el caso de una carga lateral uniformemente distribuida (a - o):
WmaxH4< 1, 1 1) W H?
- | — ——z 4 - e 1 _ 52
U = 5% Tt te) t o (77D (336)

4.19.2 Caso?
e Calculo de la matriz de transferencia

Recordando la matriz de transferencia de la viga TB, se tiene:
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1 z z Z;
0 1 2z 3z/+—;
Kz =1 2K; 6K}z

00 0 -—-—5k:

L a 4; (337)

Ademas;

( Ti(@ =K @)K '(hy)
4'(u1<0) u;(hy) '}
6;(0) 0;(h;)
I{M(O)} GO SYY
v oy Vi(hy)

e Analisis estatico bajo cargas estaticas puntuales aplicadas a nivel de piso

La relacion entre las fuerzas y desplazamientos de la parte superior y la base de la viga, segun la

viga TB resulta:

(un(0) (u1(hiN

4 6,,(0) } t{ 61(hy) }+f
\IIV/I ((()0))) (11\2((:11)) ) (338)
Donde:
4|( t= ﬁ T, (0) \i
k=1
| F = _ _rl
¢ Z, L]lmm]r; ") (339)
Ademas:
rres| e Pl [ R IR A R (3409
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4.1.10 Acoplamiento en paralelo de viga de corte y viga Timoshenko de dos
campos (MCTB)

Debido a la complejidad matematica que resulta al analizar la viga sndwich generalizada (GSB),
se desarrolla un modelo matematico que descuida la rigidez a la flexién global. Segun Mangione
y Migliorati (2015), este modelo denominado viga sdndwich generalizado modificado (MGSB) es
adecuado para modelar porticos planos que en la practica se utilizan para edificios menores a lo

25 pisos.

El “acoplamiento de dos vigas modificada (MCTB) de dos campos” resulta del acoplamiento en
paralelo de una viga Timoshenko (TB) y una viga de corte (SB). Se toma en cuenta un movimiento

transversal Ginico u y un campo de rotacion 6 igual en ambas vigas.

En el modelo; K, es la rigidez al corte global en la SB izquierda y K, y K, son las rigideces a
la flexion local y al corte local en la TB derecha.

SB TB sB TB o R
X
Ha !
Ksil Koz Ksil Kbz i
| AKs2|" I AKs2| 2" [ Kbz
: 1
' 582
H1
= T 1“3110 R | e e T tb]” TR T, 7 E ] [d]

Figura 67. Acoplamiento de dos vigas modificada (MCTB) de dos campos. a) Caso 1, b) Caso 2, ¢) RB
equivalente e d) Idealizacion de la rigidez MCTB.

4.1.10.1Caso 1

La energia potencial del modelo MCTB de dos campos se expresa de la siguiente manera:

1 " r 2 1 H , 2 , 2
V= E_];) [Kslu(x) ] dx + EL {szﬁ(x) + KSZ [B(x) — ‘u,(x)] }dx (341 )
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Donde:

b c

c c
Kslz(KlJ_1+Kc_1)_1:Kb2:rZEIC,iJKszzzaAc,i'szz hL Ko = }
i=0 i=0 i=1 i=0 (342)

El trabajo realizado por la fuerza externa es:

H
W=ff Uy dX
o [T (343)

En consecuencia, la energia potencial total de la viga MCTB de dos campos sometido a una

distribucion de carga lateral general se expresa como:

1 rH . - 2 H
“=z2), (Kot + Kol + KealO = ] x = S dx (344)

Las soluciones de forma cerrada del modelo sobre el que actlia una carga transversal se logran
resolviendo el sistema diferencial que surge de la estacionariedad de la ecuacion. La

estacionariedad debido al equilibrio implica:
H
0

H H
— Ko2 [0y — (x| 6ufy Jdx — f f () 8u(e) dx — f U 8f () dx
0 0 (345)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacion, ordenamos los términos comunes:
! H ! H
oU = [sze(x)(?ﬁ(x)]o + {(Ksl + Ksz)u(x) - K529(x)}5u(x)0
H
- fo {Kp26(3) = Ks2[000) — () ]}60x)

H H
- f {(Ksl + Ksz)u&) - Ksze(,x) + f(x)} Su(x) - j U(x) 8f (x)dx
0 0 (346)

Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:
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Kp20(y — K2 [e(x) - u’(x)] =0
(Ksl + KSZ)u’(’x) - Kszel(x) + f(x) =0

(347)
Condiciones de borde:
e
(K51 + K)ugoy — K260y = 0 (348)
Utilizando el método de operador diferencial para la solucion del sistema de ecuaciones:
U(x) K, D Ky,D? — K] 7 ( O
{H(x)} " T l(Ky + K)D? =KD ] {f(x)} (349)
Es decir;
KaK " 1 . K
'R (o + ) . {(W [+ 5w |
KK N K ,
O L) B W caswa LR (350)

Se obtiene una ecuacion diferencial de cuarto orden. Normalizando la ecuacion diferencial por la

variable z = x/H:

Ks1Ks> H? Ks2
unn _ Hz u// — [_fll + Hz_f
@ 1Kpa (K51 + Ks2) @ " Ky +K, L 1@ Kpp '@ (351)
Definiendo tres parametros:
=y KSZZ K = & 1= Wmatz
Kpo (K1 + Kgp) ' IK T (K + Ksp)(1—e79)
b2 \Ns1 S2 S2 s1 S2 ( 352 )
Reemplazando los dos primeros parametros:
2
up — (aK)?uy = ————|—fin + a?k* + 1,
@) @ Tk, + K., [=fé @] (353)

Asumiendo una carga lateral general (Miranda, 1999):
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Wmax + Wmax _
Jo =1 a(l‘e“) 7o =1 e (354)
Reemplazando la carga lateral y el tercer parametro:
ucy — (ax)?ugyy = 2a®(k? + 1) — Ala®(k* + 1) — a®le™ ¢+ (355)
La expresion para u, se propone:
_ Ak2+1) , Aa?(k2+1)—a?]
Uy = Cy + €1z + C; cosh(akz) + C5 sinh(axz) — TR Zla? = (a)7] (356)

Las constantes se obtienen de evaluar las condiciones de contorno relevantes (el origen de x esta

en la parte superior del modelo):

( U =0 )

ty=—-1(1 1+e_a
u(l)_ a a

ugy = —A(1—e™%)

" 2 1 e
U(l) == A a 1 —-——+ +a
\ a a (357)

Las constantes:

1 a?(k? +1) — a?
Co = u(y) — C; — [C; cosh(ak) + C5 sinh(ax)] + 2 {E + ( ) }

ﬁ + a?[a? — (akx)?]

2( 02 _ 2
C, = u(l) (ax)[C, sinh(ak) + C5 cosh(ak)] + A {1 +=+ aa EZZ j(lcz;c)z? }
2

yl 1 e %a
G, = (O(K)Z {kz +aZ_—(aK)2}
A2 1 e™@ a
\ C3 = —C, tanh(ak) + (@) cosh(an) <1 -t T) + az——(a;c)z] J (358)

Para el caso de una carga lateral uniformemente distribuida (a — o), la expresion de u, resulta:

_ Wa H? -2 1 WoH? (1 — cosh(akz — ak) — (ax)[sinh(akz) — sinh(ax)]
e = K z K2 Ky + K, (ak)? cosh(ak) (359)
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Esta expresion de la deflexion muestra que el desplazamiento lateral estd compuesto por la
deflexion por corte y una deflexion debido a la interaccion entre la flexion y el corte.

4.1.10.2 Caso 2
e Calculo de la matriz de transferencia

Segun las ecuaciones diferenciales acopladas y suponiendo que las cargas externas actan en los
pisos y no a lo largo de la altura del piso, es posible escribirlo de la siguiente manera:

{sze(x) — Koa[0) = ugy] = 0}
(Ksl + KSZ)u(x) - Ksze(x) = 0

(360)
La expresion para u,) Yy 6, se propone:
uc,y = Co + C1z + C, cosh(a’kz) + C5 sinh(a*kz)
6, = C4 + Cs cosh(a*kz) + Cq sinh(a”kz) (361)
Donde:
a* KSZZ 51
sz(K + K, 2) Ks2 (362)
Expresando los coeficientes de la funcion 6,y en funcion de los coeficientes de u,y:
ucy = Co + C1z + C, cosh(a*kz) + C5 sinh(a’kz)
a‘k a‘kK
0 =C1+Cr— - >sinh(a"kz) + C3 2 cosh(a*kz) (363)

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante asociados al desplazamiento

lateral resultan:

(a'x)? (a'x)?
M, = szﬁ(x) =C,—— = sz cosh(a’kz) + C;—— = sz sinh(a*kz)
Vi = (Ksl + Ko )uy — KOy = Ks1C1 (364)

Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:
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(ui(zi Co

0;(z;) } _ Gy
4%%)_&m)6
VAHY, & (365)
Donde:
1z cosh(a*kz) sinh(a*kz)
a‘k a‘k
0 1 - sinh(a*kz) — 2 cosh(a*kz)
Ki(zi) = (a*K)Z (CZ*K)Z
0 0 1——K2Kb2 COSh(CZ*KZ) 1—_K2Kb2 smh(a*;cz)
0 Ky 0 0 - (366)

e Analisis estatico bajo cargas estaticas puntuales aplicadas a nivel de piso

La relacion entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales.

(un(o)\ n (ul (hi)\ n n
6,(0) | _ 61 (h;)
{Mn(O) } - BT"(O){MZ(@ } _; LELT"(O) Fs—h
wo) Vi(hy) o (367)
Expresandolo en forma simplificada:
(un(0))  (ur(h))
6,(0) | _ . J0:.(h)
4Mn(0) } = t41\/111(hi) } +f
\n,(0)) VA, (368)

Donde:

IO | E
k=1

s=0 Lk=s+1

(369)

Esta ecuacidn expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior
y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 4x4 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:
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Uy =0 ) (i (hy) = 0)

(

| |

4 0y =0 &_){el(hl)=0}
I sze(lo) = O I Mrn (0) == 0
\( )

Ks1 + Ks2)u (o) — Ks20(0) = 0 LV, =0 ) (370)
Reemplazando:
u, (0) tin ti2 tiz tia 0 fi
0,(0) | _ [t21 T2z l23 l2a 0 + f2
0 tsx tsz t3z tza|)Mi(hy) fs
0 tar taz taz tasl \Vi(hy) fa (371)
Despejando momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:
(0) - [tg,g t3,5] {Ml(hl)} N { 3} . {M1 (hl)} _ [tg,g t3,5]_1 {f3}
0 tys  tas](Vi(hy) fa Vi(hy) taz tas] fa (372)
Sustituyendo las fuerzas internas se obtienen el desplazamiento y la rotacion en la parte superior:
{un(o)} __ [t1,1 t1,2] [t3,3 t3,5]_1 {f3} n {fl}
6,(0) t21 t22f[tas tas fa 2 (373)
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4.1.11 Acoplamiento en paralelo de dos vigas generalizado de tres campos
(GCTB)

Se desarrolla la viga GCTB de 3 campos, el cual considera que la estructura consiste en un
acoplamiento en paralelo de una viga Timoshenko extensible (viga Timoshenko debido al efecto
de los muros de corte y extensible debido a la extensibilidad axial de los muros de corte) y una
viga de restriccion a la rotacion (debido al ndcleo continuo resultado de la presencia de la viga de
conexion). Se supone que las vigas estan acopladas en paralelo por medio de miembros axialmente

rigidos que solo transmiten las fuerzas horizontales y no se deforman.

Moghadasi (2015) propuso esta novedosa viga de reemplazo para el analisis de la deflexion lateral
de muros de corte acoplados sometidos a una carga uniformemente distribuida y luego utiliz6 una

formulacion FEM unidimensionales para el analisis dinamico.

La rigidez de un muro de corte acoplado esta fuertemente influenciada por las propiedades de las
vigas de acoplamiento: si hay vigas de acoplamiento, la rigidez total del sistema excede la suma

de las rigideces individuales de los muros de corte.

Para obtener la rigidez equivalente de la viga de restriccion a la rotacion, es necesario modelar la
viga de conexion como viga Timoshenko e igualar la energia potencial de una viga de conexion y
su equivalente continuo. La viga de conexion se modelé como viga Timoshenko para tener en

cuenta la rigidez a flexion y a cortante (no despreciable en vigas de gran peralte).

Ef q(x.1) Shear Flow
Gleds - . Ny
—
e
En EDh >
ET
Gikdi  Gkde L .
EAl EA2 N » Edl B ‘ —:
Eeg=0 7
™ Geq T
ufx) ™
prx) —
X —
; )
g —— o
B1 i B2 B b B
gy REET
(a) (b)

Figura 68. a) Muro de corte acoplado, (b) modelo continuo equivalente y (c) equilibrio de fuerza y campos
cinematicos consistentes (Moghadasi, 2015).

164



Energia potencial de la viga de conexion:

M? M2)  VEL[ 1,° 1 l
f Y@, Ve gt Mol Vil b7 L
El, kGAb Kg 2 [12El, kGA, 2Kq (374)

l
Donde M, = V;b es el momento flector en los extremos.

Energia potencial del equivalente continuo, segiin Capuani (1994):

zvzlb 1
ed 2 Geqtph (375)

Al igualar ambas energias potenciales, se obtiene:

-1

c 1 (1 N 1 N L
¢ t,h \12EI,  kGA, 2K, (376)

Es muy complicado establecer una ecuacion cerrada teniendo en cuenta el efecto rotacional en los

extremos de la viga de conexidn. Capuani (1994) sugiere:

ER?t,
16 (377)

Ky = {n + % [log(3 — 4v)]2}

Moghadasi (2015), propone tener en cuenta el efecto rotacional en los extremos de la viga de

conexion adicionando una longitud adicional:

h, h,
I —l<1+ ) z(1+050 )
b Hlb g Ly (378)

En este proyecto de investigacion, se tendrd en cuenta la propuesta de Moghadasi (2015). La

rigidez equivalente de la viga de restriccion a la rotacion equivale:

-1

c 1(1,° L1
® " t,h\12EI, kGA, (379)
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Kb1 - U

(d)

Figura 69. Viga CTB de tres campos. a) Caso 1, b) Caso 2 y ¢) RB equivalente y d) Idealizacion de la rigidez
CTB de tres campos.

El modelo de viga GCTB de 3 campos toma en cuenta tres campos cinematicos: un movimiento

transversal u y un movimiento rotacional 6 y una extensibilidad axial w.
Las hipdtesis basicas del modelo son:
e Los muros de corte estan en tension plana.
e Los muros de corte tienen una seccion transversal rigida.
e Las vigas de conexion son inextensibles axialmente.
e Se supone que los campos rotacionales en cada muro de conexidn son iguales.

Tal como lo demuestra Moghadasi (2015), esta ultima condicion se verifica cuando se cumple la

siguiente relacion:

B,
025 <—<4
B, (380)

Donde B, y B, son los anchos de los muros de corte izquierdo y derecho respectivamente. La
compatibilidad de rotacion, entre los muros de corte y el nlcleo equivalente se evalta por medio

del parametro p:

B + B9y S (B; + 31)9
20, p= 2, @ (381)
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Figura 70.  (a) Compatibilidad de rotacion no modificada y (b) modificada con extensibilidad axial en una
porcion tipica del modelo continuo (Moghadasi, 2015).

El flujo de corte que actla verticalmente dentro del nicleo genera una extensibilidad axial que se

distribuye a lo largo de la altura. Se establecen los campos cinematicos locales:

|( Wl(x) = Wul(x) + yle(x) \I
4 Wz(x) = Wuz(x) + yze(x) &
I]/ (x) =u' +pb _Wul(x)+Wu2(x)W |
k c (€3] €3] lb (X)) (382)

Debido a que el flujo de corte genera una rotacion secundaria en el muro de corte, se puede

establecer una condicion adicional entre ambos campos cinematicos:

wy =w (383)
Teniendo en cuenta esta condicion, los campos cinematicos locales resultan:
( Ay
wi(x) = =—=wi + 5,0
1
{ Wz(X) = W) + yze(x) >
Ay
(x) = u, +M9 —A_1+ 1w
Lyc ) Zlb (€9) lb (x)) ( 384 )

41.11.1Caso 1

La energia potencial del modelo GCTB de tres campos se expresa como:
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1 H ;2 r 2 ' 2 1 H
V= E—I;) {Kblw(x) + Kp20(x)” + Kz [ty — O] }dx + E-fo Ks1ve(x)? dx (385)
Donde:
A3
Ky =E| Ay +—),Kpp = E(I1 + 1), Ks1 = Gogtyly, Ky = Gi(A; + Ay)
4 (386)
Denotando:
4,
, B, + B, 1+7;
Yo = Uy + MOy = MWeo M =5 o = (387)
Reescribiendo:
1 r 2 r 2 / 2 1 ; 2
El trabajo realizado por la fuerza externa es:
H
W= f foaUon dx
o (O (389)

En consecuencia, la energia potencial total de la viga GCTB de 3 campos sometido a una
distribucién de carga lateral general se expresa como:

1

H

;o2 2 ?

U= E_f {Kblw(x) + sze(’x) + Kz [uéx) - 9(")] }dx
0

1 H 2 H
= Koy Oy — dx — d
+3 fo 1[4y + MO —nwen|” dx L feoue dx (390)

Las soluciones de forma cerrada del modelo sobre el que actia una carga transversal se logran
resolviendo el sistema diferencial que surge de la estacionariedad de la ecuacion. La

estacionariedad debido al equilibrio implica:

168



H
SU = f {Kp1 Wiy SW(xy + Kp20()86 1y + Ksz[U(ry — 0| [6U(y — 56| }dx
0
H
+ f Ksl[uzx) + me(x) - nw(x)][SuEx) + m89(x) - n8w(x)]dx
0

H H
_fo F)Sugy dx—f0 Uy 6f (x)dx (391)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacion, ordenamos los términos comunes:
! H r H 1] H
oU = Kbl[W(x)aw(X)]O + sz [Q(X)SH(X)]O + {[(Ksl + Ksz)u(x) — (Ksz — mKsl)H(x) — nK51W(x)]69(x)}0
H
+ j {—Kblwé;) — nKsluEx) — mnKsle(x) + TLZK51W(x)}5W(x)
0

H
+ f {_sz g(lalc) - (Ksz - mKsl)uEx) + (Ksz + mZKsl)g(x) - mnKslw(x)}(Se(x)
0

H H
+ f {_(Ksl + Ksz)u&) + (Ks2 — mKs1)9(’x) + nKs1W(’x) - f(x)}5u(x) - f U(x) Sf (x)dx
0 0

(392)
Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:
_Kblw(x) - nK51U(x) - mnKsle(x) + n2K51W(x) =0
_szg(x) - (KSZ - mKsl)u(x) + (KSZ + mszl)e(x) - mnKslw(x) =0
_(Ksl + KSZ)u(x) + (KSZ - mKsl)e(x) + nKslw(x) - f(x) =0 (393)
Y condiciones de borde:
9(0) =0
W(O) =0
(Ksl + Ksz)u(o) - (Ksz - mKs1)9(0) —nKgwey =0 (394)
Utilizando el método de coeficientes para la solucion del sistema de ecuaciones:
U(x) —nKs D —K,1D? + n?Ky —mnKs, o
{W(x)} = _(KSZ - mKSl)D _mnKsl _szDz + (KSZ + mszl) { 0 }
) | =Koy + Ki)D? nK, D (Ksp — mKg;)D feo) (395
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Es decir;

( KSlKSZ [nZKbZ + (m + 1)2Kb1] nrr

ul’l’l’ _ u
) Kp1Kp2 (Ks1 + Ks2) @
i Ks1Ksa[n?Kp; + (m + 1)*Kp, | Wi
) Kp1Kp2 (Ks1 + Ks2) @

KleSZ [lesz + (m + 1)2Kb1] 2z

v~

S~ Kp1 K2 (Ks1 + Ksz) 00 J
( 1 v K1 (Ksg + m?Koy) + 0K Ky, n’K K, )
(Ko + Ky2) feo * Kp1Kp2 (K51 + Ks2) feo - Kp1Kp2 (K51 + Ks2) >e
) nKgq o KgKon(m+1) >
Kp1 (Ks1 + K2)" @ K1 Kpp (K + Kgp) '@
(Ks; —mKg1) _,, K1 Kgpn? '
Kpa(Ks1 + K2) '@ Ky Ky (Ksy + Ks) feo (396)

Se obtiene una ecuacion diferencial de sexto orden. Normalizando la ecuacion diferencial por la
variable z = x/H:

Ks1Ks,[n*Kp, + (m + 1)K, ]

uIIIIII _ HZuIHI
@ Kp1Kpz (Ks1 + Ks2) @
__ H? £ 4 Kp1 (Ks; + m*Ks1) + n*K1 Ko HAEr n’Ksi Ky, HOF
Koy + Ki)'@ Kp1Kps (Ks1 + K2) @ K1 Kpo(Ksy + Kp) @
(397)
Definiendo seis parametros:
( Kq K. K )
a=H |—2"2 = (m+1)2+n2£
{l Kp2 (K51 + Kg3) Kp1 l}
2
| _ Ksq _ Ks> _ Koy o WinaxH |
n =H _'779_H - N =H _'A_ —
™ K K% K2 " (Ko + K)(1 = e™9)) (398)
Reemplazando los cinco primeros parametros:
HZ
rererr nr nr 2 2 n 2
ucy = (ar)’upyy = m[_f(z) + (5 + m?ng + nznﬁv)f(z) — (n*n&n3)fw) (399)

Asumiendo una carga lateral general (Miranda, 1999):
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Win
1-—

a.
e—a

foo =

x (1 _ e—a+a%) _)f(z) _

Wmax
1—e@

(1 _ e—a+az) ( 400 )

Reemplazando la carga lateral e introduciendo el sexto parametro:

mnrrrr

U(z)

nrr

2
— (ar)’uy = —

La expresion para u,), w) Y 0z e propone:

n?nZngd + [a* — (n§ + m®n3 + n?n)a® + n*nn|a

(401)

U = Co + €z + Cz° + C32° + C, cosh(akz) + Cs sinh(akz) + Cez* + Cre™* %
W(Z) = Cs + CgZ + C10Z2 + Cll COSh(aKZ) + ClZ Slnh(aKZ) + C13Z3 + C14_€_a+az

0(z) = Cis5 + C162 + Cy72* + Cyg cosh(akz) + Cyg sinh(axz) + Cyoz> + Cyye™

Donde:

nZ 2,2
C6 _ NMwe

a* — (né + mzr;;5 + n?n

-~ 24(ak)?

(402)

w)a? +nnin

C, =

/—__/\__\

a*[a? — (ax)?]

\
|
|
)

(403)

Expresando w(,, y 6, en funcion de los coeficientes de wu,):

{
{

+[pe(ak) cosh(axz)]|Cs + (paz

Donde:

nn2[(m + Dn3 — a?]

Wiz = (p3)C1 + (2p32)C, + (pg + 3p32°)C5 + [pe(ak) sinh(axz)]C,

6(z) = C1 + (22)C, + (py + 322)C5 +
+[p,(ax) cosh(axz)]Cs + (psz + 42z3)Cs + ap,e (¢,

j

+ 4p3z3)Cq + ap,e™419%C,

j

[p,(ak) sinh(akz)]C,
(404)

nnZng — (ng —mn3)a?

P1 P

a* — (n2n +nj§ + m2n3)a? + n*ning
_m+1

_ 24[p3(775 + mzné) + mnna,]

27t — (nzna, +n% + mzné)az + n2ngns

_ 24[p3mn§, + m]a,]

P3 Da

1]

n
g, [(m + Dng — (ax)?]

212 12
n“nMwe

’

5 2 2
nnwmy

nning — (g — mnj) (ax)?

Pe = a* — (nzna, + 13+ mzné)az +n2n2n3’

p7

_ 6[ps(ng + m?n3) + mnn?|

a*— (n2n} +nj +m2n3)a® + n*nin
_ 6[psmn} +nnj |

p
8 nnzn2
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Las constantes se obtienen de evaluar las condiciones de contorno relevantes (el origen de x esta

en la parte superior del modelo). Las constantes:

e Evaluamos dos condiciones de borde en la parte superior:

B/ =0 2971
b Zof =18} = -1 ] (B Gieremeel

(406)
e Evaluamos tres condiciones de borde en la base:
9(1) = 0
W(1) =0
(K51 + Ksz)uéo) — (Ks2 — mKs1)9(0) —nKswy) =0 (407)
Es decir;
G 1 po+3 p-(ax) cosh(ak) -1
{Q} = —|ps3 ps + 3p3 pe(ax) cosh(ak) x
Cs 0 Ks1(mpg —npg) —Kspe  (ar)[Ks1 (1 4+ mp; — npg) — Ks2 (1 — py)]
2C, + p;(ax) sinh(ak) C, + (ps + 4)Cs + poaCy
2p3C; + pg(ax) sinh(ak) Cy + (ps + 4p3)Ce + p1aC;
[Ks1 (1 + mp, —npq) + K, (1 — py)]lae™C, (408)
e Evaluamos un desplazamiento cero en la base:
{u(l) = 0} - {Cy =—(C, + C, + C3) — [C,4 cosh(ak) + Cs sinh(ak)] — (Cs + C;)} (409)

4.1.11.2 Caso 2
e Calculo de la matriz de transferencia

Segun las ecuaciones diferenciales acopladas y suponiendo que las cargas externas actdan en los

pisos y no a lo largo de la altura del piso, es posible escribirlo de la siguiente manera:

—Kpiwi,y —nKsu,y —mnKg 6, + nZKslw(Z) =0
_KbZG(z) - (KSZ - mKsl)u(z) + (KSZ + mZKsl)e(z) - mnKslw(z) =0
_(Ksl + KSZ)u(z) + (KSZ - mKsl)e(z) + nKslw(z) =0 (410)
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La expresion para ), W) Y 6z, Se propone:
— 2 3 . . .
Uy = Co + C1z + Coz° + C32° + C4 cosh(a’kz) + Cs sinh(a*kz)
W(Z) = Cg + CgZ + Cl()ZZ + C11 COSh(a*K'Z) + ClZ sinh(a*lcz)

9(2) = C15 + Cléz + C17Z2 + C18 COSh(a*KZ) + C19 Sinh(a*KZ) (411)

Definiendo cinco pardmetros:

( KK, Ky, )
s11hs2 b2
a= [————— k= |[(m+1)2+n2—
{l Kpp (K51 + Ks2) Kpy l}
I T T T
\ MK T (K T (K J

Expresando los coeficientes de la funcion w,, y 6, en funcion de los coeficientes de u,:

(412)

Uy = Co + €1z + 2% + C32° + C4 cosh(a*kz) + Cs sinh(a*kz)
W) = (p3)C1 + (Zpgz)Cz + (ps + 3p3zz)C3 + [p6(a*lc) sinh(a*xz)|C, + [p6(a*ic) cosh(a*kz)|Cs
0 = C1 + (22)C, + (p9 + 322)C3 + [p7(a*ic) sinh(a*KZ)]C4 + [p7(a*ic) cosh(a*}cz)]CS
(413)

Donde:

( g, [(m + Dng — (ax)?] _ nngng — (n§ — mnj ) (ax)?
4296 a* — (n2n% +ng + m?n3 )a? + n2ngnj 7
|

_m+1 6[ps(n§ + m?n3) + mnn |

6[psmnj +nn? |
b3 = T:Ps =

nnzn3

)\
|
a* — (n2n2 +n3% + mzné)az + n?ngne ¥
|
'p9 )

nnZng
El momento flector y la fuerza cortante asociado al desplazamiento lateral resultan:

{M1 = Kp1Wixy = (203Kp1)Cy + (6p3Kp12)Cs + [peKp1 (a*)? cosh(a*Kz)]C4}
+[peKp1 (a*k)? sinh(a*kz)]Cs

{Mz = Kp20(y = (2Kp2)C; + (6Kp22)Cs + [p7Kpa (a"k)? cosh(a*xz)]c4}
+[p7Kp, (@*k)? sinh(a*kz)]Cs

{V = (Ks1 + Ksz)uzx) — (Ksz — mKs1)0 () — K1 W(x) = p1oCy + (2P1OZ)CZ}

+(p11 + 3p102°)C5 + [p12(ax) sinh(a*kz)]C, + [p12(a*x) cosh(a*kz)]Cs (414)
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Donde:

{pm = (1+m—np3)Ks1,p11 = (Mpy — npg)Kgy — Pngz}

P12 = (1 + mp; —npe)Ks; — (1 — p7)Ks, (415)
Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:
((ui(zi) (Co)
[ w;(z;) | Ci |
6;(z;) } { G, }
= K;(z;
{Mli(zi) (@) |C3 |
Mzi(zi) kC‘l)
Wiz ) Cs (416)
Donde:
1 z z? z3 cosh(a*kz) sinh(a*kz)
0 p; 2psz  pg+ 3p3z? Pe(a’k) sinh(a*kz) pe(a*x) cosh(a*kz)
K.(z,) = 0 1 2 Do + 322 p,(a*k) sinh(a*kz) p,(a*k) cosh(a*kz)
S0 00 2p3Ky, 6p3Kp, 2 PeKp1 (@*K)? cosh(a’kz)  peKy; (a*k)? sinh(a’kz)
0 0 2K, 6K,z P, Ky (a*Kk)? cosh(a*kz) p,Kp,(a*k)? sinh(a*kz)
[0 P10 2P10Z P11+ 3P10Z° p12(a”x) sinh(a*kz) p12(a’k) cosh(a"kz) | (417)

e Analisis estatico bajo cargas estaticas puntuales aplicadas a nivel de piso

La relacion entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales.

(un(0) (u1(hi) )
| wn(0) | |wih) |
6,(0) | _ 0,(h))
4 M1, (0) | } =[] 7O { Mlll(h ) } z [ T (0) | Fs —
| M,,, (0) | k=1 | M, (hy) | s=0 Lk=s+1
\ v, (0) J Wv ) ) s

Expresandolo en forma simplificada:

(un(0) Y (wah)
| wa(0) | | wa(h) |
l 0,(0) thé 01(h;) Lf

| n©) [ s )
M@ [ My (h)
SAOPEACAHY, (419)
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Donde:

{t— ]_[Tk(O) f= —Z[ [ Tk(O)]Fs —Fn}

k=s+1

(420)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior

y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 6x6 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

Uy =0 l (w(hy) = 0Y
W(l) =0 Wl(hl) =0
W(IO) = 0 - Mln (0) = 0 (
9('0) =0 M3 0y =0
\(Ks1 + Ks2)u(g) — (Ksz — mKg1)0(g) — nKgqw(oy = 0) Vi =0 (421)
Reemplazando:
(un(O)\ [t1,1 tio tiz tia tis 4 6] ( 0 \ (fl\
|w,(0)| |t21 t22 f23 loa l25 log|| 0 | |fz |
6,,(0) } _ [ts1 tzz2 t33 tza t3s t36|{ } { }
0 ty1 tap taz tag tas €4 6| M, (hy) +
| 0 | tsqg ts2 Us3 lsa tss s 6| | Myy (hy) | |f5 |
k 0 } teg o2 lez lea los U, 6J t Vy(hy) J kféj (422)
Despejando momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:
0) [tas tas tae](Mi1(hy) fa My, (hy) taa tas tas] " (fa
0t =|tsa tss tse|AMy(hy)p+3fst 2> My(h)p=—|tsa ls55 Use fs
0 tea leos tleel| Vi(hy) fe V,(hy) lea los lss fe (423)

Sustituyendo las fuerzas internas se obtienen el desplazamiento, la deformacién axial y la rotacion

en la parte superior de la viga:

u, (0) tia tis tiel[tas tas tae]  (fa fi
wp(0)r=—|t2a t2s tae||tsa G55 tse fs¢t+1/2
0,,(0) t34 l35 tl36lltes tes teg fe f3 (424)
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4.1.12 Acoplamiento en paralelo de dos vigas generalizado modificado de dos
campos (GCTB)

Se desarrolla la viga GCTB de dos campos, el cual considera que la estructura consiste en un
acoplamiento en paralelo de una viga Euler Bernoulli extensible (viga Bernoulli debido a que solo
considera el efecto de flexion de los muros y extensible debido a la extensibilidad axial de los
muros de corte) y una viga de restriccion a la rotacion (debido al nucleo continuo resultado de la
presencia de la viga de conexidn). Se supone que las vigas estan acopladas en paralelo por medio
de miembros axialmente rigidos que solo transmiten las fuerzas horizontales y no se deforman.
Esta viga GCTB de dos campos resulta adecuada para muros de corte intermedios a altos, en donde

generalmente es posible despreciar el efecto de la rigidez al corte de los muros de corte.

La viga GCTB de dos campos resulta de ignorar la deformacion por corte local y de considerar
U(x) = B(x) en la viga GCTB de tres campos. EI modelo de viga GCTB de dos campos toma en
cuenta dos campos cinematicos: un movimiento transversal u y una extensibilidad axial w.
Ademas; K1, K}, Y Kgq son larigidez a la flexion global, la rigidez al corte global, la rigidez a la

flexion local y la rigidez al corte local equivalente de las vigas de conexion, respectivamente.

u RB

Kot Koz

Kot A7)
Kbz =2

Kei —T—;—;=
m ‘

L P A A Vi a2 2 it 0 2 ]
(@ {b) (d)

Figura 71. Viga GCTB de dos campos. a) Caso 1, b) Caso 2 y ¢) RB equivalente y d) Idealizacion de la
rigidez GCTB de dos campos.
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4.1.12.1Caso 1

La energia potencial del modelo GCTB de dos campos se expresa como:

1 H , " 1 H
V= Ef [K’“W(x)z + szu(x)z] dx + —f Koy (x)? dx
0 0

2 (425)
Donde:
A3
Ky =E|Ay+—),Kp, = E(1 + 1), Ks1 = Gyt 1
41 (426)
Denotando:
=(m+ Du,,, —nwgy,m = ,n =
re ) ) 21, lp (427)
Reescribiendo:
1 H ;2 w2 1" ) 2
El trabajo realizado por la fuerza externa es:
H
W = f Uy dX
, 10 (429)

En consecuencia, la energia potencial total de la viga GCTB de dos campos sometido a una
distribucién de carga lateral general se expresa como:

H

1 H ! rn 1 ! 2 H
U= Ef [Kblw(x)z + szu(x)z] dx + E_f Ksl[(m + 1)u(x) - nw(x)] dx — f foo U dx
0 0 0

(430)

Las soluciones de forma cerrada del modelo sobre el que actla una carga transversal se logran
resolviendo el sistema diferencial que surge de la estacionariedad de la ecuacion. La

estacionariedad debido al equilibrio implica:
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H
SU = f (K Wiy Wy + Kyt Sl }dx
0
H
+ f Ksl[(m + Dugyy — nw(x)][(m + Déugy) — nSW(x)]dx
0

H H
} f fG)uey dx - f e 87 ()0 (431)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacion, ordenamos los términos comunes:
! H n ! H
SU = Ky [Wiy 5wl ) + Koo [uieySu(y],
24 ! H
+ {[—Kpzufyy + (m + 12K ufyy —n(m + 1)K51W(x)]8u(x)}0

H
+ f {—KmW(';’C) —n(m+ DK ug,, + n2Kg Wi Jowin
0
H
+ f {KquE% — (m + 1*Kgugyy + n(m + DK w(y, — F(O)}Sucn
0

H
— | uen 8F(0)d
fou() fx)dx (432)

Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:

iz

{ —Kblw’(’x) —n(m + 1)K51ul(x) + 2K wiy =0 }
szu(x) - (m + 1)2K51u’(’x) + n(m + 1)K51W1(x) - f(X) =0

(433)

Y condiciones de borde:

W(O) =0
U(O) =0
_Kqu(O) + (m + 1)K51U(0) - nK51W(O) =0 (434)

Utilizando el método de operador diferencial para la solucion del sistema de ecuaciones:

{‘Lt(x)} ~ [ —n(m+ 1)K, D —K,,D* + nZKsl]_l{ 0 }

Wl T KDt — (m+ 12Ky D n(m+DK,D | Uw (435)

Es decir;
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I(u _ KSl[nszZ + (m + 1)2Kb1] [”[ (L [f// n KSlf :I\
] Ko1Kyz ol | ® 77 Ky, ' }
| |

_ Ksl[nszz + (m + 1)2Kb1 A
& Kp1Kpz Y

—n? L
Kblez ) (436)

Se obtiene una ecuacion diferencial de sexto orden. Normalizando la ecuacion diferencial por la
variable z = x/H:
Ks1[n*Kpy + (m + 1)%Kp4] H* K51

e HZu”” —_ |fr _ nZ _HZ
€9 Ky1Kpa &) 7 Ky, fo Ky, Jeo (437)

Definiendo tres parametros:

’K K, WonarH?
a=H K_Sl K—\/(m+1)2+n21{—bz,l=#je_a)
b2 b1 b2 (438)

Reemplazando los dos primeros parametros:

uIIIIII _ (CZK)ZU.”” — " K' _ (m + 1)2
@) @ {f @~ i)} (439)
Asumiendo una carga lateral general (Miranda, 1999):
_ Wnax atay Winax —-a+az
f(x)—m(l—e ) f(z)— —(1-e ) (440)
Reemplazando la carga lateral y el tercer parametro:
ucy' = (@x)®uyy = —2a?[k? — (m + 1)?] + Ma?[x? — (m + 1)?] — a’}e™@+%* (441)
La expresion para u,y se propone:
Ar? —(m +1)2
Uz = Co + €1z + Cz° + C32° + C4 cosh(akz) + Cs sinh(akz) + [ 24(}1(2 "1 4
Ma?[k? = (m + 1)?] - }e-am
a*[a? — (ax)?] (442)
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Las constantes se obtienen de evaluar las condiciones de contorno relevantes (el origen de x esta

en la parte superior del modelo):

( ur) =0 \
u(1) = O
u(o) =0
1 e™@
{ "o Z
w=(1-+ )
u'('(')') =1(1—-e7%)
- 5 5 1 e™“@
Lu(l)—/l[oc (m+1) (1—a+ a)_a]J (443)
Las constantes:
_ ) 1 (m+1) 2[k2 — (m+1)?%] -
Co = —[Cy + C, + C5 + C, cosh(ak) + Cs sinh(ak)] — A{ﬁ [1 ] a4 2% — (@]
B _ 1 (m+1) 2[k?2 —(m+ 1)?%] -
C, = —[2C, + 3C5 + (ax)C, sinh(ax) + (ax)Cs cosh(ak)] — /1{8 [1 ] Bl — (@]

(ax)?

_A{az[icz—(m+1) ]1- }

—-a

C;
(ax)?

- 4

2

2a2[a? —

(ax)?]
(m+1)?

(m+ 1)%a?

G

kZ

2 (e-
[C, sinh(ak) + C5 cosh(ak)] + Z {% +

A

kZ

* ala? — (arc)z]}

}

B (m+1)2
o (aK)4{ B
Aa?(m + 1)?
(ax)s cosh(ak)

Cs = —C, tanh(ak) +

ot

—a [OfZ[K2 —(m+1)?]

a? — (ak)?

1
a

e—a
+—) +
a

<)

=]

(444)

Para el caso de una carga lateral uniformemente distribuida (a —» o), las constantes resultan:
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(C _ (m+ 1) 1 1 sinh( )]+(m+1)2+1 (m + 1))
o~ @315 cosh(are) L(ar) T > 2a2k* 8 82
k2 — (m+1)?
= [t

ot

(m+ 1)?
a3k5 cosh(ak)

sinh(ak)
— (an)

Cs =4
\ 5

(445)
La expresion de u,):

K—(m+1D* 1 , 1 1\ (m+1)7?
o[ty

ﬁz —gz+§ 2K*a?

(m+1)zl{

A(1—=22%)

1 — cosh(axz — ax) — (ak)[sinh(akz) — sinh(aic)]}

(ax)* cosh(ak)

(446)
Es decir;

W, H* 1 1 1 m+1)*W,,, . H?
ey = mzax ( 4 ) n ( . ) Winax (1 - z2)
m+1 K K 2k K1
( - ) p1 T Kp2
(m + 1)? WmaxH4 {

1 — cosh(akz — akx) — (ax)[sinh(akz) — sinh(akx)]
KZ sz

(ak)* cosh(ak)

} (447)
Donde:

U(fiexion) =

W, 0 HY 1, 1 1
T\ (ﬁz "%t §)
m

(T) Kp1 + Ky,

(m + 1)% W H? (1 - z2) r

2k% K,

U(corte) =

(m+1)2 WmaxH4{

U(interaccion) =
L ( ) K2 Ky,

1 — cosh(akxz — akx) — (ax)[sinh(axz) — sinh(ak)]
(ak)* cosh(ak) })

(448)
Evaluando la deflexién maxima cuando z = 0:

181



WmaxH4 + (m + 1)2 Wmatz

Uz = 2 4
m+1 k 2K
8 [(T) Kpy + sz] st
(m + 1)2 Wy H* [1 — Cosh(ak) + (ax) sinh(ak)
K2 Ky, (ax)* cosh(ak) (449)

4.1.12.2 Caso 2
e Calculo de la matriz de transferencia

Segun las ecuaciones diferenciales acopladas y suponiendo que las cargas externas acttan en los

pisos y no a lo largo de la altura del piso, es posible escribirlo de la siguiente manera:

iz

{ —Kblw’(’x) —n(m+ 1)K51u’(x) + nszlw(x) =0 }
szu(x) - (m + 1)2K51u’(’x) + n(m + 1)K51W,(x) =0

(450)

La expresion para u, Y w(, Se propone:

{u(z) = Cy + C1z + C,z% + C32° + C, cosh(a’kz) + C sinh(a*icz)}

Wiy = Co + C7z + Cgz* + Cg cosh(a’kz) + Cyq sinh(a*kz) (451)

Donde:

K. K,
ar = |22, k= [(m+1)2+n22
Kp> Kp1
(452)

Expresando los coeficientes de la funcion w,, en funcion de los coeficientes de u,:

wo = () 6+ [2 () o o () () S

- {% [k — (m + 1)?] Sinh((l*KZ)} Cy

- {L [k?2 — (m + 1)?] cosh(a*lcz)} C
n(m+1) > (453)

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante asociados al desplazamiento

lateral resultan:
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, m+1 (a*Kk)? .
M) = Kp16(z) = (2Kp1)C, + [6< m )KmZ] Cs — {m [x? — (m + 1)?] cosh(a*kz) K, { C4

n(m+1)
M7y = KpoU(yy = (2Kp2)C, + (6Kp22)C3 + [(a*K)? cosh(a*kz) K, ]Cy + [(*1)? sinh(a*kz) K}, ]Cs

_ {M [k* — (m + 1)?] sinh(a*kz) Kbl}CS

! nr m + 1 2
Viey = Ksl[g(x) - u(x)] + KpaU(yy = 6( n ) Kp1 + Kp2 | G5

(454)
Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:
u; (2 (CO\
ui(z) | C1 |
wi(z) | _ s { G, }
< M](Zl) r = Kl(Zl) | C3 |
Mr(Zi) kC4J
Vi(z) J Cs (455)
Donde:
1 z z2 z3
0 1 2z 3z2
(m+1) 2<m+1) 3(m+1) 2_I_(m+1) 6
n n )? n )? n ) a?[k? —(m+ 1)?]
(7.) = +1
Kz =1y 2K, 6 (mT) K,z
0 0 2K,, 6K, 7
m+ 1\2
0 0 0 6 <T) Kpy + Kpy
cosh(a*kz) sinh(a*kz)
(a*x) sinh(a*kz) (a*k) cosh(a*kz)
__aK [k? — (m + 1)?] sinh(a*kz) __aK [k2 — (m + 1)?] cosh(a*kz)
n(m+1) n(m+1)
(@'k)? ) . (a)? v
Tam+ D [x* — (m + 1)?] cosh(a”kz) Ky, Tam+ D [k* — (m + 1)?] sinh(a*kz) K},
(a*k)? cosh(a*kz) K, (a*k)? sinh(a*kz)K,,
0 0 . (456)

e Analisis estatico bajo cargas estaticas puntuales aplicadas a nivel de piso

La relacién entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales.
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(un(o) ) (u1(h1) \
| un(0) | n 1N
6,(0) | _ 6:(h)) | _
RGOS k_lT"(O){.Mnml)} ZOLHT"(O) o
Mrn(O) | - | Mrl(hl) | " -
Lv,.(0) ACH! (457)
Expresandolo en forma simplificada:
(un(O) \ (u1(h1) \
| un(0) | [ ui(hy) |
6,0 | _ . J 6:(hy)
1Mm(0) I} - {iMn(hl)i}”
M, (0) My (hy)
lvo)  nmy) (458)
Donde:
I( t= 1—[ Ty (0) \|
oo }
lf=- [ T, (o)]Fs—Fn'
\ z kﬂ ‘ ) (459)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior
y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 6x6 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

( 'U.(l) =0

;o (u1(hy) =0y
U =0 | ui(h) =0 |
9(1) =0 Ql(hl) =0
< 9/ — 0 r
O | M, (0) =0 |
uéi)) =0 lkMrn (0)_: OJ
\—Kp2u(g) + (m + 1) Kqugy — n(m + 1)Ky wg) = 0) V.(0) = 0 (460)

Reemplazando:
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(un(O)\ [t1,1 iz Uiz t1a U5 t16]{ 0
|

) (1)
|un(0)| |21 f22 taz taa tos Coe| 0 | |f2 |
{ 6,,(0) } _ta1 a2 tzz laa lzs lae |{ 0 } { }
0 ta1 tap T43 T4 l4s t46| My (hy)
| 0 | |t5,1 ls2 ls3 lsa Uss s 6| My (hy) | |f5 |
k 0 ) leg le2 lez lea les Ug 6J k Vi(hy) ) kaJ (461)
Despejando momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:
0 taa tas tae] (Mi(hy) fa My (hy) taa tas tae] " (fa
0t =|tsa ss Lse[{Mra(he) p+{fsp > {Mri(he) p = —[Esa Gss Gsef {fs
0 tea tes tesl| Vi(hy) fe Vi(hy) tea les e fe (462)

Sustituyendo las fuerzas internas se obtienen el desplazamiento, su derivada y la rotacion en la
parte superior de la viga:

u;,(0) — |24 t25 Ca6||tsa ts5s5 ts6 fsr+1/2

u, (0) rl,z; ti5 t1,6] [t4,4 Ty t4,6]_1 fa fi
6,(0) tea tos lee fe f3 (463)

t34 G35 (36
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4.1.13 Acoplamiento en paralelo de dos vigas generalizada de un campo (GCTB)

Se desarrolla la viga GCTB de un campo, el cual considera que la estructura consiste en un
acoplamiento en paralelo de una viga Euler Bernoulli (viga Bernoulli debido a que solo considera
el efecto de flexion de los muros) y una viga de restriccion a la rotacién (debido al nicleo continuo
resultado de la presencia de la viga de conexion). Se supone que las vigas estan acopladas en
paralelo por medio de miembros axialmente rigidos que solo transmiten las fuerzas horizontales y
no se deforman. Esta viga GCTB de 1 campo resulta adecuada para muros de corte en donde el
efecto de las deformaciones axiales y las deformaciones por cortante son despreciables.

El modelo de viga GCTB de un campos toma en cuenta como campo cinematico al movimiento
transversal (u). K,; y K,,; son la rigidez a la flexién y la rigidez equivalente de las vigas de

conexion, respectivamente.

Kb1
Kbz

4
&
'24
V&

Kbz

(d}

Figura 72. Viga GCTB de un campo. a) Caso 1, b) Caso 2 y ¢) RB equivalente y d) Idealizacion de la rigidez
GCTB de un campo.

4.1.13.1Caso 1
La energia potencial del modelo GCTB de un campo se expresa como:
1 (" ) 1 (H
V=—fKu" dx+—f K.y (x)% dx
2), 70 2), (464)

Donde:
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{Ky = E(y + L), Ks = Gogtivly} (465)
Denotando:

B; + B,

Ve = (m+ Duy,,,m=
¢ @) 21y, (466)

Reescribiendo:

1 "m 2 1" 7 2
V = EKbu(x) dx + EL (m + 1)2K5u(x) dx

(467)

El trabajo realizado por la fuerza externa es:

H
w =f U,y dx
, Tt (468)

En consecuencia, la energia potencial total de la viga GCTB de un campo sometido a una

distribucién de carga lateral general se expresa como:

1 H ) ) H
U= —f Kyuin” + (m + 1)%Kug dx—f FO)u dx
2], |Koutsy U] ) &) (469)

Las soluciones de forma cerrada del modelo sobre el que actla una carga transversal se logran
resolviendo el sistema diferencial que surge de la estacionariedad de la ecuacion. La

estacionariedad debido al equilibrio implica:

H H "
U = f (Kl 51l + (m + 12Kyl Sl Jdx — f £ () Bugey dx — j o SFCOEE
0 o .

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacion, ordenamos los términos comunes:
_ 12 ! H nr 2 ! H
ouU = [Kbu(x)Su(x)]o - {[Kbu(x) - (m + 1) KSU(x)](SU.(x)}O

H H
+ f [Kbugc'; — (m + 1)*Kgugy, —f(x)]Su(x)dx — -[ UGy 6f (x)dx
0 0 (471)

Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:

187



Ky — om+ 1Ky — () = 0 (472)

Condiciones de borde:

Kyttggy = (m + 1)*Ksu) = 0 (473)

Se obtiene una ecuacion diferencial de sexto orden. Normalizando la ecuacion diferencial por la

variable z = x/H:
Kyuiyy — (m+ 1)?KH?ugyy — H*f(2) = 0 (474)

Definiendo dos parametros:

Ly A DK W
Kb ’ Kb (1 - e_a)
(475)

Reemplazando el primer parametro:

H4—
uuuu _ OIZU.”” — —f(Z)
@ @ =k

(476)

Asumiendo una carga lateral general (Miranda, 1999):

_ Wnax —a+a — Winax —-a+az

f(x)_l—e_a(l_e H)_)f(z)_l—e_a(l_e ) (477)

Reemplazando la carga lateral y el segundo parametro:
Uy — @upd = (1—e™77%) (478)

La expresion para u,y se propone:
Uiy = Cy + C1z + C, cosh(az) + C5 sinh(az) — A z% — A e-ataz

(2) 0 1 2 3 202 a?(a? — a?) (479)

Las constantes se obtienen de evaluar las condiciones de contorno relevantes (el origen de x esta

en la parte superior del modelo):
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Uy — @ UGy = 0 (480)
Las constantes:
(Co=2]— ! h ha))
iC0 = 2a2 +m — (C; + C,Cosha + C3Senha) i
{ e @ A1 e @ }
=_A< 2)’C2=?<?+a2—a2) i
1
l Cs = aCosha }L [ﬁ * a(a? — )] G+ CZaSenha)} ) (481)

Para el caso de una carga lateral uniformemente distribuida (a —» ), la expresion de Uz resulta:

Uy = A <1 -z > 2 {a[sinh(az) — sinha] — 1 + cosh[a(z — 1)]}

2a? a*cosha (482)

Es decir;

Winax H? <1 — Z2> N WaxH* {a[sinh(az) —sinha] — 1 + cosh[a(z — 1)]}

o) = K 2 K, a* cosha (483)

Esta expresidn muestra claramente como interactGan los contribuyentes a flexion y a corte;

produciendo una interaccion entre ellos.

( W acH? (1 — 22 \
j u(corte) = Ks 2 I$
., B W HY (@[sinh(az) — sinha] — 1 + cosh[a(z — 1)] |
k (interaccién) K, a* cosh a } (484)
Evaluando la deflexion maxima cuando z =0
_ WinaxH? W H [1 + asinha — cosh a]
o = 2K, Ky a* cosh a (485)

Al ser idéntica en solucion la viga GCTB de dos campos y la viga CTB clasica, las conclusiones

obtenidas para la viga CTB clasica son también aplicables para la viga GCTB de un campo.
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4.1.13.2 Caso 2

e Calculo de la matriz de transferencia

Segun la ecuacion diferencial y dado que se supone que las cargas externas act(ian en los pisos y

no a lo largo de la altura del piso, es posible escribirlo de la siguiente manera:

Kpugyy — (m + 1)2Ksugyy = 0
La expresion para w, Y u',) Se propone:

ug,;) = Co + C1z + C; cosh(a’z) + C3 sinh(a’z)
ul(z) = C; + C,a” sin(a*z) + C3a* cosh(a*z)

Donde:

i (m + 1)2K;
at = |———
«/ Ky

(486)

(487)

(488)

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante asociados al desplazamiento

lateral resultan:

{M(z) = Kbul(lz) = a*? cosh(a*z) K,C, + a*? sinh(a*z) KbC3}
V(z) = Kbu(z) —(m+ 1)2Ksu(x) = (_a*ZKb)Cl

Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:

(ui(zi)\ Co
u; (2;) } N N &1
{ Mi(z) | Ki(z) G
kVi(Zi)} C3
Donde:
[1 Z; cosh(a*z) sinh(a*z)
K.(2) = [0 1 a*sin(a*z) a*cosh(a’z) |
i) = lO 0 a*? cosh(a*z) K, a*?sinh(a*z) KbJ
0 —a*?K, 0 0

i
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e Analisis estatico bajo cargas estaticas puntuales aplicadas a nivel de piso

La relacion entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales.

(un(O)\ n (u1(h1)\ n n
un(0) | _ uy (hy)
o =] [ - . L]__IlTk(o> F—F,
W) * Wy (n)) 50T (492)
Expresandolo en forma simplificada:
(un(O)\ (u1(h1)\
6,(0) | _ J 6:1(h1)
4Mn(0) } = t{ M, (hy) } +f
VAOVIRVACHY (493)

Donde:

(494)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior
y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 4x4 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

( ta =0 ) (u) =0y
4 Uy =0 ¥ u,(hy) =0
Kyl — (m +12Kailyy =0)  \Va@ =0 (a95)

Reemplazando:
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u, (0) t11 tiz t13 t14 0 f1

0,(0) | _ [t21 f22 l23 24 0 + fa
0 tsp tzz tzz tza| ) My(hy) fs
0 ty1 taz taz taad \Vi(hy) fa (496)

Despejando momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:

I el o R 4 L ot B e I (a57)
Sustituyendo las fuerzas internas se obtienen el desplazamiento y su derivada en la parte superior:
lol=-[ sl 2 G+ (a0
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4.2

Analisis dinamico de los sistemas estructurales individuales

El objetivo de esta seccion es desarrollar el analisis dinamico de las vigas de reemplazo presentadas

en la seccién anterior. Mediante el analisis de vibracion libre se calcula las frecuencias naturales

de los modos de vibracion principales y se construyen graficos que serdn muy Utiles para la

aplicacion préctica en las oficinas de ingenieria.

Caso 1: Se considera un analisis continuo porque el método utilizado se basa Gnicamente
en el método continuo y se asume una carga vertical uniformemente distribuida en la altura

del elemento.

Para tener en cuenta que la carga vertical se aplica a nivel de los pisos y que no se distribuye
en la altura del edificio, Zalka (2020) utilizando el teorema de de Dunkerley propone

considerar un factor de correccion en el analisis de dinamico.

n
T+ 2.06 (499)

Donde n es el numero de pisos del edificio. Es cierto que este efecto es despreciable en
edificios altos, pero para los edificios medianos y bajos el no considerar este coeficiente de
correccion no es conservador debido a que el centroide de la carga vertical total se desplaza
hacia abajo resultando en valores de periodos de vibracion menores al periodo de vibracion

real.

La principal desventaja es que solo es aplicable a estructuras en donde la seccidn
transversal es uniforme en altura, y su principal ventaja es que se obtienen soluciones

continuas de forma cerrada que permiten realizar analisis paramétricos.

Caso 2: Se considera un andlisis discreto porque los métodos utilizados son el método
continuo y el método de matriz de transferencia, y se asume una carga vertical puntual

arbitraria aplicada a nivel de los pisos.

La principal desventaja es que no se obtienen soluciones continuas cerradas que permitan
realizar andlisis paramétricos, y su principal ventaja es que permite analizar estructuras no
uniformes con masa y rigidez distribuidas en forma variable a lo largo de la altura y/o para
estructuras donde las cargas se aplican a nivel de los pisos; es decir se considera un caso

de andlisis general porque incluso sirve como verificacion del caso 1.
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4.2.1 Vigade flexion de un campo (EBB)

4211 Casol

La energia potencial y la energia cinética del modelo EBB de un campo son:

1 rH 1 rH
V= —f K,(W'")?dx, T =§f Yu()? dx
0 0

2 (500)
Donde:
n
Yu = z PA;
i=1 (501)
En consecuencia, la energia potencial total de la viga EBB de un campo se expresa como:
uzlfH[yu Z_Kuu Z]dx
2 o ull(x,t) b%(x,t) ( 502 )

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge

de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:

H
oU = fo [ty Sy = Koty Sy, Jdx (503)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:

H
. n H H .
6U = [Vuu(x,t) + Kbu(x,t)]Su(x,t)O - [Kbugc,t)]auéx,t)o - fo [Vuu(x,t) + Kb”&,’t)]au

(504)
Al igualar a cero los términos, resulta la siguiente ecuacion:
Vulliety + KpUiyy = 0 (505 )
Y condiciones de borde:
(2
UGy = 0 (506 )
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La ecuacion diferencial parcial se puede resolver mediante la separacion de variables, aplicando

una solucion del siguiente tipo:

U = D (507)

Donde @, define la variacion del desplazamiento a lo largo de la longitud de la viga, mientras

q(v) lo hace con el tiempo. Reemplazando y recolectando términos similares:

q(t) Kb 1 "
—+—. (Z) ®(x) =0
ey Yu D) (508)

Debido a que las coordenadas de tiempo y altura son variables independientes, cada uno de los
términos debe ser igual a una constante con signos opuestos, para garantizar que el resultado neto

sea cero. En consecuencia, se puede dividir en dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

{ ey + Wiy =0 }

Ky@(x) = ruW* @) = 0 (509)

Donde la primera ecuacion es la misma que rige el comportamiento de un sistema SDOF con

frecuencia de vibracion w.

Se obtiene una ecuacion diferencial de sexto orden. Normalizando la longitud por la variable z =

x/H, se obtiene:

2 74
nrr ]/uW H
Dy — <—> B =0
@ Ky ? (510)
La ecuacion se reescribe:
Oz —6*Dz =0 (511)

Donde

52 = ’y’;(HLL w2
b (512)

Se puede obtener una solucién de la siguiente forma para las formas de modo:
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Dz = C; cos(8z) + C; sin(6z) + C;3 cosh(8z) + C, sinh(6z) (513)

e Frecuenciay periodos de vibracion

Se consideran las siguientes condiciones de borde:

f0=0)
oo
1P = 0}
@) =0) (514)

Escribiendo en forma matricial el sistema algebraico lineal resultante al desarrollar las condiciones
de borde:

1 0 1 0 Cy

0 1 0 1 C,

—coséd —sind coshd§ sinhé|)Cs
sin6 —cosd sinhd coshél\C

[
cocoo

(515)

Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular).

Luego de algunas manipulaciones simples, se obtiene la ecuacion caracteristica modal, cuyas
raices definen un conjunto de soluciones particulares que satisfacen la ecuacion diferencial del

movimiento y las condiciones de borde.
cosdcoshd+1=0 (516)

El valor propio § se deriva al resolver numéricamente la ecuacion caracteristica. Conociendo el

valor de & se obtienen las frecuencias y los periodos de vibracion del modelo.
5 |K, 2 2mH? |y,

Resolviendo numéricamente el valor de &, se calcula las frecuencias y periodos de vibracion.

e Valores propios

196



(5 1.87510 3:51602 /Ky o _ 17870212 |7
= . - = _— = . _—
1 w1 12 a 1 K,
15, = 4.69409 2203449 Ky o _ o2gs1sm2 [Tl
= . - = _—— = . _
’ BTTHE n T K,
61.69721 [K, . [
§; = 785476 » wy = ———— |=2 1, = 0.10184H7 |1-
H Yu Kb
(518)
200
100
S 9
LL

0 1 2 3 4 5 6 7 B 9 10 11 12

Figura 73. Funcién caracteristica de la viga EBB.
e Formas de modo

Considerando las primeras condiciones de borde, normalizando a 1 en la parte superior y

escribiendo en forma matricial el sistema algebraico lineal resultante:

1 0 1 0 G 0
0 1 0 1 [)G(_)o
—cosd —sind coshd sinhé| | Cs 0
cos o sind coshd sinhél \C, 1 (519)
Despejando el vector de coeficientes:
G 1 0 1 0 1" (0
G(_| o 1 0 1 0
Cs —cosd —sind coshd sinhé 0
C, cos o sind coshd sinhé 1 (520)
Luego de algunas manipulaciones simples:
G n
G| _ 1 -1
C3|  —siné + sinh§ + n(cos § — cosh &) | -7
Ca 1 (521)
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Donde

sinhéd + sind

n=c056+cosh5 (522)

Reemplazando estos coeficientes, se puede obtener una solucion de la siguiente forma para las
formas de modo:

—sin 8z + sinh 8§z + n(cos 6z — cosh 6z)
—sin§ + sinh B + n(cos § — cosh §) (523)

D =

0.0
-0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 08 09 1.0

o

w10 MOdQ === 22 ModO === 32 Modo
Figura 74. Formas naturales de la vibracion de flexion para los primeros tres modos de vibracion.

421.2 Caso?2

Considerando las masas concentradas a nivel de los pisos y analizando el equilibrio dindmico para

la masa m;, la fuerza inercial es:
Fi = mii'ti = ml'qul' ( 524 )

Por equilibrio:
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(525)

Figura 75. Fuerzas dindmicas en el nivel i-ésimo.

La relacion entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales. Para el piso j-ésimo:

(%i+1(0)) (w00 0 0 0 07w 1 000 (u:(0)
(O u,(0) 0 00 ofjJu@| _[ 0o 10 o0 u; (0)
{I\L/LIL-H(O)}:TL'(O){ML-(O)}-i_ 0 00 0 4Mi(0)}_l 0 0 1 o‘Ti(O){Mi(O)}
Wiy, (0)) W) Imw? 0 0 olly@) Imw? 0o 01l o) (s2)
Reescribiendo:
(uf+1(0)\ (ui(O)\
o (=™ O o
Wis1(0)) \;(0)) (527)
Donde:
1 000
Tyi(0) = g (1) (1) 8Ti(0)
mw? 0 0 1 (528)
Para el primer piso:
) i)
4 1\u411(0) } =T (0) { 11\;11 (hll) }
) VACHY, (529)

Para el segundo piso:
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{uz(o)\ {u1(h1)\

i =m0 61
V,(0) J k Vi (hy) (530)
Para el tercer piso:
b )
1 = Tus T O @) 4 1 0
V3(0) VACH (531)
Para el n-ésimo piso (parte superior de la viga):
o) )
O £ = Tan @) Tup )T (00 100 |
1,(0) Vi (hy) (532)
Expresando la ecuacion entre simbolos de producto:
(un(0)Y) n (u1(h)
=TT i)
AV vy (hy) (533)

Donde:

t= ﬁ Twi (0)
k=1

(534)
Reemplazando este parametro:
(un(O)\ (U1 (h1)\
GO Jul) |
M, (0) M; (hy)
% (0)) ADY, (535)

Esta ecuacion expresa la relacion entre las fuerzas y desplazamientos de la parte superior y la base
de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia es de 4x4

y se mantiene constante en todos los pisos.
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Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

(o= ) =0
u(l) - N 4111 (hl) = O }
\ufy, = 0) ,(0) =0 (536)

Reemplazando:

u, (0) t11 ti2 U3 lig 0
ub(0) [ _[tzr tz22 t23 l24 0
0 T ltsn ts2 taz tza| ) Mi(hy)
0 tsn taz taz taal \Vi(hy) (537)

Despejando el momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:

{0} _ [t3,3 t3,4] {M1 (h1)}

0 ta3z  taal(Vy(hy) (538)
Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular). Resolviendo la determinante se encuentran las frecuencias angulares de

la viga.
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4.2.2 Viga de corte de un campo (SB)

4221 Casol

La energia potencial y la energia cinética del modelo SB de un campo son:

1 H ) 1 H
_ ’ _ . 2
V= E-];) Ksu(x,t) dx, T = Efo Yullx,n)” dx (539)
Donde:
Yu=pPA (540)
En consecuencia, la energia potencial total de la viga SB de un campo se expresa como:
1 (H 2
U= —f Yullxn® — Ksu) dx
2 o [ u(x,t) S¥(x,t) ] (541)

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge

de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:

H
SU = fo [Vt 8ty — KUl )Gy Jdx (542)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:

H
. H .
SU = [yt — Ksuéx,t)]au(x,t)o - fo [Vadiae) — Ksu&,t)]fsu

(543)
Al igualar a cero los términos, resulta la siguiente ecuacion:
Vall(re) = KsUee = 0 (544)
Y condicion de borde:
UGy = 0 (545)

La ecuacion diferencial parcial se puede resolver mediante la separacion de variables, aplicando

una solucién del siguiente tipo:
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U = Dl (546)

Donde @, define la variacion del desplazamiento a lo largo de la longitud de la viga, mientras
g lo hace con el tiempo. Reemplazando y recolectando términos similares, se obtiene lo
siguiente:

q(t) KS "
P @ =0
Qv Yu Dw (547)

Debido a que las coordenadas de tiempo y altura son variables independientes, cada uno de los
términos debe ser igual a una constante con signos opuestos, para garantizar que el resultado neto

sea cero. En consecuencia, se puede dividir en dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

.. 2 _
{ Ay T Wy =0 }

" 2 _
K@ +y,w 0 =0 (548)

Donde la primera ecuacion es la misma que rige el comportamiento de un sistema SDOF con

frecuencia de vibracion w.

Se obtiene una ecuacion diferencial de segundo orden. Normalizando la ecuacion diferencial por

la variable z = x/H:

2172
" ]/uW H
o+ (22 )0 o
@\ K )" (549)
La ecuacidn se reescribirse:
Oz +8%0) =0 (550)

Donde:

6= %;(HZ w?
NILE (551)

Se puede obtener una solucién de la siguiente forma para las formas de modo:
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Bz = Cy1 cos(82) + C, sin(6z2) (552)

e Frecuenciay periodos de vibracion

Se consideran las siguientes condiciones de borde:

Oy =0 (553)
Escribiendo en forma matricial el sistema algebraico lineal resultante al desarrollar las condiciones
de borde:

Gy
[— slin 5 co(; 6] {Cz} - {8} (554)

Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular).

Luego de algunas manipulaciones simples, se obtiene la ecuacion caracteristica modal, cuyas
raices definen un conjunto de soluciones particulares que satisfacen la ecuacion diferencial del

movimiento y las condiciones de borde.

i
Cos(6)=0—>5=(2n—1)§/n=1,2,3... (555)

Conociendo el valor de § se obtienen las frecuencias y los periodos de vibracion del modelo.

6 |Ks 2n 2mH |y,
== |— > = — |—
H |y, w 6 |K; (556)

e Valores propios

Resolviendo el valor de &, se calcula las frecuencias y periodos de vibracion.
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( 2.46740 |K, a
81 = 157080 > wy = =—— |7% Ty = 4.00000H |2

jt
15, = 471239 22.20661 |Ks . _ 133333y [P\
= 4, e = —_— = 1. -_—
2 Ws o a 2 K,
A u

61.68503 |K, Ya
85 = 7.85398 — wy = ——— [7= = T; = 0.80000H [~
S

H
(557)

1.0
0.5

0.0

F(6)

-0.5

-1.0

Figura 76.  Funcion caracteristica de la viga SB.
e Formas de modo

Considerando las primeras condiciones de borde, normalizando a 1 en la parte superior y

escribiendo en forma matricial el sistema algebraico lineal resultante:

1 0 ] {Cl} _ {0}
cosé sinsllG) U (558)
Despejando el vector de coeficientes:
{Cl} ! 0 ]‘1 {0}
C;) " lcosé siné 1 (559)
Luego de algunas manipulaciones simples:
-5l
C;) sins U (560)

Reemplazando estos coeficientes, se puede obtener una solucion de la siguiente forma para las

formas de modo:
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sindz
sind (561)

(2) =

0.0
-1.0-0.9-0.8-0.7-0.6-0.5-0.4-0.3-0.2-0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0]
= 12 Modo 22 Modo 32 Modo

Figura 77. Formas naturales de la vibracion de corte para los primeros tres modos de vibracién.

4222 Caso?2

La relacion entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales. Para el piso j-ésimo:
u;+1(0)) u;(0) 0 Oopyw(O) 11 0 u;(0)
{u{H(O)} =70 {ug (0)} gz ol {u; (0)} = [z 2] 7@ {u; (0)} (562)
Reescribiendo:

{ui +1(0)} T.0) {ui (0)}

ui41(0) u; (0) (563)

Donde:
1 0
Twi(0) = [ 2 1] O

(564)

Expresando la ecuacién para el n-ésimo piso entre simbolos de producto:
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(0] - TTrwco 02}

(565)
Donde:
t= Tk (0)
B (566 )
Reemplazando este pardmetro:
u, (0) . 1 (hy)
{ua(O)} - t{u’l (hl)} (567)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior
y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 2x2 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

{um = 0} {uml) = 0}
r - r
Uy =0 Uy =0 (568 )
Reemplazando:
{un(O)} _ [tl,l fl,z]{ 0 }
0 tz1 tr22]luy(hy) (569)

Despejando el momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:

{0} = tyou; (hy) (570)

Igualando a cero t,, se obtienen las frecuencias angulares de la viga.
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4.2.3 Viga Timoshenko de dos campos (TB)

4231 Casol

La energia potencial y la energia cinética del modelo TB de dos campos son:

1 H
V= Ef {Kbe(,x,t)z + K0y = ”Ex,t)]z} dx
0

I .2
T = > f [Vuu(x,t)z +Y60(x1) ] dx
0

(571)
Donde:
{ru = pA,ve = pl} (572)
En consecuencia, la energia potencial total de la viga TB de dos campos se expresa como:
U= lfH{yuu(xt)z + Y0000y — KoBlerr” — KslOirey — U] }
2 o ) f x,t) sLY(x,t) (x,t) (573)

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge

de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:

H
U= f {Vuu(x,t) Sa(x,t) + Ve e(x,t) Se(x,t) — Kp eéx,t) Se(lx,t)
0
— K [e(x,t) - uéx,t)] [Se(x,t) - Sulet)]}dx (574)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:

6U = {yultgee) + Ks[O ) — uEx,t)]}(Su(x,t): + {YoOxe) — Kbeéx,t)}w(x,t):
H
- | ey + Kelbn ~ o

H
— J;) {]/9 H(x,t) — Kbe(';,t) + K, [e(x,t) - uEx,t)]}(SQ (575)

Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:
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{ Y e T Ks [e(x,t) - u(x,t)] =0 }

Vobiun = Kpbeey + Ks[Oeo = ugen] = 0 (576)

Y condiciones de borde:

{G(H) ~ Ugp = 0}
Kyby =0 (577)
La ecuacion diferencial parcial se puede resolver mediante la separacién de variables, aplicando

una solucion del siguiente tipo:

{u(x,t) = (Z)(x)q(t)}
Oty = A0y (578)
Donde @, define la variacion del desplazamiento a lo largo de la longitud de la viga, mientras

g lo hace con el tiempo. Reemplazando y recolectando términos similares, se obtiene lo

siguiente:

o) N [—Ks¢(x) + Ksl(x)] _0

(o |
4 9 Vi@ 5
190, (=KAo = KsBy + K] _ N
9 yel(x) (579)

Debido a que las coordenadas de tiempo y altura son variables independientes, cada uno de los
términos debe ser igual a una constante con signos opuestos, para garantizar que el resultado neto

sea cero. En consecuencia, se puede dividir en dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

. 2 _
Gy T W =0
KB = Ksdgy + W'y, 800 = 0
Kpdxy + KBy = Ksdgoy + WPy gdey = 0 (580)

Donde la primera ecuacién es la misma que rige el comportamiento de un sistema SDOF con

frecuencia de vibracion w.

Despejando A(,,, derivando dos veces y reemplazando:
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4 2
222 Yu W Vu-Ye YuW
— =0
Oeo * (K Kb) 0o + ( Ky K K, >®(") (581)

Se obtiene una ecuacion diferencial de cuarto orden. Normalizando la longitud por la variable z =

x/H, la ecuacién se puede expresar como:

o+ [ (24 )t + (22 g, — 0] =0
o+ (K Kb) Ok v - K @ = (582)
La ecuacion se reescribe:
#2
@”Z”+[62 +u ](Z)Z +[ (—62—1>](2)Z =0
(2 ( ) (2 2 (2 (583)

Donde:

K. 1 I AH*
=H _51#:_ p_’5= P w2
Kb H pA Kb
(584)

Para resolver la ecuacion diferencial consideramos el polinomio caracteristico:

Pgy=1* +[62( +y)]r2+[62<Z—262—1>]=0 (585)

Cambiamos de variable y denotamos:

qi:rize{rm 1—@ 1,2}
.—_\/—.

(586)

Reescribimos el polinomio caracteristico:

Pey = q° +[62< +u)]q+[62<§262—1>]:0 (587)

Definimos un autovalor critico:
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\S)

t'Q

Se presentan dos casos:

e Caso 1: Cuando el polinomio tiene una raiz real positiva una raiz real negativa.

2

2
U a
62(?62_1><0_)82<P_)8<8cr

e Caso 2: Cuando el polinomio tiene dos raices reales negativas.

52 (52 _15)00625>% 0555
? -1> - >#—2—> > Ocr

Definimos q; de tal manera que:

q1 < qz

De tal formaque g; < 0yqueqg, >0parad > 6. Yq, <O0parad < &

Las raices de la ecuacion se calculan como:

[« o) -4 (1)

qi2 = 2

(588)

(589)

(590)

(591)

(592)

e Influencia de la relacion g=altura/espesor del muro de corte en las propiedades

dindmicas

Consideraremos al muro de corte como una viga Timoshenko con una seccion transversal

rectangular uniforme y con una relacion de Poisson de 0.20 para el concreto.

Un coeficiente de correccion por corte adecuado sigue siendo tema de investigacion. Sin embargo

G. R. Cowper (1966); basado en la relacion entre la deformacion cortante promedio en una seccion

y la deformacidn cortante en el centroide, propuso el siguiente valor:

_10(1+)
124 11v
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Recientemente S. Ali Faghidian (2017); basandose en dos enfoques elastostaticos para

formulaciones unificadas propuso un coeficiente de correccidn por corte innovador:

10(1 +v)

2
12+U<11—T2(2)

k =

(594)

Como puede observarse en la figura 78, el coeficiente de correccion por corte de Faghidian es
practicamente idéntico al propuesto por Cowper para muros de corte tipicos. En este proyecto de
investigacion se utilizara como factor de correccion por corte al propuesto por Cowper
(k=0.845070).

La relacion entre el médulo de Young E y el modulo de corte G:

G 1
—=——=—=0.416667
E 21+v) (595)

Teniendo en cuenta estas dos consideraciones, los parametros que controlan el comportamiento

dinamico resultan ser dependientes unicamente de la relacion altura/ancho del muro de corte.

a=H / / —2055566——2055566R
K,
;
! /pA—l ’pA— ! 1—02886751
“H|pl HJ|pl Jiz' H 7 R
L (596)

Donde R se define como el parametro que relaciona la altura/ancho del muro estructural.

A

R_H
L

(597)

Como puede observarse, los parametros que gobiernan el comportamiento dindmico son
dependientes solo de la variable R. Es decir, el comportamiento en el modelo continuo solo

depende del parametro R.
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1.050
1.045
1.040
1.035
1.030
1.025
1.020
1.015
1.010
1.005
1.000
0.995

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50 2.75 3.00 3.25 3.50 3.75 4.00 4.25 4.50 4.75 5.00

¢

K/KC

v=0 v=0.20 v=0.25 v=0.33

Figura 78. Relacion entre el coeficiente de cortante de Faghidian y Cowper.
e Frecuenciay periodos de vibracion

Normalizando por la variable z = x/H las dos ecuaciones diferenciales acopladas:

" ! 52
¢(Z) - Hﬂ.(z) + ?@(2) =0
" ! 2
HA(Z) + OIZ(D(Z) + (5 HZ - OIZ)H}L(Z) =0 (598)

La solucién sera de la forma:

HAz)
=)= Be
@~ oy ) (599)

Sustituyendo la ecuacion en la ecuacion, se obtienen dos ecuaciones homogéneas que escritas en

forma matricial, resulta:

- (a)m-g

2 + (6%u? — a?) a’r (600)

Para evitar soluciones triviales, el determinante debe ser igual a cero, es decir:

1 2
Poy=1%+ [52 (—2+u2)] 2+ [52 <'u—262 - 1)] =0
a a (601)
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Para todas las raices, la ecuacion implica:

2
, 0
Tl+_2

a

L4}

c,i=123,4

{ia) =

Donde C es una constante arbitraria. Cambiamos de variable y denotamos:

Tyi_1 = i
2 {21 1 '\/a 1,2}

=7 - _ L=
T2i = —4/4i

Reemplazando en la ecuacion:

o oot oo o[ (=) o

Se demostré que las raices son siempre reales. Reescribiendo la solucién completa:

7+

Ti

i riz
a,Z e

4
H2(z) IR z
Wi = { D2 } - {772}6 . G

Sustituyendo esta ecuacion completa en las condiciones de borde, se obtienen:

e En la base (z=0):

e En la parte superior (z=1):

: )
H/1(1)—®21)=0—>ZCL'€”=0 l
i=1
4 52
(11 = 0= ain (17455 =0)

=1

Definiendo:

214

(602)

(603)

(604)

(605)

(606)
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62
Di=ri2+?;i=1,2

(608)
Escribiendo en forma matricial el sistema algebraico lineal:
[ V& —Ja&u N -Jaz ¢y (o
I a1 a1 az az I G _)o
| eV e~Va1 eVaz —Vaz [1C( ™ )o
l\/_Dl e\/_ \/—Dle —Va \/—Dze@ —\/—Dze \/_J C4- 0 ( 609 )

Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular).

Mediante algunas manipulaciones simples del determinante en la ecuacidn, se puede escribir

como:
1 0 1 0
0 a1 0 qz -0
S1 (o) Sy Cy
Dicy q1D1s1 Dic;  qz2Dss; (610)
Donde:
( ( (1 1))

smh( Iqllz) ; A< A

|
1 s1(2) = 4' lql
Zﬁ[e\/q_iz - e—ﬁz] = t\/msm( a1 Z)

) \ s,(2) = msin( IqZIZ)

I( _ cosh( |q1|Z) A< A, \I

c;(z) = %[e\/az + e‘\/EZ] = {Cl(z} B cos( Iqllz ;A> A, }
\ ¢;(2) = cos ( quIZ) )

\ si =si(D), ¢ = ¢;(1) J (611)

si(z) = ;A>/1€J>

Una reduccidn adicional en la ecuacion:

(52 —s1) (q1¢2 — q2¢1) —0
(Dycz —Dyc1)  q1G2(D2sz — Dysy) (612)

La determinante se puede escribir en su forma mas simple:
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F(8%) = q1q2(s; — 51) (D25, — Dy51) — (Dyc; — D1¢1)(q16; — q2¢1) = 0 (613)
Resolvemos para ambos casos:

e Caso 1: Cuando el polinomio tiene una raiz real positiva una raiz real negativa (6 < J,,.).

Definimos:
N
lr el b ) ol (o)
) a1 = 2 >
52w [l )] o (1)
\ 927 2 (614)
De modo que:
{ q1 = ql*}
a2 = —q> (615)

Reemplazando:

1 1
——sin ,S, = ——=sin \

(
4| cl_cosh(\/_ ),c; = cos(yq3 )2 }
(et |

Reescribiendo la determinante como F(52):

S1 =

(616)

F(62) = q1q3(sy — 51) (D252 — Dy51) — (Dac; — Dyc1)(g1¢2 — q2¢1) = 0 (617)

Luego de algunas manipulaciones simples, se obtiene la ecuacion caracteristica modal, cuyas
raices definen un conjunto de soluciones particulares que satisfacen la ecuacién diferencial del

movimiento y las condiciones de borde.
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* ok 1 * * 1_a2“2 * * * *x * *
[2aies + () 03 — a7 (e a = 0] Vi sinh s

1
+] @i + )~ (15gzm) @ — 4] cosh Vg cos i = 0

(618)
De la ecuacion, se obtiene la siguiente ecuacion en términos de los valores g5 y g5:
* * 2 1 2
42—q1 =9 (ﬁ"‘#) a2p? a2
) *—52_M_254 —>(QZ—fh){[—m](fh—fh)‘l'm}—%%=0
qul - 0.’2 ( 619 )
e Caso 2: Cuando el polinomio tiene dos raices reales negativas (6 > &)
Definimos:
1 1 z U2 )
2(_— 2 — 2 — 2 _ 212 _8S2
[o7 G+ #2)] = Jlo G )] =52 (5o -1)]
a1
9 2 .
(52 (v )]+ [[52 (G + )] 2[5 (K62 1))
a2 T H a2z T H a2
\92 = 2 (620)
De modo que:
22
9, = ~49; (621)

Reemplazando:

1

(1 . _ . 1)
sy = \/q_;sm(\/q_l),sz \/q_;sm(\/q_z)
$ e =cos({fq7) ¢z = cos(\[q3)

52 52
Dy=(-q¢'+=).D,=|-q;+=
L (ql “2> ’ (qz a2>J (622)

Reescribiendo la determinante como F(52):

-~
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F(8%) = q1q2(s; — 51) (D25, — Dy51) — (Dyc; — D1¢1)(q16; — q2¢1) = 0 (623)

Luego de algunas manipulaciones simples, se obtiene la ecuacion caracteristica modal, cuyas
raices definen un conjunto de soluciones particulares que satisfacen la ecuacién diferencial del

movimiento y las condiciones de borde.

[ZCI{CI; <1+12 2>(CI1+612)] [( )(Q1+Q2)]\/_\/_Sln\/_sm\/_
_[(CII2+CI§2)—(1+0:2 2)(ql+qz)]cos\/_cos\/__o

(624)
De la ecuacion, se obtiene la siguiente ecuacion en términos de los valores g5 y q5:
+ 52 ! + p?
gz +q; = 22 U . . a?u? . *) o? o
= ——————————— — — — =
. , w2 \ (q1 +q3) (1+ aZu?)? (q1 + a3 1+ aZu? 414>
124 =0+ a0 (625)

Para ambos casos, los autovalores q; y g5 se derivan al resolver simultaneamente las dos
ecuaciones que estan en funcion de los valores adoptados para a y u. Conociendo los valores de

q: Y q se calcula las frecuencias y periodos.

5 |K, 2 2mH? |pA
=— |—>T = —
H? |pA w 1) K,

(626)

A continuacion, se muestra las formas de modos. Como se demostré anteriormente el valor de ¢ —

oo reproduce de manera exacta la forma de modo de una viga de flexion EBB (Euler Bernoulli).
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2.8

2.6

2.4

2.2

2.0

B

1.8

1.6

14

1.2

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0 22.5 25.0 27.5
a

[-Con inercia rotacional &-Con inerciarotacional == == f-Sin inercia rotacional

== == £-Sininercia rotacional === f-&EBB

30.0

Figura 79. Variacion de los parametros & y B en funcién de a para el primer modo de vibracién.
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4.0
35

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0 22.5 25.0 27.5
a

[-Con inercia rotacional &-Con inerciarotacional == == f-Sin inercia rotacional

== == £-Sin inerciarotacional == m==:[-& EBB

30.0

Figura 80. Variacion de los pardmetros & y B en funcidn de a para el segundo modo de vibracion.
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Figura 81. Variacion de los parametros 6 y B en funcion de « para el tercer modo de vibracion.
4.2
41
4.0

3.9

—

© 3.8 \

3.7

3.6

35

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0 22.5 25.0 27.5 30.0

6-TB-Coninercia rotacional == == §-TB-Sininercia rotacional =1 5-EBB

Figura 82. Primer valor propio de la viga TB vs. EBB para el caso de « variable.
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0.0

65.0
62.5
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55.0
52.5
50.0
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45.0
42.5
40.0
37.5
35.0

0.0

2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0 22,5 25.0 27.5
a

6-TB-Coninercia rotacional == == §-TB-Sininercia rotacional == §-EBB

Figura 83. Segundo valor propio de la viga TB vs. EBB para el caso de a variable.

30.0

2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0 22.5 25.0 27.5
a
6-TB-Coninercia rotacional == == §-TB-Sininercia rotacional == 5-EBB

Figura 84. Tercer valor propio de la viga TB vs. EBB para el caso de « variable.
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e Formas de modo

Considerando las primeras condiciones de borde, normalizando a 1 en la parte superior y

escribiendo en forma matricial el sistema algebraico lineal resultante:

| ‘/E _\/a \/E - | C, 0
I q1 q1 q; q, I C, o
@il — (@D, T gD, [, G 7 o
| \/ae@ —\/Ee‘ﬁ \/Ee\@ —\/Ee_‘@ | \Ca 1 (627)

Los vectores propios se pueden obtener resolviendo la ecuacién para las constantes C;. Para
simplificar el problema de la matriz, las constantes C; se transformar&n en un conjunto de nuevas

constantes C, mediante la transformacion:

|{2C2i—1 = Cpi1 +i€2i \I
) ‘1@ i=12)
| |
\ )

20y = Czi—1 - __C_zi

Jai (628)
La ecuacion se reduce:
0 1 0 1 1{&) (o
01 0 q2 0 4 €2 ¥ _J0
q1D151  Dicy q2D;s;  Dicy 1Cs | 0
q151 €1 q252 C2 t _4) 1 (629)
Es posible expresar C;, C, y C; en funcion de C,; la ecuacion matricial se reduce a:
0 1 0 G 1
q1 0 q2 C,t = —64{ 0 }
q1D1s1 Dicy qz2D2s:0 (¢, D;c, (630)
Que se puede resolver para la constante C;:
G 0 1 0 17'(1
Cyp=—C4 q1 0 q2 { 0 }
Cs q1D1s1 Dici  q2D;s; D;c; (631)

Operando:
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1
|( — (Dyc; — Dycq) \| |{ a \|
C_1 C, q1 B q1
Gz =D D 4 —(Dzs2 — D1sy) }=C44 -1 ¥
C_'3 252 151| 1(D b )l |_l|
—— (D¢, — Dy
\Tq, 2 T ) - (632)
Donde el parametro n viene dado por:
_ Dyc; — Dy
Dys; — Dysq (633)

Ahora se puede obtener el desplazamiento HA(,) y @, correspondiente al vector propio en la
ecuacion (3.50). De la ecuacion (3.33), haciendo uso de las ecuaciones (3.35), (3.40) y (3.47)

W\ = {HA(Z)} _ {[D1C1(Z)]C1 + [D151(2)1C; + [Dac,(2)1C5 + [Dzsz(z)]c_4}
(2)

D) (9151 (2)]C1 + [c1(2)]C; + [4252(2)]C3 + [c2(2)]Cy (634)
Normalizamos @,y = 1 en la parte superior:
o 1

(e — ) = (s — 1) (635)

Luego de algunas manipulaciones simples, se obtiene:

Bon = [c2(2) — c1(2)] — nls2(2) — 51(2)]

(2) — _ _ _

[e; — 1]l =nlsz — 1] (636)

e (Caso 1: Cuando el polinomio tiene una raiz real positiva una raiz real negativa (& < &,).

( (_ * 4 5—2> cos(\/_*) - (—q; + z—z> cosh(\/q—;)
= 2\ sin 2\ sin .
(o S ()

{
[cos(y/232) — cosh(y/a2)] (f ) h&q[)l

P =
\ [cos(\/q_z) - cosh(\/q_;)] _ Sln\(/\/__) Sm}i/(i— l )

e Caso 2: Cuando el polinomio tiene dos raices reales negativas (6 > 6.,.).

-~

(637)
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(=0 +22) cos(ya3) - (~ai + 22) cos(/7)

{ (—q;‘ + z—z) —Sin\s‘q/_;—;) - (—qi‘ + 2—2) —Sinj‘qig’—;)
) — cos(./a7z)] — sin(\/q_zz) B sin(\/q_{z) (
- [cos(y@Ez) — cos(yTi7)] n[ Jas) s ]

cos(/qz) — cos(/q?)| — Sin(\/q_;)_sm(\/q_;)
@ - )[R

-1.50 -1.25 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50
?

Modo 1-Con inercia rotacional == == Modo 1-Sin inercia rotacional

Modo 2-Con inercia rotacional == == Modo 2-Sin inercia rotacional

Modo 3-Con inercia rotacional == == Modo 3-Sin inercia rotacional

Figura 85. Formas de modos de vibracion para R=2.5.
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1.0

0.9 — R=1

0.8 e R=1.1
e R=1.2

0.7
R=1.3
0.6 — R=1.4
N 0.5 e R=1.5
—R=1.6

0.4
— R=1.7
0.3 — R=1.8
0.2 = R=1.9
01 — R=2 0
— R=25

0.0
s R=50

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
(0]

Figura 86. Formas del primer modo de vibracion en funcién del valor R.
1.0

e R=2.0
e R=2.5
e R=5.0

R=7.5
— R=10
e R=15
— R=20
— R=25
— R=30
— R=35
— R=40
— R=45

0.0
-1.50 -1.25 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25

?

= R=50

Figura 87. Formas del segundo modo de vibracion en funcion del valor R.
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1.0

m— R=2.0
m— R=2.5
R=5.0
R=7.5
= R=10
~N s R=15
— R=20
0.4
— R=25
0.3
= R=30
0.2 — R=35
01 — R=40
y — R=45
00 ¢
-1.50 -1.25 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 R=50
)
Figura 88. Formas del tercer modo de vibracion en funcion del valor R.
4.2.3.2 Caso?2

La relacion entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales. Para el piso j-ésimo:

u;41(0) u;(0) 0 0 0 0](w(0) 1 0 0 O u;(0)
6,,1(0) 6;(0) 0 0 0 of)6,0 0 1 00 6,(0)
Mo (ST o (t] o 0 o o|)m) o 0 1 0|0
Vi41(0) v,/ Ltmw? 0 0 ol{y©/ LImw? 0 0 1 v,(0))  (639)
Reescribiendo:
U;41(0) u;(0)
0i+1(0) ( _ 6;(0)
My 0) (= i@, 0)
Vi+1(0) Vi (0) (640)
Donde:
1 0 0 0
0 1 0 0
mw? 0 0 1 (641)
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Expresando la ecuacion para el n-ésimo piso entre simbolos de producto:

NONE (o)
w0 =L 170 i
0 ) Vy(hy) .

Donde:

t= lewk (0)

(643)
Reemplazando este pardmetro:
u, (0) (1)
6,(0) ( _ t{ 61(hy) }
M., (0) M, (h1)
AOVEERVAISY, (644)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior
y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 4x4 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

[ *0=0 ) ) =0
4 Oy =0 &_){el(hl)=o}
\ugo) — 6y =0) V(0 =0 (645)

Reemplazando:

u, (0) t11 tiz t13 t1a 0
0,0 _ |21 L2z l23 l24 0 . {0} _ [t3,3 t3,4] {M1 (h1)}
0 ts1 t32 tzz tzal)Mi(hy) 0 taz  taal(Vy(hy)
0 tar taz taz taal \Vi(hy) (646)

Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de
coeficientes es singular). Resolviendo la determinante se encuentran las frecuencias angulares de

la viga.
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4.2.4 Acoplamiento en paralelo de viga de flexion y viga de corte de un campo
(CTB) - comportamiento traslacional

4241 Casol

La energia potencial y la energia cinética del modelo CTB de un campo son:

1 8 nmo 2 , 2 1 H .
V= Ef [Kbu(x,t) + Ksu(x,t) ] dx, T = Ef [yuu(x’t)Z] dx
° 0

(647)
Donde:
Yu=pPA (648)
En consecuencia, la energia potencial total de la viga CTB de un campo se expresa como:
U= lfH [yuu(xt)z — Kpug, ? _ K 2] dx
2 ), : x,t) s%(x0) (649)

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge

de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:

H
SU = f [yuu(x't)(su(x,t) — KpU(y ) OUC ) — Ksuéx’t)(?uéx’t)]dx
0 (650)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:

. H H
SU = [yuu(x't) + KpUiy ) — Ksuéx’t)]Su(x,t)o - [KbuE;It)]Suéxlt)o

H
- fo [Vuticeey + Kty — Kstt(ser) [6u (651)

Al igualar a cero los términos, resulta la siguiente ecuacion:

nrr

Yull(xt) T KpU(z,r) — Ksu&,t) =0 (652)

Y condiciones de borde:

228



{Kbu'(';,) - Ksu'(,,) = 0}

Uy =0 (653)

La ecuacion diferencial parcial se puede resolver mediante la separacién de variables, aplicando

una solucion del siguiente tipo:

Uty = D)) (654)

Donde @, define la variacion del desplazamiento a lo largo de la longitud de la viga, mientras
g lo hace con el tiempo. Reemplazando y recolectando términos similares, se obtiene lo

siguiente:

q(t) Kb 1 222 KS 1 "
et 2w g P =0
Ay Yu P Yu ¥ (655)

Debido a que las coordenadas de tiempo y altura son variables independientes, cada uno de los
términos debe ser igual a una constante con signos opuestos, para garantizar que el resultado neto

sea cero. En consecuencia, se puede dividir en dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

- 2,
Ay T WGy =0

mnr n 2 _ }
{Kb(b(x) — KDy — ¥V WO =0 (656 )

Donde la primera ecuacion es la misma que rige el comportamiento de un sistema SDOF con

frecuencia de vibracion w.

Se obtiene una ecuacion diferencial de cuarto orden. Normalizando la ecuacion diferencial por la

variable z = x/H:
K yuW2H*
nrr 2 'S " u _
P — (H K_b) Do ~ <—Kb >®<x) =0

La ecuacioén se reescribe:

(657)

Oz — @* Dz = %0z = 0 (658)

Donde:
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K. H*
a=H |—=,§= Yu w2
Ky ,l Ky
\ (659)

Se puede obtener una solucién de la siguiente forma para las formas de modo:

Dz = Cy cos(Bz) + C; sin(Bz) + C; cosh(¢z) + C4 sinh(¢z) (660)
Donde:
([, _ e +vazar |
{E— 2 _)Ez=ﬁ2+a2}
‘BZEZ — 82
P j—az VT T 45|
L 2 ) (661)

e Frecuenciay periodos de vibracion

Se consideran las siguientes condiciones de borde:

()
| oo |
| Oy — a’Bry =0
oy =0 (662)

Escribiendo en forma matricial el sistema algebraico lineal resultante al desarrollar las condiciones
de borde:

[ 1 0 1 0 ] C,

| o p 0 e lel_,

| —B2cosp —B?sin B &2coshé &2sinh & Ne, (™

[ﬁ(,BZ +a?)sinf —B(B*+a?)cosf &(E% —a?)sinh& &(&2 —az)coshEJ Cy (663)

Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular).

Luego de algunas manipulaciones simples, se obtiene la ecuacion caracteristica modal, cuyas
raices definen un conjunto de soluciones particulares que satisfacen la ecuacion diferencial del

movimiento y las condiciones de borde.
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[(B* + &) — a?(§* — B*)] + [2a® — (&% — B*)]¢B sin B sinh &
+[2B%8* + a®(§? — B*)] cos Bcosh§ =0 (664 )

Y teniendo en cuenta las relaciones entre los autovalores 8, ¢ y a; se obtiene:

2 2 4 4
2+<E F >sinBsinhE+<f i )cosﬁcoshsz

$B p?é? (665)

Puede observarse que esta ecuacién caracteristica solo depende de los autovalores ¢ y g, los cuales
a su vez dependen del parametro «a; es decir, las propiedades dindmicas de la viga CTB clasico de

un campo dependen Unicamente del pardmetro a.

Los autovalores ¢ y B se derivan al resolver numéricamente la ecuacion caracteristica. Conociendo
los valores de £ y f se calcula el valor del parametro §, y como consecuencia se obitnenen las

frecuencias y los periodos de vibracion del modelo.

5 |Kp T
= |/ >
V=2 pA w 1) K,

(666 )

e Valores propios

En las figuras 89, 90 y 91 se muestran los tres primeros valores propios en funcion de la variable
a. Como se puede observar para los tres valores propios; cuando @ = 0 se obtienen valores propios
idénticos a los obtenidos para la viga de flexion EBB y cuando a = 100 se obtienen valores

propios idénticos a los obtenidos para la viga de corte SB.

Se observa que se presenta una variabilidad fuerte y notable para los tres valores propios en el
rango de valores de «; es decir, el modelo CTB de un campo es muy sensible a la variabilidad del
parametro a. Esta variabilidad afecta directamente a las propiedades dinamicas del modelo tales

como el periodo de vibracion y la forma modal.

Al analizar el analisis paramétrico desarrollado para graficar los valores propios en funcion del
parametro «; se encuentra que la diferencia porcentual entre los valores propios del modelo CTB-
EBB y CTB-SB son del 3.79% y 23.89 % para el primer modo, 7.56% y 7.15% para el segundo

modo y 4.29% y 4.31% para el tercer modo de vibracion.
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Basado en esta observacion es de suma importancia subrayar que esta variabilidad se acentla méas
para el caso del primer modo de vibracion, afectando directamente las propiedades dindmicas
como el periodo de vibracién y la forma modal. Por otro lado, la variabilidad del segundo y tercer
modo es menos pronunciada; notandose ademas, que esta variabilidad disminuye ain mas al

aumentar el nimero de modos a considerar.

1.95
1.90
1.85
1.80

Q. 1.75
1.70

1.65

1.60

1.55
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 8 90 95 100

a
CTB == == EBB == == SB

Figura 89. Primer valor propio 3, para el caso de « variable.

5.10
5.05
5.00
4.95

4.90

B2

4.85

4.80

4.75

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 8 90 95 100
a

CTB == == EBB == == SB

Figura 90. Segundo valor propio 8, para el caso de a variable.
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8.05

B3

8.00

7.95

7.90

7.85
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 &8 90 95 100

a

CTB == == EBB == == SB

Figura 91. Tercer valor propio 35 para el caso de a variable.
e Formas de modo

Considerando las primeras condiciones de borde, normalizando a 1 en la parte superior y

escribiendo en forma matricial el sistema algebraico lineal resultante:

Escribiendo en forma matricial el sistema algebraico lineal resultante al desarrollar las condiciones
de borde:

1 0 1 0 o 0
0 B 0 3 C(_Jo
—B?cosfp —p?sinf &2cosh& &2sinh&|)C:( ™ )o
cos 3 sinf8 cosh ¢ sinh & Cy 1 (667)
Luego de algunas manipulaciones simples:
n
G I( g\l
o= : -
Cs —iSenﬁ + Senhé + n[Cosp — Coshé] | —n |
Ca A ) (668)

Donde
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_ §?Senh§ + {BSenp
1= ¥2Coshe + B2Cosp (669)

Reemplazando estos coeficientes, se puede obtener una solucién de la siguiente forma para las

formas de modo:

—ESen(ﬁz) + Senh(éz) + n[Cos(Bz) — Cosh(éz)]

@(z) = f
—E.S'enﬁ + Senh§ + n[Cosp — Coshé]

(670)

En las Figura 92, 93 y 94, se presentan las tres primeras formas de modo de vibracion del modelo
CTB clasico de un campo. Como se menciond, se ha normalizado a uno en la parte superior del

modelo. Ademas, se han representado formas modales para diferentes valores de «a.

Segun lo observado; es facil notar que las formas de los modos correspondientes para valores
relativamente pequefios de a (a — 0) son idénticos a lo encontrado para la viga de flexion pura
(EBB), mientras que para valores relativamente grandes de a (a — o) son idénticos a lo
encontrado para la viga de corte (SB). También se observa que la viga CTB de un campo reproduce
adecuadamente las formas modales para estructuras duales con valores intermedios de @ (0 < a <

oo),

1.0
— =0
0.9
a=2.5
0.8 .
o a=7.5
0.6 o
N 05 — =12.5
0.4 — =15
03 — =175
— =20
0.2
—=22.5
0.1
— =5
0.0 !
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 — 272
@ a=30

Figura 92. Formas del primer modo de vibracion en funcion del valor a.
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e (=0
m— (=2.5
m— =5
a=7.5
— =10
=125
— =15
— 1=17.5
— =20
— r=22.5
— =25
— 0=27.5

s (=30

Figura 93. Formas del segundo modo de vibracién en funcién del valor a.

1.0

e (=0
— =2.5
— =5
a=7.5
— =10
— =12.5
— =15
— =17.5
— =20
— (=225
— =25
— 0=27.5

e =30

Figura 94. Formas del tercer modo de vibracion en funcién del valor a.
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e Casos especiales

a) Cuando a — 0. Esta situacién corresponde a una viga de flexion (Euler Bernoulli).

a=0-+

3. 51600 Kb yu
B, = 1.87510 » w, = —2 5 T, = 1.78703H2

22. 03411 Kb
B, = 4.69405 > w, = ———— |2 T, = 0.28516H2

61.69710 69710 Kb
By = 7.85475 > w; = - T, = 0.10184H?

>

(671)

b) Cuando a = 2.5; que corresponde a una estructura dual con « intermedio.

1.9455 > w 6.16296 K, ST, =1.01951H2 |7~
= . = = .
B 1 H? Yu 1 K,

26.16664 |K, L Y
@=25-1f, = 48195 5w, = ——— ~oo T = 0.24012H? 2

65. 49051 K,
By = 7.90190 > wy = ————— |2 - T, = 0.09594H2
u

-~

(672)

c) Cuando a = 30; que corresponde aproximadamente a una viga de corte.

a=30-

48.81092 |K, , [V
ﬁl = 1.62465 — w; = T )/_ - Tl = (0.12872H K_
147.92045 92045 Kb yu
B, = 4.86705 > w, = - T, = 0.04248H2
251.40457 ,
B; = 8.09105 - wy = T — = T; = 0.02499H Kb

(673)

Se observa que los valores son casi idénticos a los obtenidos al considerar una viga de corte

pura. El error cometido es del 3.43%, 3.28% y 3.02% para el primer, el segundo y el tercer

modo respectivamente. Sin embargo estos errores son aceptables desde el punto de vista

ingenieril; por lo que es préactico fijar un valor de a« = 30 para caracterizar a los edificios

cuyo comportamiento es de corte puro. El considerar un valor de @« = 100 reduce el error

al 1.01%.
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200
100

F(B)

-100
-200

100
50

F(B)

-50
-100

Figura 96.

4242 Caso?2

Figura 95.

Funcién caracteristica para el caso a = 2.5.

Funcién caracteristica para el caso a = 30.0 (Viga de Corte).

La relacidn entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales. Para el piso j-ésimo:

{ui+1(0)\| Ifui(O)\I 0 0 0
U1 O | _ 1 0y J(® 0 00
4|Mz+1(0)} ’(){Mi(O)}Jr 0 00
Via (0) ) \voy) Lmw? 0 0
Reescribiendo:
(Ui+1(0))
4u£+1(0)}:
M;.1(0)
Vier (0))
Donde:
1
71vi(0) = 8
m;w

Ty (0) {

(ui(o)}
J ;(0) -
[ M;(0)

0
0
0
01\ v(0) )

1
0
0
m;w?

(ui(0)
u;(0) }

M;(0)

Lv,(0))

S O O
SR OO
o
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(= =]

0 {ui(o)}
0 1;(0)
Tl. 0 l
o| ¢ ){Ml-m)}
1 ()  (674)
(675)
(676)



Expresando la ecuacion para el n-ésimo piso entre simbolos de producto:

un (0) n uy (hq)
un(0)  _ up (hy)
oy (=] | Fe @
V(0)) 71 Vy(hy) (677)

Donde:

t= lewk (0)

(678)
Reemplazando este pardmetro:
u, (0) uy (hy)
up(0) | _ Jun(hy)
M, (0) M; (hy)
1V (0) Vi(h1) (679)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior
y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 4x4 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

(Tl ) (atw=o
4 u(l) - ¥ {ul (hl) =0 }
1" -
Reemplazando:
u, (0) tin tiz tiz tig 0
up () _|t21 22 f23 l2a 0 . {0} _ [t3,3 t3,4] {M1 (h1)}
0 ts1 tsz t3z tza|)Mi(hy) 0 taz  taal(Vy(hy)
0 ty1 taz taz taal \Vi(hy) (681)

Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de
coeficientes es singular). Resolviendo la determinante se encuentran las frecuencias angulares de

la viga.
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4.2.5 Acoplamiento en paralelo de viga de flexion y viga de corte de un campo
(CTB) - Comportamiento torsional

Al igual que el anéalisis del desplazamiento torsional se puede derivar en base a la analogia que
existe entre los esfuerzos de estructuras de paredes delgadas en flexion y torsién, el analisis de la
vibracién torsional de un nucleo estructural también puede extenderse utilizando esta analogia. El
modelo a utilizar es un voladizo equivalente de seccion transversal abierta de paredes delgadas

que tiene una rigidez de Saint Venant efectiva (GJ,) y una rigidez a la deformacién (EI,,).

4251 Casol

Al analizar el equilibrio de una seccion elemental del nicleo estructural, su ecuacion diferencial

resulta:
El,o"" = G]"¢" +pl$ =0 (682)
Donde:
( I =]+]
m
1 L . 443 -
J= §Z h;v} (Seccién abierta),] = T (Seccion errada)
i=1 ?i1v_i r
_ 443 A —rdl _ d?
[= B 1T T
12EL, © 4, (683)

La ecuacion diferencial parcial se puede resolver mediante la separacion de variables, aplicando

una solucién del siguiente tipo:

Pty = D (684)

Donde @, define la variacion del desplazamiento a lo largo de la longitud de la viga, mientras
g lo hace con el tiempo. Reemplazando y recolectando términos similares, se obtiene lo

siguiente:

q(t) EIW 1 " G] 1 "
B gy gl =0
aey Pl B P pl By P (685)
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Debido a que las coordenadas de tiempo y altura son variables independientes, cada uno de los
términos debe ser igual a una constante con signos opuestos, para garantizar que el resultado neto

sea cero. En consecuencia, se puede dividir en dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

"

- 2, —
{ Aoy T Wy =0 }
El,B() = GJB) — pPIW?Bpy = 0

(686)

La primera ecuacion es la misma que rige el comportamiento de un sistema SDOF con frecuencia

de vibracién w.

La segunda ecuacion diferencial es idéntica a la ecuacion presentada para el caso de la vibracion
lateral de una viga CTB, con la diferencia en que solo cambia la nomenclatura de sus rigideces;
ademas, se tienen las mismas condiciones de contorno, por lo que la solucién dada en la seccion
anterior es completamente valida para el analisis torsional puro de un ndcleo estructural. Para

resolverlo es necesario utilizar las rigideces equivalentes:

K, = El,
pA — pl (687)

4252 Caso?

La relacidn entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales. Para el piso j-ésimo:

(©i+1(0) 0 0 0 O0]) (®i(0) 1 000 (@:(0)
O 0 00 offJei®|_| 0o 100 HO)
4Ml-+1(0)}_ L+ o 00 0 {Mi(O)}_ 0 o0 1 OT"(O){Mi(O)}
VAROY, maw? 0 0 of) ly) Imaw? 0 0 1l y©) (688
Reescribiendo:

(<p’i+1(0)\ (fp’i(O)\

) ™ )

i+1 i

Vir1(0)) vi(0)) (689)

Donde:
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1 0 0 O
0 1 0 O
mw? 0 0 1 (690)

Expresando la ecuacion para el n-ésimo piso entre simbolos de producto:

Ifqon(O)\l . Ifsol(hl)\l
2Ol _TT7 . 0] 1D
{an)% ,H W"“%Mﬁ(m}
\V,.(0)) \Vy(hy)) (691)

Donde:

t= ﬁ Twi (0)
k=1

(692)
Reemplazando este parametro:
(<Pn(0)\| Iffpl(hl)\l
4 0,(0) ¥ — t{ @, (h1) ¥
| M, (0) | | My(hy) |
VAOVERVACHY, (693)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior
y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 4x4 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

( [

4 P =0 &_){(pll(éll))_o}

| Pl =0 (7Y Mu(0 =0

\EL, @y, — GJ*¢(g) = 0) .0 =0 (694)

Reemplazando:
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¢, (0) tin tiz tiz tia 0

on(@ _|t21 f22 l23 f24 0
0 t31 t3p tzz tza|)My(hy)
0 ty1 taz taz taal \Vi(hy) (695)

Despejando el momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:

{O} _ [t3,3 t3,4] {M1 Uh)}
0 ty3z  taal(Vy(hy) (696)
Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular). Resolviendo la determinante se encuentran las frecuencias angulares de

la viga.
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4.2.6 Viga sandwich de dos campos (SWB)

426.1 Casol

La energia potencial y la energia cinética del modelo SWB de dos campos son:

1 H 7 2 ;12 1 H n 2
V= Ef {Kble(x) + Ksl[e(x) — u(x)] }dx + Ef szu(x) dx
0 0

1 (H )
T = E-I;) [Vu(u)z + 7o (9)2] dx (697)

Donde:

{vu = pA,ve = pI} (698)

En consecuencia, la energia potencial total de la viga SWB de dos campos se expresa como:

1 H <2 1 H 5 , ,
=5 1)? - = ! — ! "

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge

de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:
H . .
U= f {Vuu(x,t)6u(x,t) + Ve 9(tx,t)59(x,t) - Kble(’x,t)Seéx,t) - Ksl[e(x,t) - uéx,t)]é‘e(x,t)
0
+ Ksl[e(x,t) - uéx,t)]auéx,t) - szu&,t) 5“2;@}‘1’5 (700)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacion, ordenamos los términos comunes:
. ! rrr H n ! H
6u = {{Yuu(x,t) + KSl [9(x,t) - u(x,t)] + szu(x,t)}Su(x,t)}o - [szu(x,t)(su(x,t)]o
. , H
+ {[ve0r) — K 9(x,t)]59(x,t)}0

H
- f i) + Ksl[e(’x,t) - ué;,t)] + szugc’,’t)}au(x,t)
0

H
- _L [Vee(x,t) — Kp1003 ) + K1 [0y — uEx,t)]] 80 (x,t) (701)

Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:
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nrr

{Vuf‘(x,t) + Kol = ugen ] + Koot = 0}
VoBiun = Koo + Ks[0eon = gen| = 0

(702)
Y condiciones de borde:
9(1_1) == O
u(H) = O
K8 = g | + Koargr = 0 (703)

La ecuacion diferencial parcial se puede resolver mediante la separacion de variables, aplicando

una solucion del siguiente tipo:

{u(x,t) = ®(X)q(t)}
Oty = Ay (704)
Donde @, define la variacion del desplazamiento a lo largo de la longitud de la viga, mientras

g lo hace con el tiempo. Reemplazando y recolectando términos similares, se obtiene lo

siguiente:
|( o) N (KA = KB + KpaB] 0 \I
A VP 5
|90 [~Ki1dg + Kidgo = K@) ol
ey Yoheo (705)

Debido a que las coordenadas de tiempo y altura son variables independientes, cada uno de los
términos debe ser igual a una constante con signos opuestos, para garantizar que el resultado neto

sea cero. En consecuencia, se puede dividir en dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

. 2 _
Ay T WGy =0
Kpa® () = KBy + Kol = Wy, By = 0
KA + K@y = KA + w'yghiy = 0 (706)

La primera ecuacion es la misma que rige el comportamiento de un sistema SDOF con frecuencia

de vibracién w.
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Despejando 4(,,, derivando dos veces y reemplazando:

K  Ka  VgW™ Y.we Y K. }/ w? (Ko Ygw?
Q)llllll _ [_S+ Q)HH Tu 1 +-£ wu _ ¢ — 0
© Ky Kpr Kpp | ® | Ky, Y. K O Koy \Kpr Koy ) (707)

Se obtiene una ecuacion diferencial de sexto orden. Normalizando la ecuacion diferencial por la

variable z = x/H:

Ks1  Kg V@W VuWZ Yo K.
rrrrrr _ _+__ H2 nrr (1 + ) H4. 14
2@ [sz Kp1  Kp1 P - Yu Kp1 P

w* (K w
YU <L1_yg >H6®(z)—0
Kp2 \Kp1  Kp1 (708)
La ecuacion puede reescribirse como:
®E,z,),” [a K _ 6 i ]@HH _ 62[1 + 0-’2#2]@(2) + 62[0_’2(K2 _ 1) _ 52,112]@(2) =0 (709)

a=H Ll K= sz u= Vesz 5= VuH4W2
Kb1l Yu Kbl Ky (710)

Reescribimos nuevamente la ecuacion:

mnrrrr

B = [my +mimy — 82m3]0() — [62(1 + mym3)]@(,) + [62 (i, — §2m3)]@(,) = O (711)

{my = a? my = x> — 1,75 = p?} (712)
Para resolver la ecuacién diferencial consideramos el polinomio caracteristico:
Pay =18 = [my + mymy — 8%m3]r* — [62(1 4 mym3)]r? + [62(mym, — §%m3)] = 0 (713)

Cambiamos de variable y denotamos:
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i = —\/E

; i=1,2,3}

(714)
Reescribimos el polinomio caracteristico:
Py = q® — (my + mym, — 8%m3)q® — [6%(1 + mym3)]q + [6%(mym, — 82m3)] = 0 (715)
Esta ecuacion tendra tres raices reales y desiguales en g, si:
a® b?
77t 7 <0 (716)
Donde:
1 2 2. )2
a=-3 [3(1 +my13)8% + (101 + mym, — 8m5) ]
1 3
b = —2—7{2(7T1 + Ty — 6277.'3) + 9(7'[1 + Ty — 627'[3)(1 + 7T17T3)62 - 27(7T1 + Ty — 627'[3)62}
(717)
Reemplazando:
a® b? 5?2
B T SR g 3
7 + 4 108 {1 [4m, (1 + m)°]
+ m2[(1 4 20m, — 8m%) — 2(1 + m,)(1 + 8m2)myms + (1 + my)%mm2]52
+ [4 —8(1 — 2m)myms + 2(1 — 27y + 1272)mwins + 2(1 — my)min3]6*
+ m2[-8 — 8(1 — 2my)m s + wEmE]66 + (4m3)68} (718)
Numéricamente, se puede demostrar que la ecuacion siempre es negativa cuando:
0<m <10° 0<a<10
0<m<05;—=30<Kk<1.2247
0<m3 <05 0 < pu<07071 (719)
Definimos un autovalor critico:
T
MM, — 82 =0 > §2 = —2
3 (720)
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Se presentan dos casos:

e Caso 1: Cuando el polinomio tiene dos raices reales positivas y una raiz real negativa.

A
12 5, 5< 68,

Ty — 627'[3 >0- 62 <
3 (721)

e Caso 2: Cuando el polinomio tiene una raiz real positiva y dos raices reales negativas.

A
12 568> 6,

Ty — 627'[3 <0- 62 >
T3 (722)

Definimos q; de tal manera que:

d1 < q2 <qs (723)

De tal formaque q; < 0,93 >0yqueg, >0parad <8, yq, <0parad > 6.

Las raices de la ecuacion se calculan como:

a @ 2mi\ mw +mm,—38%m
q = /——cos(3+T)+ ! 132 2. i=1,273

f }
4' 3b | 3 I}
\ )

@ = arccos| — |——
2a a
(724)
e Frecuenciay periodos de vibracion
Normalizando por la variable z = x/H las dos ecuaciones diferenciales acopladas:
{ O = @0y + @A) — %0 = 0 I
HA(y + [@? (k2 = D10, — [a?(? = 1) — 6%u2]HAg,y = 0 (725)
Expresandolo en términos de m,, m, y m5:
{ B =m0y + miHAG) = 620 = 0 }
H/l(z) + 7T17T2(Z)(Z) — (7‘[17'[2 - 627r3)H)I(Z) =0 (726)

La solucién sera de la forma:
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HA) 1
=) G
@9 tna) (727)

Sustituyendo la ecuacion en la ecuacion, se obtienen dos ecuaciones homogéneas que escritas en

forma matricial, resulta:

o —stmy | e 16 =0)
r? — (mym, — §%m3) T, TT,T N2 0 (728)
Para evitar soluciones triviales, el determinante debe ser igual a cero, es decir:

ré — [y + mymy — 8%m3]r* — [82(1 + mym3)|r? + [8%(mym, — 6%m3)] = 0 (729)

Para todas las raices, la ecuacion implica:

{771} _ [Ti4 - 7T17”i2 - 62] c:i=12..6

N2 —T 7 (730)
Donde C es una constante arbitraria. Cambiamos de variable y denotamos:
Toi_ ] .
qi=ri2—>{2‘ ' \/Z; i=1,2,3}
ra = —/a (731)
Reemplazando en la ecuacion:
q® — (my + mym, — 8%m3)q® — [6°(1 + myms)]q + [6%(mym, — 6°m3)] = 0 (732)
Se demostrd que las raices son siempre reales para los intervalos dados en la ecuacion.
Reescribiendo la solucion completa:
6 4 2
W = HA) _ {771} oT7 — c | —mr - 52 ori
) D2 N2 ' —T, 1y
i=1 1 (733)

Sustituyendo esta ecuacién completa en las condiciones de borde, se obtienen:

e En la base (z=0):
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i=1
6
9 Q)EO)—O—>ZCirLZ—O >
i=1
6
Hig =0 Y G —mr? —62) =0
= ) (734)

e En la parte superior (z=1):

6
By =0- Z Ciriei=0
i=1

"

6
{ @E,{) - 7T1[®21) - Hl(l)] =0- z Ci e'i =0

=1

6
lel) =0- z Ciri(rt —mr? —8%)e™ =0
i=1 % (735)

Definiendo:
Di=Ti4—7T1Ti2—52=qi2_771Qi_52 ; l=1I2I3 (736)

El sistema algebraico lineal resultante al desarrollar las condiciones de borde, se escribe en forma

de matriz:
Jas /@ Vo @ V@ SR
q1 q1 qz qz qs qs | C, | |(0\|
D, D, D, D, D, D, C, 0
g%Vl —qifel gV i@ qieV® —qfemV0 {C“F{IO?
e\/q_l e_\/q_l e\/q_z e_\/q—Z e\/q_3 e_\/q_3 tCSJ kOJ
@DV —JgDie™T D6V — [ D,e VT \[qiDyeTs  — [gzDyeas| el 0
(737)

Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular).

Mediante algunas manipulaciones simples del determinante en la ecuacién, se puede escribir

como.
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1 0 1 0 1 0
0 q1 0 qz 0 q3
0 D, 0 D, 0 D3
2 2 2 =0
q1¢1 q:s1 q:C; q;sz q3C3 q3S3
S1 1 S2 2 S3 C3
Dic; q1D1s1 Dacy  q2Dzs; Dscs q3Dsss
Donde:
1 1)
1) = 1 sin (Vlaile)
1
(msinh (w/qulz) A< /15\|
si(z) = 2\}_ [eV017 — e™VO7] = {5,(2) = 4' ZZ } >
qi sin(/1g2lz) ; 1>2
\VTga] (Vie:l2) ‘)
1
s3(z) = sinh \/WZ
* 2@ = i (il >
( ¢1(2) = cos (\/ |q1IZ) )
1 cosh(+/lgzlz) ; A< A
ci(z) = E[e‘/q_lz +e V07| =S c,(2) = ( : ) ‘
cos( qulz) ; A> A
L c3(2) = cosh( Iq3IZ)
\ si=51); ¢ =c¢;(D

Una reduccidn adicional en la ecuacion:

(g1 Q151 + q5Q25; + q5Q353) (q2¢2 — q1¢1)  (g3c3 —qqc1)
(Qqc1 + Qzc2 + Q3c3) (s2 —s1) (s3—s1)
(q1D10Q151 + q2D2Q25; + q3D3Q353)  (Dyc; — Dicy)  (D3c3 — Dycy)

=0

Teniendo en cuenta que:
of —qisf =1Li=123
La determinante se puede escribir en su forma mas simple:

Q20312 + (g2 + q3)sas3ler + Q3Q41[2 + (g3 + q1)sssilez + Q1Q2[2 + (g1 + g2)s152]c3
+(QF + Q3 + 09c1czc3 = 0

Donde:
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Q1 = q3D, — q2D3 = (92 — q3)(q2q3 + 6%)
Q2 = q:D3 — q3D; = (g3 — q1)(q3q1 + 6%)
Q3 = q2D1 — q1D; = (41 — 42)(q192 + 67) (743)

Reescribiendo la determinante como F(§2):

F(82) = Q;Q3[2 + (a2 + q3)s253]cr + Q3012 + (g3 + q1)s351]C,
+Q1Q2(2 + (g1 + g2)s152]c3 + (QF + Q5 + Q3)cicac3 =0 (744)

Resolviendo esta ecuacion caracteristica se obtienen soluciones para § por métodos numéricos y
consecuentemente se obtienen los periodos de vibracion. Es importante mencionar que por lo

general g5 tiende a un valor numérico grande, por lo que es necesario tener cuidado para evitar

5 Ky 2n 2mH? |y,
Rl e Y
Yu b2 (745)

e Formas de modo

problemas numéricos.

Los vectores propios se pueden obtener resolviendo la ecuacion para las constantes C;. Para

simplificar el problema de la matriz, las constantes C; se transformaran en un conjunto de nuevas

constantes C, mediante la transformacion:

_ 1 _
2071 = Cp1 +—=0Cy;

( )
) ‘1/71' =123}
Ik 20y = Cyimqg ———=Cy J

\/?i (746)
La ecuacidn se reduce:
0 1 0 1 0 11(G (0}
q1 0 qz 0 qs 0 C_z 0
D,y 0, D, 0 Dy 0 ) Cs [ _ 0
Qfsl qi1¢1 q%sz q2C2 %2,53 qzc3 || Cy 0 |
cq S1 cy S5 C3 S3 Cs lOJ
Lq1D151 Dicy q2D2s;  Dpc; q3Dss3 Dscsd \Cy/ 0 (747)
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Dado que el determinante de esta matriz es cero, las constantes C; a Cs se pueden expresar como

una funcion de C,. Eliminando la quinta ecuacion en (3.47), la ecuacidén matricial se reduce a:

[ 0 1 0 1 0 ] (_ 1\ (1
| & 0 q2 0 q3 ||_2I _|0I
| oo o 0, o Db [{at=-G{ o}
l Gisi  qic1 43Sz @ 45S3 l [ C, | qu3c3}|
lcI1D151 Dic;  qz2D3s;  Dyc; CI3D3S3J kC_'SJ Dscy (748)
Que se puede resolver para la constante C;:
(C1) [0 1 0 1 0 1M1y
|€2| | @ 0 q2 0 a | | o |
leb==¢| > o b, 0o b | o}
| C, | l ais1  @ic1 43Sz Q2 G3S3 l qu3C3J
k_sj lC11D151 Dic; qzD;s,  Dcy Q3D353J Dscs (749)
Operando:
(le\ ( Q1(Q1cz¢3 + Q¢3¢ + Q3¢4C,) \
{I 2 I} C, 4' Q30Q1(q353 — q151)¢c; — Q1Q2(q151 — 4252)¢3 i
O3 = — — — Q2(Q16263 + Qz¢3¢1 + Q3¢41C7)
[ 54 | Q2034252 = 4383) = 0301(4353 = @151 I Q10Q2(g151 — q252)¢3 — Q2Q5(q2S5, — Q353)01J
kCTSJ k Q3(Q1cz¢5 + Qyc3¢1 + Q3¢4C5) (750)
Y finalmente:
(C:ﬂ ( Q1X4 ]
(‘:2 [ X2 — X3 |
) (4:3 \ _ C{ Q2Xa }
Cy X3 — X1
Cs | Q3Xa J
\Co A1z (751)
Donde C es una constante y
X1 = Q20Q3(q25; — q383)cq
X2 = Q30Q1(g383 — q151)c;
X3 = Q1Q2(q151 — q252)¢3
X4 = Q16263 + Qzc3¢1 + Q3C1C2J (752)

Ahora se puede obtener el desplazamiento @,):
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O = —m1[C10151(2) + Co¢1(2) + (30252 (2) + Caca(2) + C5q553(2) + Cee3(2)] (753)
Y sustituyendo los valores de C; dados en la ecuacion

Dz = —m1C{xa[Q19151(2) + Q2q25,(2) + Q3q353(2)] + (x2 — x3)c1(2)
+ (X3 — x0)c2(2) + (1 — x2)e3(2)} (754)

Normalizamos de tal manera que @,y = 1:

_%a
@7 0 (755)

Y

4.26.2 Caso?2

La relacion entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales. Para el piso j-ésimo:

(@Y [0 00 0 0 O (u:(0) )
e O T I s
{M:fl(O)}:{Ti(O”l 0 00000 }<Mfi(0>’
I‘l+1(0) | | 0 00 0 0 OI Mri(o)
kvm(o)) \ lmw?z 0 0 0 o ol v J |
((Ui+1(0) ) [1 00 0 0 0 (u;(0)
| wia@ ] | 0 1.0 0 0 0 u;(0)
640 | | 0 0o 1 0 0 o 9;(0)
4M11+11(0)}_| 0 00 10 oV
| Mi12 )| o 000 10 |m
Reescribiendo:
( %i+1(0) u;(0)
| wi1(0) u;(0)
0i1(0) | _ .. 6;(0)
4 My;4+1(0) (= Twi (0 M,;(0) (
I‘l+1(0) Mri(o)
Vi41(0) \ V;(0) J (757)

Donde:
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Twi(O)

- O O O O

S OOk OO

SO Rr O OO

O Rr OO OO
o

I
U — |

1] (758)

Expresando la ecuacion para el n-ésimo piso entre simbolos de producto:

.(u”(o) \. .(ul(hl)\. .(ul(hl) \.
| u, (0) | n [ uy (hy) | | uy (hy) |
6,(0) | _ .(h) | ) 6:(h)
{Mﬂm}‘rpww%Mumﬁ‘thmmo}
| M0 | My (R | M ()|
SAOY, AV SAHY. (759)

Donde:

t= lewk (0)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior

(760)

y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 6x6 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

upy =0
( El) ~0 ui(hy) = 0
Uy = | ut(h) =0 |
fw =0 [t =0l
{ o r =
00 =0 | My, (0) =0 {
uéi)) =0 IMrn(O) = OJ
! nr V 0 = 0
(Ks1[60) — u(O)] + Kpaug) = 0 n(0) (761)

Reemplazando:
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(un(O)\ [t1,1 tiz Uiz tia ULs 4 6] ( 0 \
|u,(0)| |21 to2 taz t2a tas5 t26]| 0 |
{ 6,,(0) } |t31 tz2 tzz t3a U35 3 |{ }
0 i taz taz lag tys t46| My (hy)
| 0 | |t5,1 lsp2 ls3 lsa 55 s 6 r1(h1)
\ 0 ) te1 lez te3 lea les Lo k Vi (hy) ) (762)

Despejando el momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:

0 tsa tss5  tse|< Mpi(hy)

{O} [t4,4 tas t4,6] My (hy)
0 tea los teel | Vi(hy) (763)

Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de
coeficientes es singular). Resolviendo la determinante se encuentran las frecuencias angulares de

la viga.
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4.2.7 Viga sandwich generalizada de tres campos (GSB1)

4271 Casol

La energia potencial y la energia cinética del modelo GSB1 de tres campos son:

1 H ’ 2 ’ 2 ’ 2 ’ 2
V = Ef {Kblll}(x,t) + Ksl [u(x,t) - ll](x,t)] + sze(x’t) + KSZ [u(x,t) - Q(x’t)] }dx
0

T—lfH[yu 4y 2+y9 2]dx
-5 ,t ,t 0 ,t
2 o u“(x,t) P (xt) (xt) (764)

Donde:

{ru = p(A1 + A2); vy = plis Yo = pl) (765)

En consecuencia, la energia potencial total de la viga GSB1 de tres campos se expresa como:

1 H . 2 H 2 . 2
U= > [Vuu(x,t) + VP Vel ]dx
0

1 r 2 ’ 2 7 2 ’ 2
— EJ; {Kbll/)(x,t) + KSl [u(x,t) - l/)(x,t)] + sze(x’t) + KSZ [u(x,t) - Q(X',t)] }dx

(766)

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge

de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:

H
U = f et 0ty + Yoo 8P + Yo0 00wty — Ko1¥Win. 0% ixt)
0

— Kot Uy = Ve |0y + Ko1 Uity = Yo [6W ety = Kp20(x0) 0600

— K2 [uzx,t) - e(x,t)]SuEx,t) + K52 [uéx,t) - e(x,t)]se(x,t)}dx (767)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacion, ordenamos los términos comunes:
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. ’ H
oU = {[Vuu(x,t) - (Ksl + Ksz)u(x,t) + Ksllp(x,t) + Ksze(x,t)]5u(x,t)}0

. , H , H
+ [yp@een — Kbllp(x,t)]6lp(x,t)0 + [¥eOr) — sze(x,t)](se(x,t)o

H
- f {Vuﬁ(x,t) - (Ksl + Ksz)u&,t) + Ksllpéx,t) + Kszgéx,t)]Su(x,t)
0
H ..
- f s = Kor(er — Ko [uten — Yo }6¥ s
0

H
- f Vobixey = Kp20(xr) — Ksz2 [ty — O |}60 oty
0

(768)
Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:
(v it — (Ko + Kty o + Kqth « + K8y = 0)
[ Vol(xt) s1F K)ugey + Kap y + Kb |
4' ylplp(x,t) - Kbll/)(x,t) - Ksl [u(x,t) - l/}(x,t)] =0 }
l YeBon = Knblon — Kool = 0en] =0 ) (769)
Y condiciones de borde:
(Ko + KSZ)U-’(H) — Koy — Kby =0
Yap =0
Oy =0 (770)

La ecuacion diferencial parcial se puede resolver mediante la separacion de variables, aplicando

una solucién del siguiente tipo:

Uty = D
Vi =Ml
Oty = A2y (771)

Donde @, define la variacion del desplazamiento a lo largo de la longitud de la viga, mientras
g lo hace con el tiempo. Reemplazando y recolectando términos similares, se obtiene lo

siguiente:
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f’dﬂ N (K + Ksz)(b’(’x) + Ksl)l;(x) + Ksz)llz(x) _ Ow
o) VP
< @ N _—Kb1/1’1’(x) - K51®,(x) + Ksl/h(x)_ “ o >
dp | Yyphi) |
ﬁﬁ N __KbZA;(x) - K52®,(x) + KSZAZ(x)_ “ o
| Voot _ y (772)

Debido a que las coordenadas de tiempo y altura son variables independientes, cada uno de los
términos debe ser igual a una constante con signos opuestos, para garantizar que el resultado neto

sea cero. En consecuencia, se puede dividir en dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

. 2, _
I( Gy T W =0 \I
4 (Ks1 + K2)B) — K di) = Ksadpy + W, 0y = 0 }
| Kp1di) + Ks1@y) = Ksadin) + Wzylph(x) =0 |

Ki2Aa() + K2y = K2y + Wghaco = 0 (773)

La primera ecuacion es la misma que rige el comportamiento de un sistema SDOF con frecuencia

de vibracién w.

Utilizando el método de operadores diferenciales para la solucion del sistema de ecuaciones:

(Ksl + KsZ)DZ + Wzyu —Ks D —Kg, D (Z)(X) 0
KD Kp1D? + (W?yy — Ks1) 0 My ¢ = {0}
KD 0 KpaD? + (W2yp — Kp)| A2 10 (774)
Es decir;
¢HIHI _ [KleSZ (Kbl + KbZ) _ KblKDZYu + (Kblye + KbZYl/})(Ksl + KSZ) WZ] @,,,,
K1 Ky, (Ksy + K2) Kp1Kp2 (Ks1 + K) )
— w2 {Klesz(ye + Vt,b) + (KlebZ + Ksszl)Vu
Kp1Kpp (K51 + Ks2)
_ (Ks1 + Ks2)vovy + (Kpive + KnaVy)Wu WZ} o
Kp1 Ky (Ks1 + Ks2) 2
VuWZ(Wzyl,b - Ksl)(wzye - Ksz) 0 -0
Kp1 Kpz (Ks1 + Ky2) @ (775)
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Se obtiene una ecuacion diferencial de sexto orden. Normalizando la ecuacion diferencial por la

variable z = x/H:

@/ _ [K51Ksz (Kp1 + Kp2) B Kp1Kpo vy + (Kp1ve + Kpovy) (Ksq + K2) wz] H2 G
@ Kp1Kpo (K1 + Ks2) Kp1Kpo (Ks1 + Ksz) @)

W {K51Ksz (Yo +vy) + (K1 Kpz + K2 K1) vy,
Kp1 Ky (K1 + Ks2)

_ (Ks1 + Ks2)vovy + (Kp1Ye + Kp2Vyp)Va " }H4®u
Kp1 Ky (Ks1 + Ks2) @

+ VuWZ (WZVIIJ - Ks1)(W2V9 - KSZ)H6

=0
Kp1 Ky (Ks1 + Ks2)

La ecuacion puede reescribirse como:

o — [a2? — (141 + 13)8%]07y
— 6{a?[(? — Dpf + ) + (nf +n3) — (uuf + g + 1§)6230(,
+62(6%ud, — 13)(8%ug —15)0) =0

Donde:
(| KaKe Koo o |t )
| a=H 1 o —w |
4 Kpo (K51 + Ks2) Ksz) K51 + Ky }
| Ksl + K> yl/l Ks1 + Ks2 vo _ Ksq _ Ks2 |
H —— U= | M =H |7—.n9=H |[—
k v Yu Ko vu''? Kps b2)

Para resolver la ecuacion diferencial consideramos el polinomio caracteristico:

Poy =7° = [a®k? = (1 + ), + p§)6°]r*
— 8%{a?[(c® = Vg + pf] + (nf +nd) — (ugug + uf + ug)o2)r?
+62(8%ug, —n3) (6715 —n) =0

Cambiamos de variable y denotamos:

2 T2i 1=\/E .
qi =1 ; 1=1,2,3
r21=_\/a
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Reescribimos el polinomio caracteristico:

Piry = q° — [a?x? = (1 + uf, + 15)5%]q?
— 6{a?[(® = Dy + ] + (0§ +n5) — (e + wfy + 15)6%}q
+ 6%(6%uy, —n3,) (6715 —mg) = 0 (781)
Esta ecuacion tendra tres raices reales y desiguales en g, si:

a® b?

77t 7 <0 (782)

Donde:

1
a =~ [36%(a?[(e? = Vg + ] + (nf +n3) — (s + uy + 13)8%)

+[a?k? — (1 + pf + ;15)62]2]

b= —%{2 [a’ZKZ - (1 +ug + yé) 62]3
+9 [azrcz - (1 +ul + ;1(3) 62] 8 {az [(KZ — 1) + lﬂzp] + (nf) + né)
— (i + 1+ 13) 0%} = 270 (8% = ) (5745 — )} (783)
Se presentan dos casos:
e (Caso 1: Cuando el polinomio tiene dos raices reales positivas y una raiz real negativa.
e (Caso 2: Cuando el polinomio tiene una raiz real positiva y dos raices reales negativas.

Definimos g; de tal manera que:

q1 < q2 < Q3 (784)

Las raices de la ecuacion se calculan como:

a 0 2miy a’k?—(1+u3 +ps)s?
qi=2/—§cos(—+—)— ( 3’” o) ;=123

3b / 3
@ = arccos| — |——
2a a

(785)
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e Frecuenciay periodos de vibracion
Normalizando por la variable z = x/H las dos ecuaciones diferenciales acopladas:
n I I 2
(K51 + K2)@(z) — Ks1iHA1(x) — Ks2HA () + H WZVuQ)(x) =0

KblHll(Z) + H2K51®(Z) - HZKslHll(Z) + HZWZ]/llel(Z) =0
KbZHAZ(Z) + H2K52®(Z) - HZKszHAZ(Z) + HZWZ]/GHAZ(Z) = O ( 786 )

La solucién sera de la forma:
D) M
Wiy = {HM) [ = {M2¢e™

HAyp 13 (787)

Sustituyendo la ecuacion en la ecuacion, se obtienen dos ecuaciones homogéneas que escritas en

forma matricial, resulta;

(K51 + Ksz)r2 + HZWZVu —RsT —Rg2T N1 0
H?Kr Kpir? + HZ(WZW; — Ks1) 0 {772} = {0}
H?Kg,r 0 Kpor? + H2(W?yy — Kp) | V137 10
(788)
Para evitar soluciones triviales, el determinante debe ser igual a cero, es decir:
Poy=7°—[a?k? — (1 + pf + )82 |r*
— 82{a?[(e® — Dug + ) + (0§ +n3) — (ujug +pfy + u5)6%}r?
+68%(8%uy, — ) (8%ug —ng) =0 (789)
Para todas las raices, la ecuacion implica:
my  (KorKoa{r + [(f, + 15)8% — (n§ + ) + (821, — 1) (8%ug — m5)}
{772} = —H?Kyy Kpori[r? + (8%u3 —n3)] C
3 —H? Ky, Kpiri[r? + (623 — n3)] (790)

Donde i=1, 2, 3,.., 6 y C es una constante arbitraria. Cambiamos de variable y denotamos:
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qi =71
i = =6 (791)
Reemplazando en la ecuacion:
q® — [a®k? — (1 + pf, + 1§ )6%]q?
— 0{a?[(? — Dug + ] + (n§ +n5) — (ufus + 1, + 15)5%}a
+6%(8%u3, — 3, ) (6%ug — ) = 0 (792)
Reescribiendo la solucion completa:
6 [KoaKuari* + [(u + 15)8% — (nf +mg)[r? + (82w, — 3 ) (6245 — )}
W = Z Ci ~H?Ks1 Kpori[r? + (8215 — )] e’i
—H? Ko Kpy1i[1? + (82115, — )] (793)
Sustituyendo esta ecuacion completa en las condiciones de borde, se obtienen:
e En la base (z=0):
6 \
Oy =0~ > Cufrit + (13 + 1307 = (i +m3)]r2 + (874, — ) (625 — n3)} = 0
=1 .
X HAy) =0 - Z Ciry|r? + (82%u3 —n3)] =0 >
s
HAzi0) =0 - Zri[rf + (52;112,, - 1712/,)] =0
=1 (794)
e En la parte superior (z=1):
(Ko + Ksz)(z)h) — KsHAyq) = KspHA(1) = 0
6
- Z Cimy {ri‘* — a?k? = (u3, + p3)82|r? — 62{a?[(x? — Dud + 3] — uﬁ,,uéc?z}} e’i =0
i=1 . }
H2lyy =0- Z Ciri[r? + (8%u3 —nd)le =0
lzl
Hy =0 Z Cir[r? + (62u3, —n)]eri =0
= (795)

Definiendo:
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Zy = qf + [(u) +u3)8% — (0§ +ng)]ai + (82uf — ) (6%ug —nj)

Zyi = qf = [a® = (uj, + 15)0%]a; — 8*{@[Ce? — Vg + | —wjpuis®) o

0; =1+ (8%u5 —1§) = q; + (6%u5 —n3)
Ei =17+ (8%u) —n3) = q: + (6% —n3)

(796)

El sistema algebraico lineal resultante al desarrollar las condiciones de borde, se escribe en forma

de matriz:

Zy; —Z11 Zy, —Z13 Zy3 —Z13
NI @10, V20, —/a20 N ~/4505
V@B —Ja:Ex VazE; —a:E; JaEs —\/asE;

V1 ZpeV —[q,Zy eV [q,Z,,eNT  — [q,Z,,e7VT \/q_3223e\/q_3 —\/0[_32236‘\/E
410,V q10,e™V0 q,0,eV% q,0,e™V2 Q303e‘/q_3 ‘7303‘3_‘/E
L g EjeV@ q1E e V0 q,E eV q2E eV 513]533\/a 513]533_\/g

Cﬂ 0
2
Cj I} - 4' 0 %
Cs 0
o)
(797)

Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular).

Mediante algunas manipulaciones simples del determinante en la ecuacion, se puede escribir

como.

q1C10, /214 41510, q2C,0,/Z1, 42520, q3C303/Z43 435303
q1CE /Z14 q151E; q.CE> /21, 4252 E q3C3E3/Z:5 q3S3E3
Donde:
( (

1 0 1
\/q—101/Z11 0 \/q_202/212
JaE/Zy4 0 Jaz2E2/ 21,

1
si(z) = E[e‘/q_lz — eVu7] = ¢

P

1
ci(z) = E[e\/q_lz + e“/q_lz] =1¢i(z

\

si(2)

0
0

0

\ si=s;{(1); ¢ =¢(1) J
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1 0
\/q_303/Z13 0

JasEs/ 2,5 0 B
\/CI_1C1ZZ1/Z11 \/q_151zz1 \/q_zczzzz/zn \/q_zszzzz \/q_3C3223/Z13 \/q_ssszzs

sinh( IqL-IZ);qi >0
sin( |Qi|Z)JQi <0
cosh( IquZ);qi >0
COS( IquZ);qi <0

(798)
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Una reduccion adicional en la ecuacion:

Zyy Z1201 Zy3 Z1304 (800)

Zip Z12E1/\Zy3  Zy130; Ziz 21201/ \Z13 Zy3E; (801)
Reescribiendo la determinante como F(§2):
= (Q o QB (B FLO(Fa FON(0s 01 Fy
Zyp Z12E1/\Zy3  Z130; Ziz 21201/ \Z13  Zi3E; (802)

Resolviendo esta ecuacion caracteristica se obtienen soluciones para 6 por métodos numéricos y
consecuentemente se obtienen los periodos de vibracion. Es importante mencionar que por lo
general g5 tiende a un valor numérico grande, por lo que es necesario tener cuidado para evitar

problemas numéricos.

(803)

4.2.7.2 Caso?2

La relacién entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales. Para el piso j-ésimo:

(w10 [0 00 0 0 op (i (0))
| e (O | | © 0o 0 o o off |%:(0) ]
0,,+1(0) | o o o o o ofl] 6,00
{M1i+11<0).}=4“(°)+| 00000 OIHMU(O)}
1120 | 10|
Vi1 (0) J mw' 00 0 0 ol {y)) (804)

Es decir,
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(( %1 (0)) [1 000 0 0 (wi(0)
| [ @] |0 100 0 of |%(0)]]
i+1(0) | o o 1 0 o of 6;(0)
{i{.thl(O)h 0 00 1 0 0|Tl(°){|Mu(o>}i}
M;;11(0) 0 0 0 0 10 My (0) |
\ 1+11(0) lmiwz 0 0 0 o 1l tV(O)”
Reescribiendo:
((ui+1(0)) ((ui(0)Y
| Yi+2(0) | | ¥:(0) |
8;:1(0) | _ 6;(0)
4 M (0) I} = Twi(0) {I My (0) I}
ri+ (O) Mrl(o)
\le(oﬂ Lv,0) )
Donde:
[0 1000 0
M@= 0 0 o1 0 oft®
| o 00 0 1 o
lmw?z 0 0 0 o 1l

Expresando la ecuacidn para el n-ésimo piso entre simbolos de producto:

(un(O) ) (ul(hl)\ (ul(hl) )
| ¥n(0) | | ¥1(hy) | | Y1(h) |
0,,(0) 61 (hy) 61(hy)
o } ]_[ka«» 4 Mflchll)} {Mfl(hll)}
| M| * M| [ Mo
L0 ) Lv,(hy) J \vl(hl)J

Donde:

t= ﬁ Twi (0)
k=1

(805 )

(806 )

(807)

(808)

(809)

Esta ecuacidn expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior

y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 6x6 y se mantiene constante en todos los pisos.
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Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

U =0 uy (hy) = 0)
Yy =0 ¥1(hy) =0
9(1) =0 91(h1) =0
Yy =0 In(0) =
9(’0) =0 My, o) = 0
(Ks1 + Ks2)ugo) — K1) — Ks26(0) = 0 Vn =0 (810)
Reemplazando:
(un(O)\ [t1,1 tiz Uiz t1a Us 4 6] ( 0 \
| 1, (0) | |t2,1 tza l23 t2a los ta6]| 0 |
0, (0) } [t31 t32 t33 t3a t3s t36|{ }
t4 1 lap taz Taa lis lape [\ My (hy)
| 0 | ts 1 G52 ts53 €54 G55 G5, 6 r1(h1)
\ 0 ) lte 1 tez2 ez lesa les lee k Vi (hy) ) (811)
Despejando el momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:
0 taa tas tae](My(hy)
0¢=|ts4 tss ts6|< Meq(hy)
0 tea tos tleel| Vi(hy) (812)

Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de
coeficientes es singular). Resolviendo la determinante se encuentran las frecuencias angulares de

la viga.
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4.2.8 Viga sandwich generalizada de tres campos (GSB2)
4281 Casol
La energia potencial y la energia cinética del modelo GSB2 de tres campos son:

1" 12 2 ’ 2 1" ’ 2
V=g ) Konbie + Kalbiso ~ Vol + Koabiu} dx 45 | Kl = e d

T——lfH[yu 4 yo 2+y9 2]dx
5 )t )t 0V (xt
2)y ull(x,0) PP (xt) (x,t) (813)

Donde:
{vu = p(4; + Ay); Yo =Pl Ve = pl,} (814)

En consecuencia, la energia potencial total de la viga GSB2 de tres campos se expresa como:

17 ) . 2 .2
U= > [Vuu(x,t) + Ve Vel ]dx
0
1 rH .2 2 ;2
3 {Kb19(x,t) + K1 [e(x,t) - 1/J(x,t)] + Kp2W(x 1)
0
. 12
+ K [lp(x,t) - u(x,t)] }dx (815)

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge

de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:

H
U = f et 0ty + Yol 8Pty + Y000ty 80xt) — Ki10(x.0)00(x.0)
0

- s1[9(x,t) - ¢(x,t)]59(x,t) + Ks1[9(x,t) - ¢(x,t)]5¢(x,t) — KpoW e )0V ()

= Ka[ooty = a0 ]0W ey + Koz [Py = Uty |11y}l (816)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:
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. , H . , H
SU = {Wlr) + K2 [y — u(x,t)]}5u(x,t)0 + Yo e = Kp2¥ien 8% o

H
+[v60) — Kb19('x,t)]59(x.t): - f Wi + Ksa[Pie) — Uen U
0
H .
- j {Vl/ﬂl)(x,t) - szlp&,t) + KSZ [l/)(x,t) - uzx,t)] - Ksl[e(x,t) - lzb(x,t)]}&;b(x,t)
0

H
- j {Ve g(x,t) - Kbla(’;c,t) + Ksl[e(x.t) - w(x.t)]}‘w(x.t)
0

(817)
Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:
Yull(x,p) + Ks2 [lpéx,t) - u&,t)] =0
VoOie) = Ko10(xe) + Ksi[0xe) = Y] = 0
Vo) = KnaWien + Ksa[Wie — uien] — Kt [0 — Y] = 0 (818)
Y condiciones de borde:
Yy = Uy = 0
Q(H) = 0
Yy =0 (819)

La ecuacion diferencial parcial se puede resolver mediante la separacion de variables, aplicando

una solucidn del siguiente tipo:

Ut = D@4

Oty = hw

Yixe) = Az(x)Q(t) (820)
Donde @, define la variacion del desplazamiento a lo largo de la longitud de la viga, mientras

g lo hace con el tiempo. Reemplazando y recolectando términos similares, se obtiene lo

siguiente:
C.I.(t) {KSZ [lrz(x) - Q),(,x) } _
— i =
UG Vu(b(x)
) e {_Kb1/1'1'(x) + Kot [My = AZ(x)]} =0
90 Yodix)
@ + [_sz/vz’(x) - KSZQEX) + (Ksl + KSZ)AZ(X) - Kslll(x)] 0
d(t) Yoo (821)
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Debido a que las coordenadas de tiempo y altura son variables independientes, cada uno de los
términos debe ser igual a una constante con signos opuestos, para garantizar que el resultado neto

sea cero. En consecuencia, se puede dividir en dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

I( Gy +wqey =0 \I
4 K200 = (] = w?ruDy = 0 }
| ~Ki1 Ay + Ksa [Ar) = Aao)] = w¥odaay = 0 )I

szfllzl(x) - KSZQ)Ex) + (K51 + Ko2) 200 — Ks1Ai ) — Wz%p)tz(x) =0 (822)

La primera ecuacion es la misma que rige el comportamiento de un sistema SDOF con frecuencia

de vibracién w.

Utilizando el método de operadores diferenciales para la solucion del sistema de ecuaciones:

Ky, D? + w2y, 0 —Ks, D D(x) 0
0 Kp1D? + [w?yg — Kq1] K51 M) [ = {0}
Ks2D Ks1 Kp2D? + [wyy — (K1 + K|l V2] 00 (o3
Es decir;
o [Ksl(Kbl + Kiz)  Kp1KiaVu + K2 (Kp1¥y + Kp2¥e) WZ] o
e Kp1Kp> Kp1Kp> K )
2 {K51Ksz (ry + 7o) + (Ks1 Kp2 + Kso Kby + K51 Kp1)vu
-w
Kp1Kp2Ks2
_ Kpivuvy + K2vuve + Ksavyve WZ} o
Kp1Kp2 K )
VuWZ [ley9W4 - [(Ksl + Ksz)]/e + Kslytp]wz + Klesz]
+ @(Z) =0
Kp1Kp2Ks2 (824)

Se obtiene una ecuacion diferencial de sexto orden. Normalizando la ecuacion diferencial por la

variable z = x/H:
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@1 [Ksl(Kbl + Kpz)  Kp1KpaVu + Ks2 (Kp1Vy + Kb2Ve) WZ] H2 g
@ Kp1Kp2 Kp1Kp2 Ks2 @
W {Klesz Yy +ve) + (Ks1Kpz + K2 Kpq + K1 Kp1)vy
Kp1Kp2Ks2
_ Kpavuyy + KnaVuYe + KsaVy Ve wz | egr
Kp1Kp2Ks2 @
n VuWZ{V¢V9W4 - [(Ksl + KSZ)VG + KslVl/J]WZ + ](51](52][-[6 G =0
Kp1Kp2Ks2 2 (825)
La ecuacion puede reescribirse como:
e = la?i? = (1 + ), + u3) 8|0,
= 82{@®[(® = Dpfy + ] + (n§ +nj + a®) — (wjuf + 1y + 13)5°100,)
+82%[6%uf, — (a® +n3)] (6715 —n5)9c) = 0 (826)
Donde:
( K K )
Yu
a=H Ll,;c= 1+£,6=
4' Kp2 Kp1 K l}
| _ Ks> 14 _ Ks2 Yo _ Ks» _ Ks1 |
Ho= |7 ——be= | o =H |77—n9g =H |7—
k ¢ Kz vu Kpr v ? Kp, Kbl) (827)
Cuando se ignora las inercias rotacionales resulta:
Ko (Kpy + Kp2) 1 ) Ks1Kpz + K2 Kp1 + Ks1Kps
i o Hz nr ( ) 2H4. "
P [ Rnkp, Ky |770@ Ky1Kp2Ks v i 0
Ks
+ Yuw?H® ;=0
Kp1Kp2 @ (828)
O su equivalente:
Ky K Ky K, K, 1 1
SROU = | U + Kin) — v | 20 = [ Ko (= + ) | w0 + vaw o0 = 0
(829)
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Esta ecuacion diferencial es idéntica a la ecuacion diferencial propuesta por Chesnais en su tesis
doctoral.

Para resolver la ecuacién diferencial consideramos el polinomio caracteristico:
Py =7°—[a?k? — (1 + uy, + pu3)s2)rt
— 62 {a? |02 = D2 + 2] + (3 + 2 + a?) = (gl + 4 + 1) 8%}
2(c2 2 (2 2 202 02) —
uc [5 Hy (“ +’7¢)] (6% —mg) =0 (830)

Cambiamos de variable y denotamos:

g =17 > {T‘zi—1 = \/a
r2i = —\/Z

; i=1,2,3}

(831)
Reescribimos el polinomio caracteristico:
Py = q* = [a®x? = (1 + 1, + 1§)5%]q?
— & {a2 [(K2 - 1);112!, + yg] + (ng + r)é + az) - (ufpué + ufp + uf)) 62} q
+8° 6% — (a2 +n2)| (872 - n2) = 0 (832)
Esta ecuacion tendra tres raices reales y desiguales en g, si:
a® b2
7t <0 (833)
Donde:
1
a=-3 [362 {az [(KZ — 1)% + ug] + (né + n(zp + az) — (ufpu; + ulzp + ug) 62}
+[a?k? — (14 pf + #5)62]2]
b=—l2fa® — (1442 +u2) 6
—_ﬁ{ |2 = (14125 + 113) 6%
+9 [(IZKZ — (1 + ,ulzp + ,ué) 52] 5° {az [(KZ — 1)/112!} + ug] + (né + n(zp + az)
— (kg + 1 + 1) 8°) = 2767 [8% — (@ + 3 )] (6713 = )] (834)
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Se presentan dos casos:
e Caso 1: Cuando el polinomio tiene dos raices reales positivas y una raiz real negativa.
e Caso 2: Cuando el polinomio tiene una raiz real positiva y dos raices reales negativas.

Definimos g; de tal manera que:

41 < q2 <qs3 (835)

De tal forma que q; < 0, g3 > 0yque g, > 0.

Las raices de la ecuacién se calculan como:

’ a @ 2mi\ my+mm, —8%m;
q; 3cos<3+ 3)+ 3 H ,2,3

3b 3
@ = arccos| — [——
2a a
(836)
e Frecuenciay periodos de vibracion
Normalizando por la variable z = x/H las dos ecuaciones diferenciales acopladas:
Koo [HAy ) — O] — H2*W?y, @z = 0
—Kp12{(p) + H* K51 [ D1y = Aagny] = H*W?ygdy(z) = 0
—KpoH /2/(2) - H2K52®EZ) + H*(Kyy + KSZ)HAZ(Z) - HszlHll(z) - HszYl,DHAZ(Z) =0 (837)
La solucion sera de la forma:
D) M
Wiy = \Hli ¢ = 2pe™
Hyiy) VI3 (838)

Sustituyendo la ecuacion en la ecuacion, se obtienen dos ecuaciones homogéneas que escritas en

forma matricial, resulta:

K,m% + H?w?y, 0 —K,r i 0
0 Kblr2 +H? [Wz)’e - Ksl] HZKsl [772] = [0]
H2K,r H?K, Kpor? + [w2yy, — H2 (Ko + K| 13 {0 (839)

Para evitar soluciones triviales, el determinante debe ser igual a cero, es decir:
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Ppy =71 —[a?k? - (1+ uy, + pu3)o2|rt
— 52 {az [(Kz - 1);112/} + M;] + (77?, + ni + az) — (,ulzp,ug + ,ulzp + ,ug) 62}1‘2

+ 07042 - (o +n2)] (6% —n2) = 0 (840)

Para todas las raices, la ecuacion implica:

M Koo Kpari[r? + (6215 — n)]
{le} = _HszlKSZ (Tiz + 62) C
137\ Ko Ko {ri* + [(1 + 1§)82 — mg|r? + 62(82u§ —nj)} (841)

Donde i=1, 2, 3,.., 6 y C es una constante arbitraria. Cambiamos de variable y denotamos:

r._ = .
qi=r.2_>{2‘ ' ﬁ; i=1,2,3}

4

i = =4 (842)
Reemplazando en la ecuacion:
q® — [a?k? — (1 + ), + u§)5%|q?
— & {a2 [(K2 - 1);112!, + yg] + (ng + r)é + az) - (ufpué + ufp + uf)) 62} q
+8° 6% — (a2 +n2)| (872 - n2) = 0 (843)
Se demostrd que las raices son siempre reales para los intervalos dados en la ecuacion.
Reescribiendo la solucion completa:
6 Koo Kpiri[r? + (6215 — )]
Wy = Z G —H?Ky, K, (r? + 62) e’z
=1 Ky Koot + [(1+15)8% = nj]r? + 6%(8%u —n3)} (844)

Sustituyendo esta ecuacién completa en las condiciones de borde, se obtienen:

e En la base (z=0):
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( 6
B =0 Y Gl + (6% —n3)] = 0
=1 .
; iy =0 ) (2 +6%) =0 >
i=1
6
H2z(0) =0~ Z Cilrt + [(1 + 1§) 8% —nj]r? + 62(6°ug —m3)} =0

i1 (845)
e En la parte superior (z=1):

6
H2z(1) = @1y =0 - z C; [r? + (82u3 —n3)]emi=0

i=1

6
< lel) =0—>2Ciri(ri2+52)=0 >

=1

6
[l =0- z Cori{rt +[(1 + 13)6% —ngJr? + 6%(8%ug — ng)}e™t = 0

i=1 (846)
Definiendo:
Zy =17+ (8%ug —ng) = q; + (52ug —nj)
Oi =T'i2+62 =qi+62
E =7+ [(1 +p§)o6? —nglr? + 82(8%ug — ng) = qf + [(1 + ug)6? —mgla; + 6(8%ug —mg) ) (847)

El sistema algebraico lineal resultante al desarrollar las condiciones de borde, se escribe en forma

de matriz:

Va1Zs —JaiZy JaZa —J@:Z: \JasZs  —asZ3]
0, 0, 0, I( \I I(

Ey E; E; E; E; E;
Zle‘/q_1 Zle“/q_1 Zze‘/q_2 Zze‘@ Z3e\/q—3 Z3e‘\/q—3 { }:1
@01 —@01 @02 —\/%02 \/%03 _\/%03 Ik J k
_\/EE1 —@51 @Ez —\/%Ez \/%E3 _\/%E& (848)

Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular).

Mediante algunas manipulaciones simples del determinante en la ecuacidn, se puede escribir

como.
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1 0 1

0 0./Z4 0

0 Ei/Z4 0

St G S2
0:/Z, 0 0y/Z,
Ev/Z, 0  E/Z,

Donde:

1
ci(z) = E[e‘/az +e V7| ={¢(2) =

s;=s;(1) ;

Una reduccidn adicional en la ecuacion:

0, 0,
Z, Z,
E, E;
Z_Z_Z_l

La determinante se puede escribir en su forma mas simple:

(02 01><E3 El)
Zy Z1/\Zz Z,

¢ = ¢ (1)
0; 0,
Z, Zi|
E, E|~°
Z, 7,

<03 01)(52 El)_o
Zy Z,)\Z, Z,)

Reescribiendo la determinante como F(52):

F(8%) = (ZZ 7

0, 01)<E3 El) (03 01)(
Zz 7y Zz Iy

0 1 0
0,/Z; 0 03/Z5
E,/Z, 0 E3/Zs —0

C, S, ¢ |~

0 0s/Zs 0

0 Es/Zs O

(1
| Slnh( |QL|Z)
4 lq;

i(2) = 1

sin ( lq;| z)

cosh( |Qi|Z)JQi>0
COS( |Qi|Z)}JQi<0

E; E1):0
Zy Zy

(849)

(850)

(851)

(852)

(853)

Resolviendo esta ecuacion caracteristica se obtienen soluciones para 6 por métodos numéricos y

consecuentemente se obtienen los periodos de vibracion. Es importante mencionar que por lo

general g5 tiende a un valor numérico grande, por lo que es necesario tener cuidado para evitar

problemas numéricos.
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4.2.8.2 Caso?2

(854)

La relacion entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales. Para el piso j-ésimo:

(Ui 0y [0 00 0 0 0 (i (0)
{i9i+1(0)i} 4| | 0 00000|Hi9i(0)
Y;i4+1(0) | o 0 0 0o o ofl] (0
=<T;(0) +
| My 11 (0) | l | o 0o 0 0 0 olf)m(
LMLQ(O)J lk ll 00000 OJ {Mii(o
Vis1(0) mw® 0 0 0 0 ol Ly
< (wn©@Y 100 0 0 0 (u;(0)
| 61 | | 0 1 0 0 0 0 6:(0) |
Y@ | | O 0 1 0 0 O ¥;(0)
{Muﬂ(O).}_' 0 00 10 0|Tl(o)<Mu(0).}
M @] | 0 00010 ly©]
L (vy) lmw2 0 0 0 0 1l v.(0)
Reescribiendo:
((i+1(0) ((ui(0))
| 6i+1(0) | | 6:(0) |
Wi = o
Mri+1(0) Mri(o)
YOV, v 0) )
Donde:
1 00000
|[ 0 10 0 0 o]|
M@= 5 0 o1 o offi®
[ 0 00 0 1 oJ
mw? 0 0 0 0 1

Expresando la ecuacidn para el n-ésimo piso entre simbolos de producto:
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.(un(o) \. .(ul(hl)\. I{u1(h1) )
| 6,(0) | n | 61(hy) | | 61(hy) |
Y (0) { _ Pa(h) | _ ) (i)
{. M, (0) } Y TW"(O){ M, (hy) | } - t{ My (hy) | }
Mrn(O) | - |Mr1(h1) rl(hl)
% (0) SACHY, \ Vi(hy) ) (858)

Donde:

t= lewk (0)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior

(859)

y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 6x6 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

(- u@ =0 (uy(hy) =0
9(1) =0 91 (hl) =0
J Yy =0 >_)<l/)1(h1)=0>
00y =0 Min 0y =0
IIJEO) =0 My o) = 0
o |74 =0
W0y — U(o) = 0J n (0 (860)
Reemplazando:
(un(O)\ [t1,1 ti2 tiz tia fis t1,6] ( 0 \
[, (0)] [tz1 tzz to3z taa tzs tae|| O | 0
6,,(0) } |531 t32 t33 t3s t35 t3,6|{ 0 } e
{ nO tys tas tas tas tae|)Mu(R) (™ 8 '
I 0 I 551 ts2 ts3 t54 Uss t5.6| | rl(hl)l
k 0 J ltm te2 te3z tea los t6.6J k Vv, (hy) ) (861)

Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular). Resolviendo la determinante se encuentran las frecuencias angulares de

la viga.
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4.2.9 Viga sandwich generalizada modificada de dos campos (MGSB)

429.1 Casol

La ecuacion diferencial segun la viga TB resulta:

2

@E'Z')'+[52< +u )]Q)(Z)+[ <#—252—1>]®(z) =0

K 1 I AH*
=H | Su= [P = e
Kb H pA Kb

Las raices de la ecuacion se calculan como:

Donde:

o] ot ) - (0t )

qi2 = 2

e (Caso 1: Cuando el polinomio tiene una raiz real positiva una raiz real negativa.

1
a;—qi = 8 (5 + )

{ q1 = q1 }
a2 = —q;
e Caso 2: Cuando el polinomio tiene dos raices reales negativas.

g +ai =57 (54 02) 2
aZ

43qi = —62 + 5

Donde:
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* * a M * * az * *
12 - (g3 — q1) —m (CIz—fh)‘l‘m —q29: =0

* * a‘uz * * a * %
2 - (q1 +q2) A+ a2u?)? (Q1+QZ)—m —q192 =0

(862)

(863)

(864)

(865)

(866)

(867)



"
q, =4, (868)

4.29.2 Caso?2

La relacion entre las fuerzas y desplazamientos de la parte superior y la base de la viga, segun la
viga TB resulta:

(i+1(0) (u(0)Y
6;+1(0) 6;(0)
o) [ = O o)
kVz+1(O)J \v ) (869)
Donde:
1 0 0 0
0 1 0 0
Lwi@ =] o o 1 o7
mw® 0 0 0 (870)
Expresando la ecuacidn para el n-ésimo piso entre simbolos de producto:
(4n(0)) (u1(h)) (u1(hN
6,.(0) 61(h1) 61(h1)
4 Mn(O) } Dka(O) { M, (hy) } { M, (hy) }
Vn(O) Vi(hy) Vi(hy) (871)
Donde:
t= ka (0)
B (872)
Reemplazando:
u, (0) t11 tiz ti3 tig 0
0,(0) | _|t21 t22 t23 t24 0
0 T |tsr tzz tzz tzal| ) Mi(hy)
0 ty1 taz taz taal \Vi(hy) (873)

Despejando el momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:
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{O} _ [t3,3 t3,4] {Ml (hl)}
0 taz  taa] (Vy(hy) (874)
Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular). Resolviendo la determinante se encuentran las frecuencias angulares de

la viga.
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4.2.10 Acoplamiento en paralelo de viga de corte y viga Timoshenko de dos
campos (MCTB)

4.2.10.1Caso 1

La energia potencial y la energia cinética del modelo MCTB de dos campos:

1 H , 2 ' 2 ! 2
V= Ef {Ks1u(x) + Kp28() + K200 — ()] }dx'
0

T —_—1f [yu 2+y ] 2]dx
g 0 g
2 o u“(x,t) (x,t) (875)

Donde:
{vu =p(A1 + 43); v9 = p(y + )} (876)
En consecuencia, la energia potencial total de la viga MCTB de dos campos se expresa como:

1 rH ) . 2 1 rH - - ’ ,
U = E.l;) [Vuu(x,t)z + Yo e(x,t) ] dx - EJ;) {Kslu(x) + sze(x) + KSZ [U(x) - Q(X)] }dx ( 877)

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge

de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:

H
oU = f et 8ty + Y00 0600ty — Ks1U(x )0ty — Kb20(x.6)80 ()
0

— Ky [uzx,t) - e(x,t)]auéx,t) + Ks2 [uéx,t) - e(x,t)]ae(x,t)}dx (878)
Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacion, ordenamos los términos comunes:
. ' H ' H
oU = {[Vuu(x,t) - (Ksl + Ksz)u(x,t) + Ksze(x,t)](su(x,t)}o + [VB Q(x,t) - szg(x,t)]59(x,t)0
H
- f {Vuu(x,t) — (K1 + Ksz)u&,t) + Kszgéx,t)}au(x,t)
0

H
- J;) {Ve e(x,t) - sz%,t) — K5 [uéx,t) - g(x,t)]}&g(x,t) (879)

Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:
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{Vuu(x,t) - (Ksl + Ksz)u(x,t) + Ksze(x’t) = 0}

YoBixo — Ki2b(en) — Kealtten = O] = 0 (880)

Y condiciones de borde:

{(Ksl + KSZ)uI(H) — Kby = 0}

Oy =0 (881)

La ecuacion diferencial parcial se puede resolver mediante la separacién de variables, aplicando

una solucion del siguiente tipo:

{u(x,t) = (Z)(x)q(t)}
On) = A (882)
Donde @, define la variacion del desplazamiento a lo largo de la longitud de la viga, mientras

g lo hace con el tiempo. Reemplazando y recolectando términos similares, se obtiene lo

siguiente:
I( h n _(Ksl + KSZ)(D(x) + KSZA(X)] —0 \I
{ 9 V) ¥
| Ay | =Kpodiy — K2® ) + Ks2Agx) |
e 1 =)
1) Yo/ (x) (883)

Debido a que las coordenadas de tiempo y altura son variables independientes, cada uno de los
términos debe ser igual a una constante con signos opuestos, para garantizar que el resultado neto

sea cero. En consecuencia, se puede dividir en dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

. 2 _
Ay T WGy =0

(K51 + K2)@ ) — Ksp Ay + W2y, By = 0
KipAi) + KB = Kadg + wple = 0 (884)

La primera ecuacion es la misma que rige el comportamiento de un sistema SDOF con frecuencia

de vibracién w.

Utilizando el método de variacion de parametro para la solucion del sistema de ecuaciones:
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[(Ksl + Ks2)D? + w?y, —Ks,D SZ)] {Q)(x)} 0}

Ks,D Kp2D? + (W?yg — A 0 (885)
Es decir;
@HH [ KleSZ _ KbZYu + Ve (Ksl + KSZ) w ] @ + YuWZ (WZVG - KSZ) =0
| Kpo (Ks1 + Ks2) Kp2 (Ks1 + Ks2) 2 Kpz(Ks1 + K) 7 (886)

Se obtiene una ecuacion diferencial de sexto orden. Normalizando la ecuacion diferencial por la

variable z = x/H:

" KleSZ KbZVu + (Ksl + KSZ)VB 2 Al VuWZ(WZVG B KSZ)H4 _
@ — - W H @) + @ =0
K> (K51 + Ks2) Ky, (Ksq + Ks2) Ky, (K51 + Ks2) (887)

La ecuacion puede reescribirse como:
0 — la*k® — (1 + 67107, — 67[a*(k* + 1) — p?6%10 () = 0 (888)

Donde:

_ K, K1 |[Ksat+Ksp Ve Yul? )
H|l————— k= |/—/— u= |————.—,6 = |/——w
KbZ (Ksl + KSZ) Ksz sz Yu Ksl + Ksz

La ecuacion diferencial obtenida puede resolverse facilmente con los procedimientos presentados

(889)

en los subcapitulos anteriores.

4.2.10.2 Caso 2

La relacién entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales. Para el piso j-ésimo:

(ui+1(0) o o o o]\ (w(0) 1 00 0 (1:(0))

i+1(0) 0 0 0 0 6,(0) 0 1 0 0 0,(0)
ilfl(O)}: T+ 0 0 0 o iMm)} 0 0 10 Ti(o)iM(O)}

41(0)) mwt 0 0 o) @) mwr 00 il @) (ge0)

Reescribiendo:
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(ui+1(0)\ (u:(0)

i+1(0) ( _ 6:(0)
4 ,+11(0)} TWi(O)<M(O)}
ka(O)J \V )/ (891)
Donde:
1 0 0 0
Twi(0) = 8 3 2 3 r,(0)
mw? 0 0 1 (892)
Expresando la ecuacion para el n-ésimo piso entre simbolos de producto:
(un(O) (U1 Uh)\ (u1(h1)\
6,(0) 6, (hy) 6, (hy)
4 (0 } Hka(O) { My (hy) - {Ml(hl) }
AOVS Vi (hy) Vi (h) (893)
Donde:
t= Twi (0)
B * (894)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior
y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 4x4 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

I( Uy =0 \I (i (hy) = 0)
01y =0
4 m &_}{el(hl)_O}
| sze(lo) =0 I Min ) =0
\(Ks1 + K)u(o) — K20y =0)  \Vng) =0 (895)

Reemplazando:
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u, (0) 11 tiz ti3 tia 0

0,(0)( _|t21 f22 l23 f24 0
0 t31 tzz tsz tszal| ) Mi(hy)
0 ty1 taz taz taal \Vi(hy) (896)

Despejando el momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:

{O} _ [t3,3 t3,5] {M1 Uh)}
0 taz  tas5](Vy(hy) (897)
Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular). Resolviendo la determinante se encuentran las frecuencias angulares de

la viga.
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4.2.11 Acoplamiento en paralelo de dos vigas generalizado de tres campos
(GCTB)

42.11.1Caso 1

La energia potencial y la energia cinética del modelo GSB de tres campos son:

1 .2 r2 ! 2 ' i
V=5 {meoc) +Kibo + Kzt = 0] + K[y +mby = nwey] }dx
0
T _lfH[V U)® + Vol t)2 + YW f)z]dx
— w X, X, w X,
) (898)
Donde:
A

En consecuencia, la energia potencial total de la viga GSB de tres campos se expresa como:

1 " y 2 A 2 . 2
U= E [Vuu(x,t) + Yo e(x,t) + YwWixt) ] dx
0

1" ;2 ;2 ) 2 , 2
— E {Kblw(x) + szg(x) + KSZ [u(x) - B(X)] + Ksl [u(x) + mG(x) - TlW(x)] } dx
0

(900 )

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge

de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:

H
oU = f {Vuu(x,t)Su(x,t) +¥000x,)00(x,t) T YwWix,t)0W(xt) — Kp1W(ixySW(xy
0

— K e(lx)Se(’x) — K2 [uéx) - g(x)][&‘éx) - 59(96)]

— Kaa[uiay + MOy = nwi][8u(y + M0y — ndwiy|Jlx (901)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:
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. ’ H
oU = [Vuu(x,t) - (Ksl + Ksz)u(x) + (KSZ - mKsl)e(x) + nKslw(x)]5u(x)0

A ! H . ! H
+[¥o0x) — Kb29(x)]69(x)0 + [P Wiy — Kb1W(x)]59(x)0
H
- f {Vuﬁ(x,t) — (Ksq + Ksz)u&) + (Ks — mKs1)9(’x) + nKslwéx)]Su(x)
0
H ..
- f {V@B(x,t) - sze(’;’c) — Ky — mKSl)uEx) + (K + msz1)9(x)
0
- mTlK51W(x)}59(x)

H
— f {wa(x,t) - Kblw&) - nKsluEx) - mnKsle(x) + n2K51W(x)}5W(x)
0

(902)
Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:
Ve = (Ks1 + Ky + (K — mK )8y + nKqwi,y = 0
ygé(x,t) - Kb29(x) - (KSZ - mKsl)u(x) + (Ksz + mszl)g(x) - mnKslw(x) =0
]/W\X/(x't) — Kblw(x) — nK51U(x) — mnl{slg(x) + n2K51W(x) =0 (903)
Y condiciones de borde:
(Ko1 + Ky — (K — mK1)0(y — nKsqwigyy = 0
9([_1) == 0
Wiy =0 (904)

La ecuacion diferencial parcial se puede resolver mediante la separacion de variables, aplicando

una solucién del siguiente tipo:

Uity = Pl
Oty = My
W = A2 (905)

Donde @, define la variacion del desplazamiento a lo largo de la longitud de la viga, mientras
g lo hace con el tiempo. Reemplazando y recolectando términos similares, se obtiene lo

siguiente:
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( @ N (K + Ksz)(b’(’x) + (K — mKsl)A,l(x) + nKsl)llz(x) == 0
(o) VP
< m N _sz;{,l,(x) — (K, — mK51)®’(x) + (Ko + m*K ) Ay — mnKSMZ(x)] o
Uy Yol
&iﬁ s —Kbl/lg(x) - nKﬂQ)’(x) — mnK gy + nZKsllZ(x)] o
L e Vw20 (906 )

Debido a que las coordenadas de tiempo y altura son variables independientes, cada uno de los
términos debe ser igual a una constante con signos opuestos, para garantizar que el resultado neto

sea cero. En consecuencia, se puede dividir en dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

.. 2 _
I( iy T W4y =0 \I
4 (Ks1 + K2)@(y — (K = mK 1) A1y — nK Ay + W2y, By = 0 &
IKbZAl(x) + (K, — mKsl)Q)(x) - Ky, + mszl)Al(x) + mnKg Ay + W2Y9/11(x) =0 |

Kbllz(x) + nKSl(Z)(x) + mnKSlll(x) - nZKSIAZ(x) + WZVWAZ(x) =0 (907)

La primera ecuacion es la misma que rige el comportamiento de un sistema SDOF con frecuencia

de vibracién w.

Utilizando el método de operadores diferenciales para la solucion del sistema de ecuaciones:

Q)(x) 0
Ao ¢ =10
Az(x) 0

(908 )

(Ksl + KSZ)DZ + WZYu
(KSZ - mKsl)D
nKg, D

_(Ksz - mKsl)D
KbZD2 + [Wz)/e - (Ksz + mszl)]
mnK;,

_nKle
mnkK;,
Ky, D? + [w?y,, — n’Kq]

Es decir;

Ky Ko [Kpan? + Kpyy (m + 1)?] _ KpiKpoyu + (Kp1Ve + Kp2vw) (K1 + K3) w?| g
Kp1Kpr (Ksq + Ks2) Kp1Kpo (Ks1 + Ks2) )
w2 {Klesz [yen? + viw(m + 1)%] + [Ks1 Kpon® + (K, + m?K) K1y,
Kp1Kpo (Ks1 + Ks2)

o -|

B (K1 + K2)VoVw + (Kp1Ve + Kp2Yw)Vu
K1 Kpr (K1 + Ks2)

w} o,
+ VuWZ{(WZVw - nszl)[Wzye - (KSZ + mszl)] - mznszzl}
Kp1Kpp (Ksq + Ks2)

5=0
@ (909)
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Se obtiene una ecuacion diferencial de sexto orden. Normalizando la ecuacion diferencial por la
variable z = x/H:

i [KleSZ [Kp2n? + Kpy (m + 1)?] _ Ky1Kpovu + (Kpive + Kpo Vi) (K1 + Kp) w2 | m2er
@ K1 Kpy (K1 + Ko2) Ky1 Kyy (K51 + Ki2) @

w2 {KnKsz [yen® + v, (m + 1)?] + [Ks1 Kppn® + (K, + m*K1 ) K1y,
Kp1Kpz (Ks1 + K2)
(Ko + K2)Vo¥w + KoaVo + KoV )V WZ} Higl
Kp1Kpz (Ks1 + K2) @
+ YuW {w?y,, — n?Ky)[w?yy — (Ks, + m?K,)] — mznszzl}Hﬁ(D ~-0
K1 Kpy (K51 + Ki2) @

(910)

La ecuacion puede reescribirse como:

00" = [(ar)? = (1 + iy + 15)5% |0
— &2 {{az{[KZ — (m+ 11§ + (m + D%} + (n§ + m®nf +n?nd)}
— (B3 + i3, + 13)52} 00, (811)
+ 67{8* (uioug) — [Pnfuf + ufy (n + m?n§)]8% + (W*nimg ) )0 = 0
Donde:

KS].KSZ

= b2
Ky (K51 + Ks2)

K
(m+1)2 +n?—

Ksl + KSZ Y_W Ksl + KSZ y_g

NTRES
v, °

i — VA
Ksl + KSZ

Kp1 Ky, vy
K K K
T]W:H sl)na:H Sz,n¢:H s1
Kp1 Ky, Ky,

(912)
Para resolver la ecuacidn diferencial consideramos el polinomio caracteristico:
Piy =7° = [(ar)? — (1 + ud + ug)82|r*
— §2 {{az{[KZ — (m+ DHug + m+ D?pd} + (0§ + m®nj + n?nd)}
— (uBu3 + i3, + u3)82} r?
2(84(,,2,,2 2,2 ,,2 2 2 2.,2 2 2,2 .2 ( 913 )
+ 82{6* (uioug) — [n*nfnf + i (g +m®n3)]6% + (n*ning)} = 0
Cambiamos de variable y denotamos:
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q; = 1".2 i {TZi_l - \/a
i
l i = —\/E

Reescribimos el polinomio caracteristico:

; i=1,2,3} (914)

Py = q° = [(ar)® = (1 + iy + 15)8°]q?
— 52 {{az{[icz — (m+ Dug + m+ D?pd} + (0§ + m?n +n?nd)}
— (i3 + 1% + 12)6%}q

(915)
+ 82{6* (uiug) — [n*niuf + 13 (nf +m*nj)]6% + (n®nimg)} = 0
Esta ecuacion tendra tres raices reales y desiguales en g, si:
3 2
P~ 4 (916)
—+—-—<0
27 + 4
Donde:
_3c—b*  2b°—9bc+27d
P="3 47 27
b =—[(ax)? — (1 + u2 + pu3)6?%
¢ = =82 {{a?{[K? — (m + D2 + (m+ 12} + (n +m?nd +n?n3)} = Gl + 153, + 13)62 (917)

d = 62{8* (w2 ud) — [n*nZud + u2 (nd +m?n3)|62 + (n?nZnd)}

Se presentan dos casos:
e Caso 1: Cuando el polinomio tiene dos raices reales positivas y una raiz real negativa.
e Caso 2: Cuando el polinomio tiene una raiz real positiva y dos raices reales negativas.

Definimos g; de tal manera que:

918
1 < q2; <q3 ( )
Las raices de la ecuacion se calculan como:
_ p ) 27'[1') b
qi—Z/ 3)c05<3+ 3 +3a,l—1,2,3
_ 3q 3
@ = arccos 5 —5 (919)

e Frecuenciay periodos de vibracion

Normalizando por la variable z = x/H las tres ecuaciones diferenciales acopladas:
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(Ksl + KSZ)Q)E;) - (KSZ - mKsl)Hlll(x) - nKslHA,Z(x) + HZWZYuQ)(x) =0
szH/‘{lll(x) + H2 (KSZ - mKsl)Q)Ex) - HZ(KSZ + mszl)Hll(x) + HzmnKslHAZ(x) + HZWZ)/QH/’ll(x) = 0
KblH/‘{lzl(x) + Hanslﬁzx) + HzmnKslHll(x) - Hznszlle(x) + HZWZYWHAZ(_X-) = 0
(920)

La solucién sera de la forma:

) M
Wiz = {HAie) ¢ = 2™ (921)
Hﬂz(z) N3
Sustituyendo la ecuacion en la ecuacion, se obtienen tres ecuaciones homogéneas que escritas en

forma matricial, resulta:

(K51 + Ksp)r? + H*w?y, — (K — mKg)r —nKgr M 0
H?(K,, — mKy,)r Ky,r% + H2[w?yg — (K, + m2K,)] H*mnKj, N2¢ =140
H?nKgr H?mnK, Ky1m% + H?(w?y,, — n?Ks) | V3 0

(922)

Para todas las raices, la ecuacion implica:

(it + [(udy + 15)8% = (0 +mPng, +nnf,)|r? + {(ufug)8* — [W*nfuf + wf, (nf + m*n3)]6% + (n*niinf )}

Uit 2,2 .2

n

{le}= T {riz + [62%‘,—%]} C
UE! | Mg — Mg |

rifr? + (625 — (m + Dnj}
(923)

Dondei =1,2,3...,6 y C es una constante arbitraria. Cambiamos de variable y denotamos:

q =17 - {TZi_l B \/a
I3 = —\/E

; i=1,2,3} (924)

Reescribiendo la solucion completa:

. lfn‘* + [l +3)8% = (3 + m?n3, + n2nd) 2 + {(ubu3) 8" — [n?niud + w3 (n + m?n3)]6 + (nznﬁmé)}]l
2,2 .,2
We = Z G| 7 {riz + [‘SZM\%/ _ Tzl nwnez}} e
= | Mg —Mmig |
L r{r? + 8243 — (m + D3]} |
(925)

Sustituyendo esta ecuacién completa en las condiciones de borde, se obtienen:
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e Enlabase (z=0):

6
Oy =0 " Cufrt + (2 +18)5% = (i + mong 4 o) o + {2 )o* = [+, (o + mnd )62 + (o)} = 0
i=1

1A
6 2.2.2
n
Hy) =0 - E Ciri{riz+ 82 u? —M]}=o

w 2 _ 2
= Ny — My

6
i=1

(926)
e En la parte superior (z = 1):
(Ks; + Ksz)(bh) - Ky, — mKs1)H/11(1) —nKs HAyq) =0

C;m; {Ti4 — [(@1)? — (2, + p)s%)r? — 62{a?{[1K? — (m + D?]u + (m + 1)?p2 } - yfv,ugch}} eTi =0

l
N

6

n’ning
HAL, =0 Zc. 22 (522 - MW | or
@ - - i {rl + Hw 7]5 _mné e

6
H%z) =0- Z C; riz{rl? + [52#5 —(m+ 1)n5]}eri =0

i=1

(927)

Definiendo:

Zyi = qf + | (2 + )8 = (i + mPnd + v )| a; + {8*(202) = w22 + w2 (2 + m2n )| 6 + (w2n22)
Zoi = q? — [(@0)? — (42 + p2)6%]q, — 62{a?{[k? — (m + D22 + (m + D22} — 2 267}
nznz nZ nZnZ nZ
R 202 wie [ _ 22 'wid
s [6 o "z = mni] ur [6 o "z = mnj,]
E; =17+ 812 — (m+ Dn?] = q; + [6%43 — (m + Dn?]
(928)

Donde i = 1, 2, 3. El sistema algebraico lineal resultante al desarrollar las condiciones de borde,

se escribe en forma de matriz:

Zy; —Z11 Zy; —Z12 Zy3 —Z13 1

Ja:0, ~/4:0, V420, /420, V505 /4505 lfgl\l ()

VaE @R JmE mE @R V@B JE ol
@2216\/‘1_1 —\/EZue‘\/q_1 \/EZZZe\/q_Z —@Zzze‘@ @2236‘/‘?—3 —@2236"/‘7_3 Co| 0?
10,V q,0,e7V0 q20,eV% q,0,e V% q;0;eV% q30;e7V% 25} ig)
L q,E eV q1Ee Vo qzE,e V% qoE,e V02 qsE;eVs qsEse V% °
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Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de
coeficientes es singular).

Mediante algunas manipulaciones simples del determinante en la ecuacion, se puede escribir

como:

1 1 1 0
\/CI_101/Z11 0 \/q—ZOZ/le 0 \/q—303/Z13 0
\/Q_1E1/Z11 0 \/q_zEz/Zn 0 \/%E3/Z13 0

=0
\/CI—1€1221/Z11 \/q_151Z21 \/q_zczzzz/zu \/%52222 \/%C3Z23/Zl3 \/q_353Z23
CI16101/Z11 q15101 q2C202/Z12 q25202 q3C303/Z13 q35303
C1161E1/Z11 q151E1 qzczEz/Zn qzszEz q3C3E3/Z13 q3S3E3
(930)
Donde:
1 sinh( Iql-lz);ql- >0 )
si(z) = 3 [eV@17 — eV@r17] = { 5,(2) = >
sin( Iql-lz);ql- <0
\
( )
1 cosh(+/lq;ilz);q; >0
ci(z) = 5[V + V0] = dc(2) = (ialz)sa >
cos( Iqilz);qi<0
\ (931)
si=s;{(1) ; ¢;=¢;(1)
Una reduccion adicional en la ecuacion:
0, O0.E, 03 0,k
Ziu ZnE Iy InEl|_
E 0B B 05 B (932)
Ziz 01Zy; Zy3 01235
La determinante se puede escribir en su forma mas simple:
0, E, 05 E; 0, E; 0, E;
P =0E(1———>(1———>—0E(1———)(1———)=0 (933)
(&) = ¥27s 0, E, 0, E; 32 0, E, 0, E,

Resolviendo esta ecuacion caracteristica se obtienen soluciones para 6 por métodos numéricos y
consecuentemente se obtienen los periodos de vibracion. Es importante mencionar que por lo

general g5 tiende a un valor numérico grande, por lo que es necesario tener cuidado para evitar
problemas numéricos.
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4.2.11.2 Caso 2

(934)

La relacion entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales. Para el piso j-ésimo:

-~

(( ui+1(0) ) ( -0 0 0 0 0 0—\ (u;(0)
w;41(0) | o 0o 0 0o o off |w(0)
6,,.1(0) _{ 0 0 0 0 0 0 } 6,(0)

<M1i+1(0) (= lTi(0)+ o 0 0 0 00 | <Mli(o)
M3;41(0) k 0 , 0 0 00 0) M;(0)

J KVH_l(O)J Lm,w 0O 0 0 0 ol \Vl-(O)J

(u1(0)) [ 1 0 0 0 0 O ( 1;(0)
w;,1(0) 0 1.0 0 0 0 w;(0)
641(0) | | 0 0o 1 0 0 0 6,(0)
< My41(0) (=] 0 0 0 1 0 o) M;(0) (
M,;.,,(0) 0 2 00 0 1 0 M,,;(0)
L kVH_l(O)J Lm;w 0O 0 0 0 1l \Vl-(O) )
Reescribiendo:
( Ui+1(0) ) ((ui(0)
i wi11(0) i i w;(0) i
6;+1(0) } { 6;(0) }
=Twi (0
4iM1i+1(0) i © iMli(O)i
My;,1(0) M,;(0)
SOV, \v.0) )
Donde:
[ 1 0 0 0 O 0]
| 0 1.0 0 0 0]
|l o o010 0 o]
Twi@®=1"9 o 0 1 0 ofi®
[ 0 00 0 1 oJ
mw? 0 0 0 0 1

Expresando la ecuacidn para el n-ésimo piso entre simbolos de producto:
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((un(0) (ug(hy) ) ((u1(hi)
i wy, (0) i n wy (hy) i ' W1(h i
6,(0) | _ 6:(hy) 61 (h;)
{.Mln(o).}‘UTW"(O)< Mfl(h)} {Mfl(h)}
| My (0] 7 My (h) | | M (h)|
,(0) AP CAH (938)
Donde:
t= Ty (0)
l—[ ‘ (939)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior

y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 6x6 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

(K51 + Ksz)uzo) —(

Reemplazando:

(un (0 b1 li2 ti3
[w,(0)| [tz1 G2z 23
{ 6,,(0) } | 53 1 b3z I33

0 la2 l43
I 0 I ts 1 sz Is3
k 0 J lt6 1 tez L3

U.(l) =0

W(l) =0

9(1) == 0

! } N

W(O) =0

9(0) == 0
Ks, — mKs1)9(0) —nKs 3wy =0
t14 tis t1,6] ( 0 \
tra tzs tas|| O | 0 ¢
t3,4_ t3‘5 t3,6|{ 0 } 5 0 _ t4,4
tys tas tae|)Mii(hy) 0 tSA
tsa 55 Utse |M21(h1)| 64
tea les Les k Vi (hy) )

(uy(hy) = 0
wy(hy) =0
) 6,(hy) =0 [
Mip o = 0
M3y, o) = 0
V=0 (940)
lys las {M11(h1)}
ts5  ts [ My (hy)
tes teel| Vi (hy)
(941)

Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular). Resolviendo la determinante se encuentran las frecuencias angulares de

la viga.
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4.2.12 Acoplamiento en paralelo de dos vigas generalizado modificado de dos
campos (GCTB)

42.12.1Caso 1

La energia potencial y la energia cinética del modelo GSB de tres campos son:

1 i ! 2 12} 2 7 2
V = Ef {Kb1W(x) + szu(x) + Ksl [(m + 1)u(x) - nW(x)] }dx
0

T=lfH[yu 2 ¥ YW dx
2 o u“(x,t) wW(x,t) (942)

Donde:

A,
= p(As + A7) Yo = p 22 (A + 4)]
{Vu plag 20 Yw PA1 1 2 (943)

En consecuencia, la energia potencial total de la viga GSB de tres campos se expresa como:

1 " 8 . 1 " 1 2 n 2 ’ 2
u= Ef [Vuttcr)® + YW 2] dx — Ef {KmW(x) + KUy + Koa[(m + Dufy) — nwy | }dx
0 0

(944)
Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge
de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:
H
dU = .L Tt 0Ty + VWi ey SWext) — Kp1Winy8W(xy — Kp20(3)80 )
— Ko1 [(m + Dugyy — nwin|[(m + D, — néwiy,|}dx (945)
Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:
SU = {[yutipery + Kp2ufey — (m + 1) ?Kgqu(yy + nim + 1)K51w(x)]5u(x)}: - szu&ﬁuéx)g
+ YW — Kblw(,x)]SW(x)I:

H
— f {ulien + Kpaugy — (m + 1)K ugyy + n(m + 1)K51wéx)}5u(x)
0

H
- f (W) = Kpiwiy — nlm + DEsyugyy + 12K win Jw
0
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Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:

i

{)/uﬁ(x't) + szu(x) - (m + 1)2K51u,(,x) + n(m + 1)K51W,(x) = 0}
VWW(x,t) - Kblwl(’x) - n(m + 1)K51u’(x) + n2K51W(x) =0

(946)
Y condiciones de borde:
szu’(’;_l) - (m + 1)2K51u’(1_1) + n(m + 1)K51W(H) =0
U(H) = 0
Wap =0 (947)

La ecuacion diferencial parcial se puede resolver mediante la separacién de variables, aplicando

una solucion del siguiente tipo:

{u(m = (D(x)q(t)}

Wy = Ao de (948)

Donde @, define la variacion del desplazamiento a lo largo de la longitud de la viga, mientras

g lo hace con el tiempo. Reemplazando y recolectando términos similares, se obtiene lo

siguiente:
I(ﬁ n [szwgc,) —(m+ 1)2K51®E;c) +n(m + 1)K5112x) :] _ 0\|
4 dt) YuD(x) $
| Ao, [_Kbl%) —n(m + DK 0 + nZKsM(x)] —0 |
\ de) Ywheo ) (949)

Debido a que las coordenadas de tiempo y altura son variables independientes, cada uno de los
términos debe ser igual a una constante con signos opuestos, para garantizar que el resultado neto

sea cero. En consecuencia, se puede dividir en dos ecuaciones diferenciales ordinarias:
Gy +wW2qe =0
—sz(z)&') + (m+ 1)21(51(2)2;) —n(m + 1)Ksl/12x) + Wzyu(Z)(x) =0

Kblﬂ-gc) +n(m + 1)1{51(2)236) - nszll(x) + Wzyw/l(x) =0 (950)

La primera ecuacion es la misma gue rige el comportamiento de un sistema SDOF con frecuencia

de vibracién w.
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Utilizando el método de operadores diferenciales para la solucion del sistema de ecuaciones:

—KpD* + (m+ 12K D® + wly, —n(m+ 1)Ky D (z)(x)
n(m+ 1)Ky D Kp1D? + [w?y, — n?K] A(x) (951)
Es decir;
@IIIIII _ [Ksl [Kban + Kbl(m + 1)2] _ }/_W ] @HII [Y_u (m + 1)2K51YW] @
@) Kp1 Kp2 Kbl 2 Kp, Kp1Kps 2
VuWZ (Wzyw - nszl) @ ~0
Kp1Kp2 @ (952)

Se obtiene una ecuacion diferencial de sexto orden. Normalizando la ecuacion diferencial por la

variable z = x/H:

@IIIIII _ Ksl [Kban + Kbl(m + 1)2] _ }/_W ®HH
@ Kp1Kp2 Kbl @
—w V_u (m + 1)21{51]/\4,] o+ VuWZ(WZVW - nZKsl)H6 G =0
Kbz Kp1Kp2 @ Kp1Kpz @ (953)

La ecuacion puede reescribirse como:

B — lak? — 28407y — 67[1 + (m + D*Pa’10(, + §*{a’[k* — (m + 1)*] — p?6}0 ;) = 0

(954)

K. K H*
a=H |2 k= [(m+1)2+n2-2 Keo o2 T S VL
Kpz' Kbl H Kp1 Yu Ky
(955)

La ecuacion diferencial obtenida puede resolverse facilmente con los procedimientos presentados

Donde:

en los subcapitulos anteriores.

4.2.12.2 Caso 2

La relacién entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales. Para el piso j-ésimo:
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(( u+1(0) ) ( 0 0 0 0 0 0—\ (1;(0)
u;,1(0) | o 0o 0 0o o off |0
. 0 0 0 0 0 O .
< Wz+1(0) >= {Ti(0)+ }< WL(O) >
Mi;11(0) | 0 0 0 00 °| M,;(0)
M )1 | 0 00 00 0) M,;(0)
<Lvm(o)J w0000 04 Ly (0) )
(uir1(0)) 1 0 0 0 0 O (1;(0) )
u;,1(0) O 1.0 0 0 0 1;(0)
Mi;11(0) 0 0 0 1 0 0 M, (0)
My (@ [0 000 10 M,4(0)
. \v,, (/) "‘mw 00 0 0 1 \v,(0) J
Reescribiendo:
(ul'+1(0) ( ui (O)
| 1£41(0) 1(0)
Wi+1(0) Wi(O)
»=T,:(0)< >
4Mh+1<o> Wi b0
r1+1 (0) Mri (0)
\ Vig1(0) ) Vi(0)
Donde:
1 0 0 0 0 0
|[ 0 1 0 0 0 0]|
0 0 1 0 0 0
TWi(O)ZI 0 0 0 1 0 olTi(O)
[ o 0 0 0 1 o
|.m-w2 0 0 0 O 1J

v

Expresando la ecuacién para el n-ésimo piso entre simbolos de producto:

( un(0) \ ( u1(hy) \ (w1 (hy) \
i un(O) n i uy (hy) | i u1(h1)
6,,(0) 0,(hy) 61 (hy)
4 Min(0) | } HTW"(O) { M () | } t{ Moy (1) | }
L M| l Myy (hy) | l 1 (hy) |
V,(0) ) Vy(hy) Vy(hy) )

Donde:
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t= ﬁ Ty (0)
k=1

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior

(960 )

y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 6x6 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

ufl) =0 uy(hy) = 0
Uy =0 | ui(hy) =0 |
=0
< @ = SN 4 6,(hy) = }
9(0) =0 Mln(o) = 1
iy =0 |10 =]
\—Kpzu(gy + (m + 1)* K1 u(g) — n(m + DKsw(o) = 0) W(0)=0 (961)

Reemplazando:

(un(O)\ tin btz btz tia bis b 6] ( 0
|u,(0)| |t21 taz t23 t2a 25 loe]| 0 |
0, (0) } |t3 1 b3 l33 34 U35 U3 6|4 }
taz taz taa tas tag|)Miz(hy)
| 0 | | ts 1 ts2 ts3 tsa tss Usge || m My (hy) |
\ 0 ) |-t6 1 tez te3 tea tes tesl \Vi(hy) ) (962)

Despejando el momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:

0¢=|ts4 tss ts6|< Meq(hy)

{O} [f4,4 tas f4,6] My (hy)
0 tea tes leel| Vi(hy) (963)

Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de
coeficientes es singular). Resolviendo la determinante se encuentran las frecuencias angulares de

la viga.
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4.2.13 Acoplamiento en paralelo de dos vigas generalizada de un campo (GCTB)

4.2.13.1Caso 1

La energia potencial y la energia cinética del modelo GSB de tres campos son:

1 H ) ) 1 H
- _ K " 1 ZK ’ ;T — _f . 2
4 2—];) { bUxy T (m+1) sU(x) }dx 2), [Vuu(x,t) ]dx (964)

Donde:
{vu = p(41 + A2)} (965)
En consecuencia, la energia potencial total de la viga GSB de tres campos se expresa como:

1 " . 2 1 " n 2 2 r 2
U= EJ;, [yuu(x't) ]dx - EJ; {Kbu(x) + (m + 1)?Ksuy, }dx (966)

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge

de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:

H
ou = f {yuu(x't)6u(x't) - Kbua)sugﬂ) —(m+ 1)2K5uéx)5uéx)}dx (967)
0

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:

. H H
SU = [yuu(x't) + Kpugyy — (m + 1)2Ksuéx)]5u(x)0 - Kbu&)Su'(x)o

H
— J;) [yuil(x,t) + Kpugyy — (m + 1)2K5u2;)]5u(x)dx

(968)
Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:
Yullie,e) + Kpu(yy — (m + 1D*Ksugyy = 0 (969 )
Y condiciones de borde:
{Kbu&}) — (m+ 1)*Kuy) = 0}
UGy =0 (970)
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La ecuacion diferencial parcial se puede resolver mediante la separacion de variables, aplicando

una solucion del siguiente tipo:

U = D (971)

Donde @, define la variacion del desplazamiento a lo largo de la longitud de la viga, mientras
g lo hace con el tiempo. Reemplazando y recolectando términos similares, se obtiene lo

siguiente:

(10} N Kp®y — (m+ DK 0]
qe Yu®D ) (972)

Debido a que las coordenadas de tiempo y altura son variables independientes, cada uno de los
términos debe ser igual a una constante con signos opuestos, para garantizar que el resultado neto

sea cero. En consecuencia, se puede dividir en dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

Gy +wW?qe =0 }

{Kbc)z;’ﬁ — (M + 1)%K;B(y) — WP = 0 (973)

La primera ecuacion es la misma que rige el comportamiento de un sistema SDOF con frecuencia

de vibracién w.

Utilizando el método de operadores diferenciales para la solucion del sistema de ecuaciones:

—KpD* + (m+ 12Ky D* + wy, —n(m+ DKy D cz)(x)
n(m+ DKy D Kp1D? + [w?y,, — n?K ] A(x) (974)
Es decir;
(m + 1)2K ] Vu
®IIII [ ® ®
)~ )~ ) = (975)

Se obtiene una ecuacion diferencial de sexto orden. Normalizando la ecuacion diferencial por la

variable z = x/H:

o (m + 1)?K,H? o Yuw2H* s 0
(2) K, (2) K, (2) (976)
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La ecuacion puede reescribirse como:

Oz — a*D(z — %@z =0 (977)
Donde:
K H*
a=H|=,8§ Yu w?
Kp Kp;
(978)

La ecuacion diferencial obtenida puede resolverse facilmente con los procedimientos presentados

en los subcapitulos anteriores.

4.2.13.2 Caso 2

La relacion entre fuerzas y desplazamientos entre dos pisos consecutivos, se obtiene teniendo en

cuenta la matriz de transferencia y el vector de fuerzas externas puntuales. Para el piso j-ésimo:

(Ui+1(0) 0 0 0 o]\ (w(0)) 1 0 0 0 (i (0)
u;41(0) 0 0 0 of{Jui@| | 0o 1 0 0 u{(0)
{Mi:l(o)}: T,(0) + 0 0 0 0 {Mi(o)}_ 0 0 1 0 T’(O){Mi(O)}
O, mw’ 00 0l) \y0)) lmw* 0 0 1 VAC) (979)
Reescribiendo:
(ufﬂ(g)\ (uf(g)\
W =0 o
Vi+1(0) tVi 0) (980)
Donde:
1 0 0 0
L@ =] o o 1 on©
mw? 0 0 1 (981)

Expresando la ecuacidn para el n-ésimo piso entre simbolos de producto:
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)
(0 '
4;,1(0) } HTW"(O) 4 ;i(hll) } {zzxlel(hll) }

7,(0) ) VACH TR CACH (982)

Donde:

t= lewk (0)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior

(983)

y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 4x4 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

| Z?iiﬁ | ol
Lo e

U.(O) = 0 Mn(O) =0
Reemplazando:
u, (0) t11 tiz t13 t1a 0
0,0 _ |21 L2z l23 l24 0 . {0} _ [t3,3 t3,4] {Ml (hl)}
0 ts1 tsz tzz tza|)Mi(hy) 0 taz  taaf(Vy(hy)
0 ts1 taz taz taal \Vi(hy) (985)

Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de
coeficientes es singular). Resolviendo la determinante se encuentran las frecuencias angulares de

la viga.
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4.3

ANALISIS DE ESTABILIDAD DE LOS SISTEMAS ESTRUCTURALES

INDIVIDUALES

El objetivo de esta seccion es desarrollar una metodologia para el calculo de la carga critica de las

vigas de reemplazo.

El andlisis de estabilidad de edificios altos por métodos convencionales resulta en un

procedimiento muy engorroso y complicado. Tal como lo menciona Zalka (2020), el analisis de

estabilidad presenta un desafio mateméatico mayor que el andlisis dinamico y aun mayor que el

analisis estatico. Es debido a estas complicaciones que las investigaciones en el campo de la

estabilidad de edificios altos son muy limitados y por lo general se analizan casos especiales

ignorando ciertas caracteristicas que no tienen una influencia importante en el analisis. Para

superar este problema se consideran dos casos de analisis con el objetivo de cubrir a la mayor

cantidad posible de edificios.

Caso 1: Se considera un analisis continuo porque el método utilizado se basa Unicamente
en el método continuo y se asume una carga vertical uniformemente distribuida en la altura

del elemento.

Para tener en cuenta que la carga vertical se aplica a nivel de los pisos y que no se distribuye
en la altura del edificio, Zalka (2020) utilizando el teorema de la suma de Dunkerley

propone considerar un factor de correccion en el analisis de estabilidad.

n
5T n+1588 (986)

Donde n es el numero de pisos del edificio. Es cierto que este efecto es despreciable en
edificios altos, pero para los edificios medianos y bajos el no considerar este coeficiente de
correccion no es conservador debido a que el centroide de la carga total vertical se desplaza

hacia abajo resultando en valores de carga critica mayores que la carga real.

La principal desventaja es que solo es aplicable a estructuras en donde la seccion
transversal es uniforme en altura y la carga lateral es continua y su principal ventaja es que
se obtienen soluciones continuas de forma cerrada que permiten realizar andlisis

parameétricos.
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e (Caso 2: Se considera un analisis discreto porque los métodos utilizados son el método
continuo y el método de matriz de transferencia, y se asume una carga vertical puntual

arbitraria aplicada a nivel de los pisos.

La principal desventaja es que no se obtienen soluciones continuas cerradas que permitan
realizar analisis paramétricos y su principal ventaja es que permite analizar estructuras cuya
seccion transversal no es continua en altura y/o para estructuras donde las cargas se aplican
a nivel de los pisos, sea su seccion transversal uniforme o no; es decir se considera un caso

de analisis general porque incluso sirve como verificacion del caso 1.
Se utilizaran los siguientes supuestos:
a) El material es elastico y lineal.

b) Los pisos son considerados como diafragmas rigidos y se desprecia su rigidez

perpendicular a su plano.

c) Las cargas verticales se aplican estaticamente y no cambian su direccion durante el pandeo.

d) Las deformaciones se considera pequefias.

e) Las estructuras tienen un minimo de cuatro pisos.
Mikhlin (1964) propone que la solucion aproximada del problema de valores propios generalmente
se reduce a la integracion de una ecuacion diferencial de la forma:

Lw—AMw =0 (987)

Donde w es el desplazamiento que satisface la ecuacion diferencial y las condiciones de borde, L
y M son operadores diferenciales, y A es el parametro numérico desconocido a calcular.

En la mayoria de los casos practicos, no es posible suponer una funcidon que proporcione una
aproximacion lo suficientemente cercana a la deflexién exacta. Entonces, la aproximacion del
limite superior obtenida del cociente de Rayleigh no es muy cercana. Es posible lograr una mejora
sustancial en la precision si consideramos una combinacion lineal de varias funciones superpuestas
y luego aplicamos el método de Rayleigh-Ritz minimizando el cociente de Rayleigh con respecto

a los coeficientes desconocidos de esta combinacion lineal.
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Segun el teorema de Ritz, el limite de la aproximacion uy;) = X¥-1 qxPr(z) Para N — oo es la
solucion exacta u,) si el sistema de las funciones elegidas ¢y, satisface las siguientes

condiciones:
a) Las funciones ¢y, son linealmente independientes.
b) Las funciones ¢y, forman un sistema completo de funciones.
¢) Las funciones ¢, ) satisfacen las condiciones de borde.

Como funcién de desplazamiento aproximada, se utilizard una serie de potencias, cuyo centro es

igual a cero:

N
b = z Crz®
k=0

Donde C;, son coeficientes constantes, que representan los parametros de la funcion aproximada.

(988)

N
bz = z Coz¥ = Co+ Ciz + Cpz% + (323 + Cpz* + C525 + -+
= (989)
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4.3.1 Vigade flexion de un campo (EBB)

4311 Casol
La energia potencial del modelo EBB de un campo es:
v 1fHK '\
== u X
2), (990)

El trabajo realizado por la fuerza externa es:

H
w=—[ fod
Lﬂ) (991)

Donde f(, es la carga axial generalizada distribuida a lo largo de la altura 'y d! es el acortamiento

axial de la viga.

Teniendo en cuenta que los desplazamientos son pequefios, el acortamiento axial es:

2
dl = ds — dx = (JVdx? + du?) — dx = 1+(éq ~1 ) dx

(992)

Reemplazando:

H H duy?
W=—f f(x)dl:_f fe) 1+(a) —1 |dx
° ° (993)

Expandiendo esta funcion por la serie de Maclaurin:

- (du)z - 1 (du)z . - 1 (du)2 Ly (du)2 . 1 (du)
R — — — vee & — — - I — = — | —
dx 2 \dx 2 \dx dx 2 \dx (994 )

Finalmente el trabajo resulta:

W 1fo (du)zd 1fo )2y
=—= —) dx=—-= u X
2), COR 2J, [€25e(€9) (995)
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En consecuencia, la energia potencial total del modelo se expresa como:

1 2 H 2
U= —f Kpupn ™ dx — f fup,," dx
5| KpUco . 6 (996)

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge

de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:

SU = f [Kp Uiy Suly — fiay Ui Stz ldx f f U8 fydx (997)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacion, ordenamos los términos comunes:

U= [Kbu(x)5u(x)] — {[Kpoulyy + f(x)u(x)]5u(x)}

mnrr n ! ! 1 " !
+ J; [Koulss + feouto + fotm0ucdx =5 fo fu)8fidx

(998)
Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:
Kyu(xy + footto + flotm = 0 (999)
Y condiciones de borde:
Kpuy + f )ty =0 (1000)
Integrando una vez la ecuacion y evaluando en x = 0:
Kpuyy + ftiiz) = 0 (1001)

Se obtiene una ecuacion diferencial de tercer orden, donde la carga critica resulta del valor propio

mas pequefio. Normalizando la ecuacion diferencial por la variable z = x/H:

H3
Uy + f [ U ] 0
(2) (2) (2) (1002)

La ecuacion puede reescribirse como:
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Uz + Aty =0
Donde:

qH?
A= K—b:f(z) =qay

Expresando las condiciones de borde:

U(l) =0
U(l) = 0
U(O) = 0

e Carga uniformemente distribuida

Para la estabilidad de la viga, la ecuacion diferencial gobernante es de la forma:

d? d
E;‘Wn—ﬂ{—anﬂuu)=0
Donde:

d3

d
L= = a0 ()

Multiplicando la ecuacion por u(z) e integrando de 0 a 1:

1 1
f uzz)ué'z')dz + Af a(z)u’?z)dz =0
0 0

(1003 )

(1004 )

(1005 )

(1006 )

(1007)

(1008 )

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:

1 1
f u”?z)dz — Af a(z)u’?z)dz =0
0 0

Despejando el parametro y:
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1 42
1= fO u (Z)dZ
=1 5
Jo @ »dz (1010)

Este cociente de Rayleigh representa una aproximacion del limite superior de la carga critica, y es

exacta si y solo si se usa la curva de equilibrio exacta u, para calcular 4.

Para el caso de una carga uniformemente distribuida la funcion «,):

Az) =2 = fz) = q7 (1011)
El cociente de Rayleigh resulta:
_ fol u"%z)dz
=
Jo zw'tydz (1012)

e 1°|teracion:

Teniendo en cuenta las condiciones de borde. Consideramos dos polinomios simples de grados

diferentes que satisfagan la condicién de contorno:

1_1_f +l4 1_1_5 +15
P1=1-z2+320 y p2=1-gz+472 (1013)

Tomando una combinacion lineal de ambos términos:

1 1 4 1 4 5 1 5
U = Apy + Bo; =A<1——Z+—Z )+B(1—Zz+—z)

377" 3 4 (1014)
Expandimos las integrales y reemplazando en el cociente de Rayleigh:
! 2 ! 2
sz u' dz—/'lf zu'(pHdz
o @ o @ (1015)
Desarrollando las integrales y agrupando términos comunes:
U = (3.24% + 3.5714B% + 6.6667AB) — 1(0.4A%? + 0.4167B? + 0.81484B)
U= (3.2—-0.41)A%? + (3.5714 — 0.41671)B% + (3.3333 — 0.40741)AB (1016)

La condicion para que la carga critica sea la minima se expresa como:
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ou
A 0 - (6.4 —0.81)A + (6.6667 —0.81481)B =0

au
B =0 - (6.6667 — 0.81481)A + (7.1429 — 0.83331)B =0 (1017)
Expresando en forma matricial:
6.4 —0.81 6.6667 — 0.8148/1] {A} _ {0}
6.6667 — 0.81481 7.1429 —0.8333A1 (B 0 (1018)

Para una solucidn no trivial (a y b no pueden ser iguales a cero simultdneamente), el determinante

de la matriz de coeficientes para a y b debe ser igual a cero. Operando la determinante:
0.002743484% + —0.183421524 + 1.26984127 = 0 (1019)

El valor propio minimo se obtiene de la minima raiz de la ecuacion cuadratica.

A =7.843180189 Ky Kb}
— 7.8431801 H=2-2 H = 7.843180189 —2
{,1::59.013962668'”11 7843180189 = qerH = A1 5 = qorHl = 7.843180189 157 1559

Que es la primera aproximacion al valor de la carga critica de la viga. Para la mayoria de los casos
practicos la carga critica resultante es lo suficientemente exacta; con el objetivo de obtener una
mejor aproximacion a la carga critica exacta es necesario repetir el procedimiento anterior con dos

nuevos polinomios de mayor grado.
e 20 Iteracion:

El primer polinomio a considerar sera el de mayor grado de la iteracion anterior:

2_1 5 +15
Pr=1-yz+y2 (1021)

Para obtener un nuevo polinomio de mayor grado y que tome en cuenta el valor propio calculado
en la iteracion anterior, integraremos cuatro veces la ecuacion diferencial resultante del modelo de
viga:
z
U = =2 fff AU dz + Cz* + Ciz + G
0

(1022)

Para el caso de una carga uniformemente:
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1 1 25 1 9 2
u(z)——/1<ﬁz —@ +2016Z)+CZZ +Ciz+ G

(1023)

Al evaluar las condiciones de borde se determinan las constantes y se determina el nuevo

polinomio a utilizar en la segunda iteracion.
¢35 = 1.0212 — 1.4006z + 0.4085z* — 0.029228 (1024)
Tomando una combinacion lineal de ambos términos:
U = Apf + Bo3 (1025)

Resolviendo similarmente a la iteracién 1:

K, K
A = 7.838442004 = o H = Ly 05 = qerH = 7.838442004H—’;

(1026)
e 3 lteracion:
¢f = 1.0212 — 1.4006z + 0.4085z* — 0.0292z8
¢§ = 1.0248 — 1.4231z + 0.4574z* — 0.0610z7 + 0.0018z11
U = A¢f + B3
Kp
A3 = 7.837349280 - g, H = /13 ~ qerH = 7.837349280 17 (1027)
e 40 lteracion:
¢f = 1.0248 — 1.4231z + 0.4574z* — 0.0610z7 + 0.0018z11
¢§ = 1.0253 — 1.4263z + 0.4647z* — 0.0683z7 + 0.004621° — 0.0001 24
Uy = Adt + Bos
K K,
Ay = 7.837347443 = qerH = Ay 7 = qerH = 7.837347443 3 (1028)
e 50 lteracion:
¢f = 1.0253 — 1.4263z + 0.4647z* — 0.0683z7 + 0.004621° — 0.0001 24
= 1.0254 — 1.4268z + 0.4658z% — 0.0694z7 + 0.0052z1° — 0.0002z3 + 0.000002z17
U = Ap? + B3
Kp Kp
As = 7.837347435 = qerH = As 777 = 4, H = 7.837347435 -3 (1029)
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Numéricamente se observa que con una tercera iteracion la aproximacion puede considerarse

exacta.

1 =7837 H=2 Ky H=7837 Ky
= . e d = —_—— e . —_—
qCT‘ H2 qCT HZ ( 1030 )

Este valor encontrado es idéntico al valor exacto dado por Timoshenko y Gere utilizando funciones
Bessel; por lo que, puede considerarse practico para los propdsitos de ingenieria.

e Carga puntual en x=0 (z=0)
Para el caso de una carga puntual aplicado en x=0 (z=0), la funcion a,):
an=1-fn=q (1031)

Reemplazando en la ecuacion diferencial:

nr A !
Uz U =0 (1032)

La expresion de u, es posible derivarlo como:

Uz = Co + Cy cos (y2/H z) + G, sin (V2/H z) (1033)

El sistema algebraico lineal resultante de las condiciones de borde, escrito en forma de matriz, es:

I[l cos(\/A/_H) sin( A/H)]I c
iO —sin(\/A/_H) cos( A/H)i CS =0
|0 cos (\/A/_H) 0 ] “ (1034)

Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular), es decir:

Cos (JA/H) =0-+A/H=_2n~- 1)% /n=123.. (1035)

Resolviendo se encuentra que la carga critica:
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7T2Kb
4H?

er = (Zn - 1)2
Para el caso cuando n = 1, se tiene:

7T2 Kb

qer = a

4.3.1.2 Caso?2
e Calculo de la matriz de transferencia

Segun la ecuacion diferencial de cuarto orden:

nrr

Utilizando el método de operador diferencial:

D*(D*+1%) =0

Donde:

La expresion para u ;) Y u,, se propone:

{u(z) =Cy+Ciz+C, cos(\/Ez) + C3 sin(ﬁz)}
ul(z) =(; — CZ\/E sin(\/Ez) + C3\/E COS(\/EZ)

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante resultan:

{ My = Kbué’z) = —[§Kb cos(\/Ez)]Cz - [EKb sin(\/gz)](fg
Viey = Kpugz) + quizy = (@)Cy + [(be - Q)\/ESin(\/EZ)]Cz - [(EKb - Q)\/ECOS(\/?Z)]CZ

Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:
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(1039)

(1040)

(1041)

} (1042)



(ui(zi)\ Co
ui(z) | _ C
4Ml-(zl-) } = Ki(z) {c;}

WV, (z)) Cs (1043)
Donde:
I[l 2 cos(\/gz) sin(\/?z) ]I
K(2) [0 1 —J€sin({¢z) JEcos(\/¢2) |
s |O 0 —£Ky, cos((/¢2) —£Ky, sin(|/¢z) |
lO q (be - CI)\/E Sil’l(\/gz) _[(be - Q)\/? COS(\/EZ)]Ji ( 1044)
Evaluando en la base del piso i-ésimo; es decir para z; = h;:
(ui(hi)) Co Co (wi(hi)
u;(hi) _ Gy CGi(_ -1 u{ (hy)
4 M;(h)) } = Ki(h) {Cz} - {cz} =K (i) { M;(h;) }
kVi(hi)J (s Cs Vi (hi)) (1045)
Reemplazando el vector de coeficientes:
(wi(zi) (uih)y (wi(hi)
ui(z) | _ - ui(h) | _ ui(hy)
4 M,(z;) } = K;(z)K; ' () { M,(h) } = Ti(z) { M,(h) }
Vi(z;) Vi(hi) Vi(hi) (1046)
Donde:
Ty (z) = K;(z)K; " (hy) (1047)
Si evaluamos las fuerzas y desplazamientos en la parte superior del i-ésimo piso, se tiene:
(u:(0) (wi(hi)y
u;(0)  _ u;(hy)
41\41-(0) } =T:(0) 4 M, (h;) }
V;(0) Vi (ho) (1048)

Esta ecuacion muestra la relacion de fuerzas y desplazamientos entre la parte superior e inferior

del piso i-ésimo.
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e Analisis de estabilidad bajo cargas puntuales aplicadas a nivel de piso
Aplicando secuencialmente desde la base hasta la parte superior de la viga:

Para el primer piso:

(1) (i)
{;ﬂ«n} Tﬂo){ﬁﬂuﬁ)}
\v,(0)) VACHY,
Para el segundo piso:
(@) (1)
u; u; (hy
4 M, (0) } T2(0T1(0) { M, (hy) }
V, (O)J kV1 (hy)
Para el tercer piso:
(0 (1ot
O = BOLORO 10
v5(0)) WV, (h)

Para el n-ésimo piso (parte superior de la viga):

(un(O)\ (ul(hl)\
L@ =10 . T OR O] ,‘V‘,((?l)) }
1,(0) Vi (hy)

Expresando la ecuacidn entre simbolo de producto:

(un(O) (U1 (h1)\ (U1 (h1)\
u, (0) uj (hy) uj (hy)

4Mﬁﬂn} IIYk“D{wiUé)} {Ai(i)}

o) = ey W

Donde:
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(1050 )

(1051)

(1052)

(1053)



t= ﬁ T, (0)
k=1

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior

(1054 )

y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 4x4 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

( U =0 Vo u(hy) = 0y
4 Uy =0 &_){ui(hl)=0}
| Kpuge) =0 |
\ )

Mn (0) = 0)
Reemplazando:
u, (0) t11 ti2 tiz tia 0
up(0) ( _|t21 22 l23 l2a 0
0 t31 tsp tzz taa| | Mi(hy)
0 ty1 taz taz taal \Vi(hy) (1056)

Despejando el momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:

0=l &)
0 taz  taaf(Vy(hy) (1057)
Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de coeficientes

es singular). Resolviendo las cargas criticas de la viga.
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4.3.2 Viga de corte de un campo (SB)

43.21 Casol

La energia potencial del modelo SB de un campo es:

1 (H 2
V = EL Ksuzx) dx

(1058)
Donde:
{KS = (7 + K1) Ky = e n?;]c} (1059)
El trabajo ejercido por la fuerza externa es:
H 1 H , 2
w = —fo foodl = —Efo feoou dx (1060)
En consecuencia, la energia potencial total del modelo se expresa como:
U= leuEx)de - lfo(x)uEx)Z dx
2 2J, (1061 )

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge

de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:

H 1 (H
— ’ ro_ ! ! - = 12
fU = J;) [Ksula) Sy = ooy i) ity | dx Zfo f (UG8 fodx (1062)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:
H H H
SU = [Ksufn)Suco ] | = [foyutoduw |, - fo [Kstly = Foouey = fo i [6ucn dx
[ reou sfiod
- = X)u X
2Jo (7 (1063)

Al igualar a cero los términos, resulta la siguiente ecuacion:
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Kstuey = faytiGo — iyt = 0
Y condiciones de borde:
ury =0
{”’(0) = 0}

Integrando una vez la ecuacion y evaluando en x = 0:

[Ks = foo Juty = 0
Igualando a cero:

Ks = fe =0

Normalizando la ecuacion diferencial por la variable z = x/H:

Ks_Hf(z) =0

e Carga uniformemente distribuida

Para el caso de una carga uniformemente distribuida la funcion a,,,:

Ay =27 f(z) =qz
Resolviendo en z=1, se obtiene:
Ks — qH = 0 = qcriticoH = K

e Carga puntual en x=0 (z=0)

Para el caso de una carga puntual aplicado en x=0 (z=0), la funcion a,:

an=1-fn=q

Resolviendo se encuentra que la carga critica:
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(1064 )

(1065 )

(1066 )

(1067)

(1068 )

(1069 )

(1070)

(1071)



Ks —q =0 - qeritico = Ks ( 1072 )
4.3.2.2 Caso?2
Segun la ecuacién diferencial de segundo orden:
Kstt(y = flaytin) = 0 (1073)
Utilizando el método de operadores diferenciales:

DZ[KS - f(x)] =0 > Geritico = Ks ( 1074)
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4.3.3 Viga Timoshenko de dos campos (TB)

43.3.1 Casol

La energia potencial del modelo TB de dos campos es:

1 H 2 2
V=—f KpBly + Ks[0oy — ulpn| | dx
2J, { (x) sLY(x) x) } (1075)
El trabajo ejercido por la fuerza externa se expresa como:
W = —fpdl ! f Hf ' 2 d
= - =—= u x
(x) 2 0 ) (%) (1076)
En consecuencia, la energia potencial total del modelo se expresa como:
u=1 H{K@' 2+ K[0 o] }d L o 2 d
=7), Wb + K]0 —ul jdx -3 ; fuy dx (1077)

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge

de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:

H
U = fo [K6()86/x) + Ks(Bx) — () (60 ) = SU(y) — fia Uiy Sty | dx
1 H
—= 2 8fnd
2 fo F 0 Ofeadx (1078)
Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:
! H ! ! H
SU = [Kp8(x)88( ], — {{Ks 660 — utw] + fi (x)u(x)}5u(x)}0
H
- fo {Kb80) — K0y — () ]}60y dx

H
+ fo {Ks[00x) = uie] + frout + floy U U dx

1 fH
—= | FOOUR\Sfndx
2Jq %6 (1079)

Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:
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{ IQQ@—KJQ@—u®]=O }
Ks[0) =t + ftco + f ot = 0

Y condiciones de borde:

e
K[600) — ”’(0)] + f(o)ul(o) =0
Integrando una vez la ecuacion y evaluando en x = 0:

K [e(x) - uéx)] + foou(x = 0
Se tiene un nuevo sistema de ecuaciones diferenciales acopladas:

Kbg(x) - Ks[g(x) - U(x)] =0
Ks[g(x) - U(x)] + f(x)U(x) =0

De la ecuacion despejamos el valor de u(x):

. KB — Kby
Uy = K,

Reemplazando las ecuaciones en la ecuacion:
Ky
KB~ foo [? 00 — 9<x)] =0
S
Reordenando:

1 1
0y — f Pﬁ”——% ]:0
) ~ @ g e T P

(1080)

(1081)

(1082)

(1083)

(1084)

(1085)

(1086 )

Se obtiene una ecuacion diferencial de cuarto orden, donde la carga critica resulta del valor propio

mas pequefio. Normalizando la ecuacion diferencial por la variable z = x/H:

00 — f [10” i ]—0
@ @ g %@ T P
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Definimos dos pardmetros adicionales:

K H3
a=H —Sl =—q
Ky Ky

La ecuacion puede reescribirse como:
n 1 n
@m—A%mtﬁﬁm—O@]=0
Donde:

fo = qa z

Expresando las condiciones de borde en funcién de 6:

9(1) =0
9(0) = O
9(0) = 0

e Carga uniformemente distribuida

Para la estabilidad de la viga, la ecuacion diferencial gobernante es de la forma:

d? 1 d?
ﬁ 9(2) -1 (Z(Z) ?@— 1 9(2) =0

Multiplicando la ecuacion por [é 0(’;) — 0(2)] e integrando de 0 a 1:

1 1 5 1 1 2
fo [?9 @~ e(z)e(z)] dz — /'lfo A(z) [ﬁ%) - 9(2)] dz =0

(1088 )

(1089 )

(1090 )

(1091 )

(1092 )

(1093)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:

1 1 1 1 2
"2 12 "

Despejando el parametro y:

324

(1094)



171 " 12
_ fO [FB ?Z) +0 (Z)] dz
o 1, 2
Jo @ [ﬁ O — 9(2)] dz (1095)

A

Este cociente de Rayleigh representa una aproximacion del limite superior de la carga critica, y es

exacta si y solo si se usa la curva de equilibrio exacta 6, para calcular A.

Para el caso de una carga uniformemente distribuida la funcion a/,, resulta:
Az =2z = fizn) =qz (1096 )

El cociente de Rayleigh resulta:

1 1 n !
L Jy [pe B ?z)] dz

1 11 ., 2
fo 2[oz 9% — 0| dz (1097)

Teniendo en cuenta las condiciones de borde. Consideramos dos polinomios simples de grados

diferentes que satisfagan la condicién de contorno:
p1=1-2z%¢;=1-2° (1098)
Tomando una combinacion lineal de ambos términos:
0z = Ap1 + B3 = A1 —z*) + B(1 — z°) (1099)
Expandimos las integrales y reemplazando en el cociente de Rayleigh:
1 1 1 1 2
"2 12 "
0 0
Desarrollando las integrales y uniendo términos comunes:
U = A*(a; — Aap) + B?(by — Aby) + AB[(ab); — A(ab),] (1100)

Donde:
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( 1 1 1 \
| a, = 2.2857 + 28.8 ,a, = 0.2667 + 3— + 24— |
1
{ by = 2.7778 + 57.1429— b, = 0.2976 + 4— + 50— >
I I

1 1
(ab); =5+ 80 2,(ab)2—-056284-68889——4-685714a

(1101)
La condicion para que la carga critica sea la minima se expresa como:
ou
i 0 - 2(a; — Aa,)A + [(ab); — A(ab),|B =0
U 0 [(ab)s — A(ab)y]A + 2(by — Ab,)B = 0
_— - —_ _— =
9B ab)1 = Aab)zlA + 2Ly = Abs (1102)
Expresando en forma matricial:
[ 2(ay — Aay) [(ab); — A(ab)z]] A _
[(ab); — A(ab),] 2(by — Aby) (1103)

Para una solucién no trivial (a y b no pueden ser iguales a cero simultaneamente), el determinante

de la matriz de coeficientes para a y b debe ser igual a cero. Operando la determinante:
[4a,b, — (ab)3]2* + [2(ab),(ab), — 4(a1b, + azby)]A + [4a1by — (ab)i] =0 (1104)

El valor propio minimo se obtiene de la minima raiz de la ecuacion cuadratica.

(1105)

Que es la primera aproximacién al valor de la carga critica de la viga TB. Para la mayoria de los
casos practicos la carga critica resultante es lo suficientemente exacta; con el objetivo de obtener
una mejor aproximacion a la carga critica exacta es necesario repetir el procedimiento anterior con

dos nuevos polinomios de mayor grado.

El primer polinomio a considerar sera el de mayor grado de la iteracion anterior:

¢7 =1-2° (1106 )
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Para obtener un nuevo polinomio de mayor grado y que tome en cuenta el valor propio calculado
en la iteracion anterior, integraremos cuatro veces la ecuacion diferencial resultante del modelo de
viga SWB:

1 4 4
0 =47 O(ydz — 2 0(zdz + Cyz +C
@ =z ffo ROMOL ﬂo A2)9 (7 T (17 + (o (1107)

Para el caso de una carga uniformemente:

Lo (% ’
B(Z) ZEAJI) Ze(z)dz_lf—fo ZB(Z)dZ+Clz+CO (1108)

Al evaluar las condiciones de borde se determinan las constantes y se determina el nuevo

polinomio a utilizar en la segunda iteracion.

1 zZ zZ
¢2=—lff z0(, dz—Aff z0(ndz + Ciz + C
2 a? 0 @ 0 @ ! 0 (1109)

Tomando una combinacion lineal de ambos términos:
0(z) = ApT + Bdp3 = Ap; + B3 (1110)

Se puede lograr un mayor aproximacion al valor exacto repitiendo los dos pasos de la iteracion, lo
que resulta en polinomios de mayor y mayor grado. Numéricamente se observa que con una cuarta

iteracion la aproximacion puede considerarse exacta.
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Figura 97. Eigenvalor en funcién del pardmetro a < 10 para el caso de una carga axial uniformemente
distribuida.
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Figura 98. Eigenvalor en funcion del pardmetro o < 100 para el caso de una carga axial uniformemente
distribuida.
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Tabla.4

Eigenvalor en funcion del parametro @ < 100 para el caso de una carga axial uniformemente

distribuida.

a ) a 9 a ) a )
0.00 0.00000 1.95 3.5845 4.90 6.7587 8.80 7.4754
0.05 0.00254 2.00 3.7024 5.00 6.7968 8.90 7.4832
0.10 0.01017 2.05 3.8166 5.10 6.8331 9.00 7.4907
0.15 0.02289 2.10 3.9274 5.20 6.8675 9.10 7.4925
0.20 0.04069 2.15 4.0352 5.30 6.9003 9.20 7.5051
0.25 0.06357 2.20 4.1390 5.40 6.9315 9.30 7.5120
0.30 0.09155 2.25 4.2395 5.50 6.9612 9.40 7.5187
0.35 0.12461 2.30 4.3369 5.60 6.9895 9.50 7.5251
0.40 0.16276 2.35 4.4312 5.70 7.0165 9.60 7.5314
0.45 0.20600 2.40 4.5225 5.80 7.0423 9.70 7.5375
0.50 0.25433 2.45 4.6108 5.90 7.0669 9.80 7.5434
0.55 0.30775 2.50 4.6963 6.00 7.0904 9.90 7.5491
0.60 0.36626 2.55 4.7790 6.10 7.1129 10.00 7.5547
0.65 0.42986 2.60 4.8589 6.20 7.1344 12.50 7.6546
0.70 0.49857 2.65 4.9363 6.30 7.1549 15.00 7.7097
0.75 0.57236 2.70 5.0112 6.40 7.1747 17.50 7.7432
0.80 0.65126 2.75 5.0836 6.50 7.1937 20.00 7.7651
0.85 0.73525 2.80 5.1537 6.60 7.2118 22.50 7.7802
0.90 0.82435 2.85 5.2214 6.70 7.2291 25.00 7.7910
0.95 0.91855 2.90 5.2870 6.80 7.2458 27.50 7.7990
1.00 1.01784 3.00 5.4118 6.90 7.2619 30.00 7.8051
1.05 1.12224 3.10 5.5286 7.00 7.2773 32.50 7.8099
1.10 1.23173 3.20 5.6381 7.10 7.2917 35.00 7.8136
1.15 1.34630 3.30 5.7408 7.20 7.3063 37.50 7.8167
1.20 1.46595 3.40 5.8370 7.30 7.3199 40.00 7.8192
1.25 1.59065 3.50 5.9273 7.40 7.3331 42.50 7.8213
1.30 1.72038 3.60 6.0122 7.50 7.3458 45.00 7.8230
1.35 1.85507 3.70 6.0919 7.60 7.3580 47.50 7.8245
1.40 1.99467 3.80 6.1669 7.70 7.3698 50.00 7.8257
1.45 2.1390 3.90 6.2374 7.80 7.3812 52.50 7.8268
1.50 2.28800 4.00 6.3039 7.90 7.3921 55.00 7.8277
1.55 2.44121 4.10 6.3666 8.00 7.4027 57.50 7.8286
1.60 2.59809 4.20 6.4257 8.10 7.4129 60.00 7.8293
1.65 2.75783 4.30 6.4816 8.20 7.4228 65.00 7.8305
1.70 2.92053 4.40 6.5343 8.30 7.4323 70.00 7.8314
1.75 3.06883 4.50 6.5842 8.40 7.4415 80.00 7.8328
1.80 3.20672 4.60 6.6314 8.50 7.4504 90.00 7.8338
1.85 3.33738 4.70 6.6761 8.60 7.4590 100.00 7.8344
1.90 3.46299 4.80 6.7185 8.70 7.4673 oo 7.8373
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e Carga puntual en x=0 (z=0)

Para el caso de una carga puntual aplicado en x=0 (z=0), la funcion «,):

Az =1 f) =4 (1111)

Reemplazando en la ecuacion diferencial:

4
n H
Oz + 1 1 0z =0
1=%n (1112)
La expresion de 6, es posible derivarlo como:
0z = Cy cos(y/Bz) + C; sin(y/pz) (1113)
Donde:
4
___H
Pei 1z
a’H (1114)

El sistema algebraico lineal resultante de las condiciones de borde, escrito en forma de matriz, es:

0 VB e _
[cos JB sin JE] {Cz} - {g} (1115)

Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular), es decir, para:

cos\/E=0—>\/E=(2n—1)g/n=1,2,3...

(1116)
Es decir:
A 2
_H 2
i1 =2n-1) 2
aZH (1117)

Después de algunas manipulaciones simples:
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1 1
H- 4 .1
(2n—-1)?n? " a? (1118)

Reemplazando por sus rigideces caracteristicas:

1

qCT' = 4H2 +i
(2n —1)%n2K, = K (1119)

Ordenando adecuadamente:
-1
ZK -1
— {[(Zn —1)? ZHZ"] + Ks_l}

(1120)

Para el caso cuando n = 1, se tiene:

7T2Kb -1 -1
<4‘H2 > + KSl

Dado que la carca critica resultante es independiente de alguna funcion de aproximacion, puede

-1

— — -1 -1
Ger = - [QCr,flexién global + QCr,corte ]

(1121)

considerarse exacta e idéntica a la que se obtendria aplicando el teorema de Foppl.

4.3.3.2 Caso?2
e Calculo de la matriz de transferencia

Segun las ecuaciones diferenciales acopladas:

{ Ky + Ki[ugy = 009] = 0 }

Ko[ugy = 0] = Fytie =0 (1122)
Utilizando el método de operador diferencial:
[ Zo “Zn Moo} =G
(K, — q)D2 —KD 18 (1123)

La expresion para u, Y 6, se propone:
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{u(z) =Cy+Ciz+C, cos(\/gz) + C3 sin(\/Ez)}

G(Z) = C4 + C5 COS(\/EZ) + C6 Sin(\/EZ) ( 1124)
Donde:
{f S L
(K, - kK, K

s T4 b (1125)

Expresando los coeficientes de la funcion 6, en funcion de los coeficientes de wu,:

K.\/€sin(\/€2) JEcos({f€z)
O =0C—|—F|CG+|—F|G
£ +1 £ +1

a*? a*? (1126)

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante asociados al desplazamiento

lateral resultan:

My =Ky, = —

bef COS(\/EZ)]CZ_[bef sin(ﬁz)]@

\
|
}

a2 +1 7 +1
, K,§ . K,§ |
Viy = (@ — KDug,y + KOy = (@)C; + ( z — q) rsm(\/gz)] C,— Kf— — q) \/Ecos(\/gz)] Cs |
Szt 1 szt )
(1127)

Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:

u;(2;) Co
0i(z) ( _ C
Mi(z)( Ki(z) C;
Vi(z) Cs (1128)

Donde:
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1 Zi
0 1
Ki(z)=10o o

cos(/%2)

3 K, €sin(\/Ez)

§
a,*2+1

cos(/¢2)

a*2+1

Kyé
0 ¢q 3 —
>+ 1
L a

q)ﬁsin(ﬁz) —( e

sin(\/gz)
¢ sin(J%2)

2+1

sin(\/Ez)

a*? +

a*?

—q)ﬁcos(ﬁz)

(1129

e Analisis de estabilidad bajo cargas puntuales aplicadas a nivel de piso

Aplicando secuencialmente desde la base hasta la parte superior de la viga y expresando la

ecuacion entre simbolo de producto:

(un(O) (U1 Uh)\ (u1(h1)\
6,(0) 01 (hy1) 01(hy)
4MM®}ITanMﬂm} {mmg}
wo) = e nay (1130)
Donde:
t= T, (0)
l:l * (1131)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior
y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 4x4 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

( Uy =0 V' (u) =0
4 01y=0 &_){91(}11):0}
Kybo) = 0 | M,(0) =0
hq—&ﬁ%y+&&m=oj SAOE (1132)

Reemplazando:
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u, (0) 11 tiz ti3 tia 0

0,(0)( _|t21 f22 l23 f24 0
0 t31 tzz tsz tszal| ) Mi(hy)
0 ty1 taz taz taal \Vi(hy) (1133)

Despejando momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:

{O} _ [t3,3 t3,4] {M1 UH)}
0 ty3z  taal(Vy(hy) (1134)
Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de coeficientes

es singular). Resolviendo las cargas criticas de la viga.
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4.3.4 Acoplamiento en paralelo de viga de flexion y viga de corte de un campo
(CTB) - comportamiento traslacional

4341 Casol

La energia potencial del modelo CTB de un campo es:

V———lf [K u! P+ Kqul 2]dx
b
2 Jy 25 1) (1135)

Donde:

h?2 lh K.+ K,

n & 2Bl & 12E1 K
— T .
{szerli,Ksz(Kb_1+Kc_1) 'K, = ‘,Kb=z bor=_——¢ }
i=1 i=1 i=1 (1136)

E es el médulo de elasticidad del material, I; es el momento de inercia de la columna o muro de
corte, I, es el momento de inercia de la viga, h es la altura de piso, [ es la longitud a ejes de la

columna o muro de corte, K;, es la rigidez a la flexion y K, es la rigidez al corte respectivamente.

El trabajo ejercido por la fuerza externa se expresa como:

1M 2
W =—f dl=——ff Ur,y dx
@ 2), 17 (1137)

En consecuencia, la energia potencial total del modelo se expresa como:

UzlfH[K ul' %+ Kgqu! Z]dx—lfo(x)u' ? dx
2 o b2%(x) s1%(x) 2 o (%) (1138)

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge

de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:

H n n ! ! ! ! 1 H ’
0 2Jo (1139)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:
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SU = [Kypauflyougy]) + {[Kaauley — Koau(hy — foouln e},

H
| Koot = Koaa + Flotr + oo
0

1 H
~3 ), FeouE ofds

(1140)
Al igualar a cero los términos, resulta la siguiente ecuacion:
KpaU(y = Ksa1Uey + fi o + footn = 0 (1141)
Y condiciones de borde:
(omn )
! 2 &
| to =0 |
k[f © Ksl] Uy + Kpougpy = 0) (1142)
Integrando una vez la ecuacion y evaluando en x = 0:
177 Ksl 1] f(x) /
Uy — 5 Uy T 55— Uy =0
@Ky P Ky @ (1143)

Se obtiene una ecuacion diferencial de tercer orden, donde la carga critica resulta del valor propio

mas pequefio. Normalizando la ecuacion diferencial por la variable z = x/H:

K1 f(Z)
uy — —H?u;,y + == H3u;,, = 0
@ Ky P Ky ? (1144)
La ecuacion puede reescribirse como:
" 2.1 ! —
Uz — a7U(y) T Aapl =0 (1145)
Donde:
K H3
ot
o2 o2 (1146)
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Condiciones de borde:

U(l) =0
u(l) =0
u(o) =0

e Carga uniformemente distribuida

Para la estabilidad de la viga, la ecuacion diferencial gobernante es de la forma:

@ . d d
PP LT Rt [—a(z) E] U =0

Multiplicando la ecuacion por [u,, | e integrando de 0 a 1:

1 1
J;) [UEZ)UEIZI) - azu'(zz)]dz + Afo Az [u(z)]zdz =0

(1147)

(1148)

(1149)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:

1 1
n ! ! 2
J; [—u ?Z) - a’u (ZZ)]dZ + A-fo ag [u(z)] dz=0
Despejando el parametro A:

_ fol[u”?z) + azu'%z)]dz

2 =
Jo a'ydz

Donde A4 es cociente de Rayleigh.

Para el caso de una carga uniformemente distribuida la funcion a/, resulta:

a(z) =z _)f(z) =qz

El cociente de Rayleigh resulta:

1 n !
. fo [u ?Z) + a?u %Z)]dz

T,
fo zu ?Z) dz
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Teniendo en cuenta las condiciones de borde. Consideramos dos polinomios simples de grados
diferentes que satisfagan la condicion de contorno:

1—1 é_}_l‘l 1—1 5_}_15
$1=1-gz432,¢; =1-yz43z (1154)

Tomando una combinacion lineal de ambos términos:

1 1 4 1 4 5 1 5
U = Ap1 + B, =A(1——Z+§z )+B(1—Zz+—z)

3 4 (1155)
Expandimos las integrales y reemplazando en el cociente de Rayleigh:
1 . 1 9
’u=f u"(y + a’u'? dz—lfzu' dz
o [ (z) (2)] o [ (Z)] (1156)
Desarrollando las integrales y agrupando términos comunes:
U = A?[(3.2 + 1.1429a?) — 0.44] + B?[(3.5714 + 1.1111a?) — 0.41671]
+ AB[(6.6667 + 2.25a%) — 0.81481] (1157)
La condicion para que la carga critica sea la minima se expresa como:
ou
52-0" [(6.4 + 2.2858a?) — 0.84]A + [(6.6667 + 2.25a%) — 0.81481]B = 0
au
b 2\ _ 2y _ —
5 =0~ [(6.6667 + 2.25a%) — 0.81481]A + [(7.1428 + 2.2222a?) — 0.83344]B = 0 (1158)
Expresando en forma matricial:
(6.4 + 2.2858a%) — 0.81 (6.6667 + 2.25a2%) — 0.81481 {A} _ {0}
(6.6667 + 2.25a%) — 0.81481 (7.1428 + 2.2222a?) — 0.8334A1B) ~ L0 (1159)

Para una solucién no trivial (a y b no pueden ser iguales a cero simultaneamente), el determinante

de la matriz de coeficientes para a y b debe ser igual a cero. Operando la determinante:
A% — (66.8571 + 5.7857a?)A + (6.1473a* + 200.0205a? + 462.4561) = 0 (1160)

El valor propio minimo se obtiene de la minima raiz de la ecuacion cuadratica.
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Ay = (33.4286 + 2.8929a2) — \/2.2213054 — 6.6123a? + 655.0133

e e
qerH = Alm - qoH = Alﬁ

(1161)
Que es la primera aproximacion al valor de la carga critica de la viga.
e 20 |teracion:
El primer polinomio a considerar sera el de mayor grado de la iteracion anterior:
5
2 1—— -5
L 2273 (1162)

Para obtener un nuevo polinomio de mayor grado y que tome en cuenta el valor propio calculado
en la iteracion anterior, integraremos tres veces la ecuacion diferencial resultante del modelo de

viga:

Z VA
Uy = a’u dz—lfffa u;dzdz + C,z> + C;z + C,
@ ﬂo ® o D 25 s (1163)

Para el caso de una carga uniformemente:

zZ zZ
Uy = a’u dz—lfff zu; Ndzdz + C,z* + Cyz + C
(2) f-fo () o (2) 2 1 0 (1164)

Al evaluar las condiciones de borde se determinan las constantes y se determina el nuevo

polinomio ¢ a utilizar en la segunda iteracion.

Tomando una combinacion lineal de ambos términos:

U = Ad? + B3 (1165 )

Resolviendo similarmente a la iteracion 1 se obtiene el nuevo valor propio A1,. Se puede lograr un
mayor aproximacion al valor exacto repitiendo los dos pasos de la iteracion, lo que resulta en
polinomios de mayor y mayor grado. Numéricamente se observa que con una tercera iteracion la

aproximacién puede considerarse exacta.

339



4000
3750
3500
3250
3000
2750
2500
2250
~ 2000
1750
1500
1250
1000
750
500
250

0
0.0 25 5.0 7.5 10.0 12,5 15.0 17.5 20.0 22.5 25.0 27.5 30.0 32.5 35.0 37.5 40.0 42.5 45.0 47.5 50.0

(74

Figura 99. Eigenvalor en funcién del pardmetro a < 50 para el caso de una carga axial uniformemente
distribuida.
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Figura 100. Eigenvalor en funcion del pardmetro a < 300 para el caso de una carga axial uniformemente
distribuida.
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Tabla.5 Eigenvalor en funcion del parametro @ < 15.5 para el caso de una carga axial uniformemente

distribuida.

a ) a 9 a ) a )
0.00 7.837 3.90 43,195 7.80 117.373 11.70 226.025
0.10 7.867 4.00 44.695 7.90 119.664 11.80 229.348
0.20 7.957 4.10 46.214 8.00 121.980 11.90 232.699
0.30 8.107 4.20 47.753 8.10 124.321 12.00 236.076
0.40 8.316 4.30 49.310 8.20 126.687 12.10 239.481
0.50 8.583 4.40 50.887 8.30 129.079 12.20 242.914
0.60 8.909 4.50 52.483 8.40 131.207 12.30 246.374
0.70 9.291 4.60 54.099 8.50 133.938 12.40 249.861
0.80 9.730 4.70 55.733 8.60 136.406 12.50 253.376
0.90 10.224 4.80 57.387 8.70 138.899 12.60 256.919
1.00 10.772 4.90 59.061 8.80 141.419 12.70 260.489
1.10 11.372 5.00 60.755 8.90 143.964 12.80 264.086
1.20 12.023 5.10 62.468 9.00 146.535 12.90 267.711
1.30 12.724 5.20 64.202 9.10 149.133 13.00 271.364
1.40 13.472 5.30 65.955 9.20 151.757 13.10 275.044
1.50 14.267 5.40 67.729 9.30 154.406 13.20 278.752
1.60 15.106 5.50 69.523 9.40 157.083 13.30 282.487
1.70 15.988 5.60 71.337 9.50 159.785 13.40 286.250
1.80 16.911 5.70 73.173 9.60 162.514 13.50 290.041
1.90 17.873 5.80 75.032 9.70 165.270 13.60 293.859
2.00 18.873 5.90 76.918 9.80 168.052 13.70 297.705
2.10 19.908 6.00 78.815 9.90 170.861 13.80 301.579
2.20 20.978 6.10 80.734 10.00 173.696 13.90 305.480
2.30 22.080 6.20 82.675 10.10 176.558 14.00 309.409
2.40 23.214 6.30 84.638 10.20 179.447 14.10 313.366
2.50 24.377 6.40 86.624 10.30 182.363 14.20 317.351
2.60 25.568 6.50 88.633 10.40 185.306 14.30 321.363
2.70 26.786 6.60 90.667 10.50 188.276 14.40 325.403
2.80 28.030 6.70 92.725 10.60 191.272 14.50 329.471
2.90 29.300 6.80 94.810 10.70 194.296 14.60 333.566
3.00 30.593 6.90 96.922 10.80 197.347 14.70 337.689
3.10 31.909 7.00 99.063 10.90 200.424 14.80 341.840
3.20 33.247 7.10 101.233 11.00 203.529 14.90 346.019
3.30 34.607 7.20 103.435 11.10 206.661 15.00 350.225
3.40 35.988 7.30 105.672 11.20 209.821 15.10 354.460
3.50 37.389 7.40 107.945 11.30 213.007 15.20 358.722
3.60 38.811 7.50 110.257 11.40 216.221 15.30 363.012
3.70 40.253 7.60 112.612 11.50 219.462 15.40 367.329
3.80 41.714 7.70 115.014 11.60 222.730 15.50 371.675
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Tabla.6 Eigenvalor en funcion del parametro @ < 300 para el caso de una carga axial uniformemente
distribuida.

a ) a 9 a ) a )
15.6 376.048 19.50 568.355 28.50 1174.521 46.5 3068.003
15.7 380.449 19.60 573.844 28.75 1194.599 47.0 3133.569
15.8 384.878 19.70 579.362 29.00 1214.851 47.5 3199.837
15.9 389.335 19.80 584.907 29.25 1235.279 48.0 3266.807
16.0 393.820 19.90 590.481 29.5 1255.882 48.5 3334.477
16.1 398.332 20.00 596.082 29.75 1276.660 49.0 3402.848
16.2 402.873 20.25 610.207 30.0 1297.613 49.5 3471.921
16.3 407.441 20.50 624.508 30.5 1340.045 50.0 3541.695
16.4 412.037 20.75 638.983 31.0 1383.178 55.0 4277.999
16.5 416.661 21.00 653.633 31.5 1427.012 60.0 5084.421
16.6 421.313 21.25 668.458 32.0 1471.547 65.0 5960.964
16.7 425.992 21.50 683.458 32.5 1516.782 70.0 6907.628
16.8 430.700 21.75 698.633 33.0 1562.719 75.0 7924.413
16.9 435.435 22.00 713.983 33.5 1609.357 80.0 9011.319
17.0 440.199 22.25 729.508 34.0 1656.695 85.0 10168.348
17.1 444.990 22.50 745.208 34.5 1704.735 90.0 11395.499
17.2 449.809 22.75 761.082 35.0 1753.475 95.0 12692.772
17.3 454.656 23.00 777.132 35.5 1802.917 100 14060.167
17.4 459.531 23.25 793.357 36.0 1853.059 105 15497.684
17.5 464.434 23.50 809.757 36.5 1903.903 110 17005.324
17.6 469.365 23.75 826.331 37.0 1955.447 120 20230.972
17.7 474.323 24.00 843.081 37.5 2007.693 130 23737.109
17.8 479.310 24.25 860.006 38.0 2060.640 140 27523.737
17.9 484.324 24.50 877.106 38.5 2114.287 150 31590.856
18.0 489.367 24.75 894.381 39.0 2168.636 160 35938.465
18.1 494.437 25.00 911.831 39.5 2223.686 170 40566.565
18.2 499.535 25.25 929.456 40.0 2279.437 180 45475.155
18.3 504.661 25.50 947.257 40.5 2335.889 190 50664.236
18.4 509.816 25.75 965.232 41.0 2393.043 200 56133.808
18.5 514.998 26.00 983.383 41.5 2450.897 210 61883.871
18.6 520.208 26.25 1001.708 42.0 2509.452 220 67914.424
18.7 525.445 26.50 1020.209 42.5 2568.709 230 74225.468
18.8 530.711 26.75 1038.885 43.0 2628.667 240 80817.003
18.9 536.005 27.00 1057.736 43.5 2689.325 250 87689.029
19.0 541.327 27.25 1076.763 44.0 2750.685 260 94841.546
19.1 546.677 27.50 1095.964 44.5 2812.747 270 102274.553
19.2 552.054 27.75 1115.341 45.0 2875.509 280 109988.051
19.3 557.460 28.00 1134.892 45.5 2938.972 290 117982.040
19.4 562.893 28.25 1154.619 46.0 3003.137 300 126256.520
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e Carga puntual en x=0 (z=0)
Para el caso de una carga puntual aplicado en x=0 (z=0), la funcion «,):
A =1-f=4q (1166)
Reemplazando en la ecuacion diferencial:
uz) + /H = a*)ug = 0 (1167)

La expresion de u,, es posible derivarlo como:

Uz = Cp + C1Cos (mz) + CzSen (mz) (1168)

El sistema algebraico lineal resultante de las condiciones de borde, escrito en forma de matriz, es:

[ ]
iO —sin(\M/H—az) cos (\M/H—az)i g(l)}=0
lO cos (m) 0 J

(1169)

Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular), es decir:

am($ﬁﬁiiz)=0—+$Uﬁt35=(m”‘ﬂg/"‘:Lz3"' (1170)

Resolviendo se encuentra que la carga critica resulta:

T[Z Kb
=K 2n—1)°%2——
qCT S+( n ) 4 HZ (1171)
Para el caso cuando n = 1, se tiene:
T[ZKb
der = Ks + W = {qcr flexion + Gercorte ( 1172 )

Dado que la carca critica resultante es independiente de alguna funcién de aproximacién, puede

considerarse exacta e idéntica a la que se obtendria aplicando el teorema de Foppl.
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4.3.4.2 Caso?2
e Calculo de la matriz de transferencia

Segun las ecuaciones diferenciales de cuarto grado:

nrr

Kyaugyy + (q = Ks)ugyy = 0 (1173)
Utilizando el método de operador diferencial:
D*(D?*+1%) =0 (1174)

La expresion para u,, y u'(, e propone:

Uy =Co+Ciz+C, cos(\/gz) + C3 sin(\/é_’z)}
ul(z) =C — CZ\/E sin(\/gz) + C3\/E cos(\/é_’z)

(1175)

Donde:

(1176)

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante asociados al desplazamiento

lateral resultan:

{M(Z) = szug{) = —[EKbZ cos(\/Ez)]Cz — [EKbZ sin(ﬁz)]@}

Vi = szu&') +(q - Ks1)ufx) = (q — Ks1)C (1177)
Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:
(ui(zi)\ Co
u; (2;) } N N &1
{Mi(zi) = K@) C;
W,z Cs (1178)

Donde:
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[1 z; cos(,/£2) sin(\/€2) ]
K(z;) = IO 1 —/¢ sin(\/Ez) \/Ecos(\/gz) I
[0 0 —&Kpy cos(\[E2) —EK); sin(\/Ez)J|

lo ¢-K,, 0 0 ; (1179)

e Analisis de estabilidad bajo cargas puntuales aplicadas a nivel de piso

Aplicando secuencialmente desde la base hasta la parte superior de la viga y expresando la

ecuacion entre simbolo de producto:

(Un (0) (U1 Uh)\ (u1 (h1)\
uy (0) u; (hy) u; (hy)
{M (0) } HTk(O) { M, (h,) % { M, (hy) }
kV (0) = kV1(h1)) kV1(h1)) (1180)

Donde:

t= lek(O)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior

(1181)

y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafo de la matriz de transferencia

es de 4x4 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

I S N CICOE
4 Uy =0 &_}{ui(hl)—o}
\Kpaugy) + (@ — KsDuggy =0)  \1a(0) =0 (1182)
Reemplazando:
u, (0) t11 ti2 ti13 l14 0
0,0 _ |21 L2z l23 l24 0 . {0} _ [t3,3 t3,4] {M1 (h1)}
0 ts1 tsz t3z tza|)Mi(hy) 0 taz  taal(Vy(hy)
0 ta1 taz taz taal \Vi(hy) (1183)

Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de coeficientes

es singular). Resolviendo las cargas criticas de la viga.
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4.3.5 Acoplamiento en paralelo de viga de flexion y viga de corte de un campo
(CTB) - comportamiento torsional

Al igual que el anéalisis del desplazamiento torsional se puede derivar en base a la analogia que
existe entre los esfuerzos de estructuras de paredes delgadas en flexidn y torsion, el analisis de
estabilidad torsional de un nucleo estructural también puede extenderse utilizando esta analogia.
El modelo a utilizar es un voladizo equivalente de seccidn transversal abierta de paredes delgadas

que tiene una rigidez de Saint Venant efectiva (GJ,) y una rigidez a la deformacién (EI,,).

4351 Casol

Al analizar el equilibrio de una seccion elemental del nicleo estructural, su ecuacion diferencial

resulta;
Ely@"" — GJ"¢" + M0 + M@ @) = 0 (1184)
Donde:
( JF=]+]
m
1 442
] = 52 h;v? (Sec.abierta),] = Oh_ (Sec.cerrada),
{ i=1 ﬁuj_i >
-~ 4A3% A dl _ pd?
/=g +1.215' b= ™ b ™ 12
\ 12ET, " 4, (1185)
Condiciones de borde:
I( ®1 =0 \I
4 Py =0 ¥
| Py =0 |
\(fy = GJ*)@loy + ELvop(iyy = 0) (1186)

La ecuacidn diferencial es idéntica a la ecuacion presentada para el caso del analisis de estabilidad
de una viga CTB, con la diferencia en que solo cambia la nomenclatura de sus rigideces; ademas,
se tienen las mismas condiciones de contorno, por lo que la solucién dada en la seccion anterior
es completamente valida para el analisis torsional puro de un nucleo estructural. Para resolverlo es

necesario utilizar las rigideces equivalentes:
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K, - EI,

pA - pl (1187)
4.35.2 Caso?2
e Calculo de la matriz de transferencia
Segun las ecuaciones diferenciales de cuarto grado:
Elw(p’,” _ G]*(p” + m(x)(pé;) =0 ( 1188 )
Utilizando el método de operador diferencial:
D*(D?*+7r?) =0 (1189)
La expresion para Pp Y @' () Se propone:
Qi) =0 +Cz+ (G cos(\/gz) + (s sin(ﬁz)}
Pz =C1— Cor sin(/€z) + C37 cos({/¢€2) (1190)

Donde:

m—-6/* _ |G
$=—F Y= |m
v v (1191)

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante asociados al desplazamiento

lateral resultan:

e = oty =I5 cos(y/E2)]C, — [¢E 1, sin(ﬁz)]cs}

Vizy = ELy@(y + (m = G] ),y = (@ — GJ)G (1192)

Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:
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(©i(z0)) Co

@i (z) C
4M (Zl) } Ki(zi) C;
v () (s (1193)

Donde:

[1 z; cos(,/£2) sin(E2) |
N L S A R N
[0 0 —EEI, COS(\/—Z) —¢E1, sm(\/_z)|

lo q-gr 0 ; (1194)

e Analisis de estabilidad bajo cargas puntuales aplicadas a nivel de piso

Aplicando secuencialmente desde la base hasta la parte superior de la viga y expresando la

ecuacion entre simbolo de producto:

(#n (0 (P1(h)Y  (e1(h)
¢n(0) ¢1(h1) ¢1(h1)
4A4n(0)} Ij11k(0){1wi(hi)} {A41(hi)}
Vn(O) e tV1 (hy) Vi (hy) (1195)

Donde:

t= ﬁ T, (0)
k=1

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior

(1196)

y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 4x4 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

( <,051) =0 ] @1(hy) =0
J Py =10 ! L Jeih) = Ol
EIW(pE:)) =0 | Mn(o) =0
LE Lv@(g) + (@ — G/ = 0) Vp(0) =0 (1197)

Reemplazando:
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¢, (0) tin tiz tiz tia 0

o) _|t21 f22 l23 f24 0
0 t31 t3p tzz tza|)My(hy)
0 tsr taz taz  taal \Vi(hy) (1198)

Despejando momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:

b=z )
0 ty3z  taal(Vy(hy) (1199)
Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de coeficientes

es singular). Resolviendo las cargas criticas de la viga.
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4.3.6 Viga sandwich de dos campos (SWB)

43.6.1 Casol

La energia potencial del modelo SWB de dos campos se expresa de la siguiente manera:

1

e Muro de corte acoplado:

w

H H
7 2 ;12 1 n 2
V= Ef {Kble(x) + Ksl[e(x) — u(x)] }dx + Ef szu(x) dx
0 0

Kbl = Z EAW,ECEZ'KIJZ = ZrEIWi'Ksl = (Kb_l + Kl;l)_l

(
I i=1 i=1
{i Zb: 6EI, (l*+51)2+(l*+5)] i

, T =

.3 pEI, )
= h(1+121*2GA
e Portico:
(- [ c
| Ko = EAc,cf,sz=ZrElw Ko = (K + )™
" A
| 12Elb, z Iy K
| b " TK +K,

i=1

El trabajo ejercido por la fuerza externa se expresa como:

1 2
W = —f(x)dl = —Ef f(x)u(x) dx
0

En consecuencia, la energia potencial total del modelo se expresa como:

1" r 2 r12 o2
u = zf {Kble(x) + KSl [e(x) - u(x)] + szu(x) }dx
0

K, +Kb

|
)

1" 2
_E—[o f)u, dx

R —

(1200)

(1201)

(1202)

(1203)

(1204)

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge

de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:
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H
su= f {10080y + K1 [0y — (o) 160y — Ksa [0y — Ul [6uly + Kipp Uiy Uiy
0

1 H
— foo Uiy Ouy dx——f f UG 8fdx
ot B Jx =5 | (8w (1205)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacion, ordenamos los términos comunes:
! H I ! H nr ! ! H
SU = [Kp10() 880 ], + [Kpoulyuin], — {{KDZu(x) + Kot [0 — )| + f(x)u(x)}5u(x)}0
H
+ f {Ksl[Q(X) - uéx)] - Kblg(’;)}(se(x)dx
0
H
+ f {Koous + ooy = KsaJuley + K10 + fieytion Jouee dx
0

1 H
_ Efo f UG 8 fdx

(1206)
Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:
{ Ksl [g(x) - 'U.Ex)] - Kblggc) =0 }
Kpau(sy + [fir) = Ksa[ugey + K16z + flxyU(zy = 0 (1207)
Y condiciones de borde:
9(0) = 0
"o
U.(O) =0
Koz () + Ksa 60y = iy ] + fioroy = 0 (1208)
Integrando una vez la ecuacion y evaluando en x = 0:
szu&')' - Kslugc) + Ksle(,x) + f(x)uéx) =0 (1209)
Se tiene un nuevo sistema de ecuaciones diferenciales acopladas:
{ KSl [H(x) - 'U.Ex)] — Kb19&) =0 }
Kpau(yy — Ksatiyy + Ks10x) + flytiy = 0 (1210)

Utilizando el método de operador diferencial para la solucion del sistema de ecuaciones:
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—Ks1D Ks1 — Kb1D2] {u(x)} _ {0}

Kp2D? = (Ko + feo)D KD [~ Lo (1211)
El determinante es igual a cero (la matriz de coeficientes es singular):
Kb;jbz UGy — (K1 + Ko2)ugy + fix) [K Ulxy — uEx)] =0 (1212)
Reordenando:
o 1 1 . 1 ,, K1,
Uy — Ko <K_bl + X )u(x) + foo [ Y™ Tk Ky, u(x)] =0 (1213)

Se obtiene una ecuacion diferencial de quinto orden, donde la carga critica resulta del valor propio

mas pequefio. Normalizando la ecuacion diferencial por la variable z = x/H:

e K ( 1 1 )H " + f [ 2 " I{Sll—l4 1 ] 0
u - u u —Uu =
& T\ Ky TR O O [, M0 T KKy (1214)
Donde:
fo) = 92 (1215)
Definimos:
K K H3
Kpz Kp1 Kbz
(1216)
Reescribiendo:
u@y' = (@)?ugy + Aag [uiy) — o (® = Dugy| =0 (1217)
Sin embargo, la funcién de rotacion es de un grado menor:
0(y — (@026 + day[0(;) — a* (e = D] = 0 (1218)

Expresando las condiciones de borde en funcién de 6:
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(0 = 0y

O =0
19w =0
6oy = 0J (1219)

Hegediis y Kollar (1984) derivaron una ecuacion diferencial similar con las mismas condiciones
de borde.

e Carga uniformemente distribuida

Para la estabilidad de la viga, la ecuacion diferencial gobernante es de la forma:

2 dZ
—_—— (alc)2 ]9(2) A{—a’(z) [@ —a?(k? — 1)]}9(2) =0

(1220)
Multiplicando la ecuacion por [6(;, — a?(x? — 1)8,] e integrando de 0 a 1:
f [9(2)9(';')' (@K)?0"t,y — a?(k? — DO, 0y + a?(k? — 1)(aK)?6, 0y |dz
L 2
+Afa 0y —a’(k?—-1)0,| dz=0
2|06 @] (1221)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:
1
—f [9”’?2) + a?(2K? — 1)9”?2) + a?(k? — 1)(a}c)29’?z)] dz
0

1
+Afa 0/, —a’(k?-1)6 2dz=0
i @8 @] (1222)

Despejando el parametro y:

1 i rn !
. fo [o ?Z) + a?(2x? —1)6 ?Z) + a?(k? — 1) (ak)?0 ?Z)] dz

1 " 2
fo ag [H(Z) —a2(k? - 18] dz (1223)

Este cociente de Rayleigh representa una aproximacion del limite superior de la carga critica, y es

exacta si y solo si se usa la curva de equilibrio exacta 6, para calcular A.

Para el caso de una carga uniformemente distribuida la funcion a ,, resulta:
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Az) =2 = fz) = qz (1224)

El cociente de Rayleigh resulta:

J Lo + a?@k? = DO + a? (i — D(@)?0'y] dz

1 n 2
Jo 20y — a?(e? = 1) )| dz (1225)

Teniendo en cuenta las condiciones de borde. Consideramos dos polinomios simples de grados

diferentes que satisfagan la condicién de contorno:

6 1 10 1
1 _1_2,2 43,4 31 _ 1 __°_2_,_,5
pi =1 52 +Sz,¢2 1 9Z +9z (1226)

Tomando una combinacion lineal de ambos términos:

6 1 10 1
) = Api + Bo; = A(l — =z +—Z4) +B(1 ——z2 +—25)

52 75 9 9 (1227)

Expandimos las integrales y reemplazando en el cociente de Rayleigh:
1
U= f [6""8, + a?(2k? = 1)0" () + a?(k? — 1) (aK)?8'(,)] dz
0

1
- /1[ z|6,y — a?(k? — 1)6 ?dz
o [ (2) (z)] (1228)

Desarrollando las integrales y uniendo términos comunes:
U = A*(ay — Aay) + B?*(by — Ab;) + AB[(ab); — A(ab),] (1229)
Donde:

( a; = 7.68 +3.072[a(2K2 — 1)] + 1.2434[a2(c? — 1) (ax)?]
ay = 0.96 + 0.1507[a?(k2 — 1)]? — 1.3166[a?(k? — 1)]

b, = 8.8889 + 3.1746[a?(2k% — 1)] + 1.2689[a?(x2 — 1)(aK)?]
b, = 1.1111 + 0.1555[a2 (i — 1)]? — 1.5089[a2 (i — 1)]
(ab); = 16 + 6.2222[a?(2k? — 1)] + 2.5111[a?(k? — 1) (ak)?]
\ (ab), = 2.0571 + 0.3062[a®(x2 — 1)]? — 3.1030[a®(x2 — 1)] (1230)

~~

La condicion para que la carga critica sea la minima se expresa como:
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ou
0A
ou

o5 = 0~ [(ab)1 — 2(ab);]4 + 2(by - Ab,)B (1231)

=0 - 2(a; — Aay,)A + [(ab),; — A(ab),]|B

Expresando en forma matricial:

[[ 2(a; — Aay) [(ab); — A(ab)z]] {g} _ {8}

(ab); — A(ab),] 2(by — Ab3) (1232)

Para una solucidn no trivial (a y b no pueden ser iguales a cero simultdineamente), el determinante

de la matriz de coeficientes para a y b debe ser igual a cero; es decir:

2(a, — Aay) [(ab), — A(ab).]| _ 0

[(ab); — A(ab),] 2(by — Aby) (1233)
Operando la determinante, se tiene:
[4a,b, — (ab)5]4* + [2(ab),(ab), — 4(a b, + a,by)]A + [4a;by — (ab)i] = 0 (1234)

El valor propio minimo se obtiene de la minima raiz de la ecuacion cuadratica.

Ky, H? (1235)

Que es la primera aproximacion al valor de la carga critica de la viga SWB. Para la mayoria de los
casos practicos la carga critica resultante es lo suficientemente exacta; con el objetivo de obtener
una mejor aproximacion a la carga critica exacta es necesario repetir el procedimiento anterior con

dos nuevos polinomios de mayor grado.

El primer polinomio a considerar sera el de mayor grado de la iteracién anterior:

0, 1
2 _4_ Y o2, 1 5
Pr=1-g2z +52 (1236)

Para obtener un nuevo polinomio de mayor grado y que tome en cuenta el valor propio calculado
en la iteracion anterior, integraremos cuatro veces la ecuacion diferencial resultante del modelo de
viga SWB:
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O = (arx)?ff 0(»dz — lffffa(z)ﬁ(’;)dz + Aa?(k? — 1)ffffa(z)9(z)dz + C3z3 + C,z% + C1z + C, (1237)
Para el caso de una carga uniformemente:
O = (@)?[[ 6ydz — A[[[[26(ydz + 2a* (k* — D [[[[26(,ydz + C32° + C,2* + C1z + €, (1238)

Al evaluar las condiciones de borde se determinan las constantes y se determina el nuevo

polinomio a utilizar en la segunda iteracion.
Tomando una combinacién lineal de ambos términos:
0(z) = Ap{ + Bp3 = Agp; + Bd3 (1239)

Se puede lograr un mayor aproximacion al valor exacto repitiendo los dos pasos de la iteracion, lo
que resulta en polinomios de mayor y mayor grado. Numéricamente se observa que con una cuarta

iteracion la aproximacion puede considerarse exacta.
e Carga puntual en x=0 (z=0)

Para el caso de una carga puntual aplicado en x=0 (z=0), la funcién a,:

Az =1 fl) =4 (1240)

Reemplazando en la ecuacion diferencial:

nr 12} A 12
9(2) - (aK)Ze(z) + H [9(2) —a’(k? — 1)0(2)] =0

(1241)
La expresion de 6, es posible derivarlo como:
0 =G cosh(\/gz) + G, sinh(ﬁz) + G5 COS(\/EZ) +C, sin(\/Fz) (1242)
Donde:
A= (ar)?| + A_ (ax)? ’ + 41(12(1{2 -1)
g=_H H H
2
2
. %— (a}c)z] + \/[%— (om)z] + 4%0{2(1{2 -1)
B 2 (1243)
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Tabla.7 Eigenvalor en funcion del pardametro a<300y 1.0000 < k < 1.0010 para el caso de una carga
axial uniformemente distribuida.

a 1.0000 1.0001 1.0002 1.0003 1.0004 1.0005 1.00075 1.001
0.00 7.837 7.837 7.837 7.837 7.837 7.837 7.837 7.837
0.25 8.025 8.025 8.025 8.025 8.025 8.025 8.025 8.025
0.50 8.583 8.583 8.583 8.583 8.583 8.583 8.583 8.583
0.75 9.504 9.504 9.504 9.504 9.504 9.504 9.503 9.503
1.0 10.772 10.772 10.771 10.771 10.771 10.771 10.770 10.770

2.5 24.377 24.370 24.363 24.356 24.349 24.342 24.325 24.308

5.0 60.763 60.706 60.649 60.593 60.536 60.480 60.339 60.199

7.5 110.356 110.184 110.011 109.839 109.667 109.494 109.063 108.633

10 180.103 179.710 179.315 178.918 178.517 178.114 177.096 175.908

15 375.170 372.847 370.536 368.238 365.954 363.682 358.062 352.530

20 645.789 638.861 631.998 625.201 618.474 611.818 595.498 579.650

25 993.453 977.024 960.837 944.903 929.231 913.829 876.547 841.067

30 1418.270 | 1384.802 | 1352.054 | 1320.066 | 1288.872 | 1258.498 | 1186.249 | 1119.331

35 1920.277 | 1859.052 | 1799.654 | 1742.207 | 1686.797 | 1633.482 | 1509.471 | 1398.434
40 2499.489 | 2396.104 | 2296.840 | 2202.001 | 2111.775 | 2026.232 | 1832.554 | 1665.809
45 3155.914 | 2991.815 | 2836.189 | 2689.694 | 2552.612 | 2424.909 | 2144.534 | 1913.202
50 3889.557 | 3641.615 | 3409.868 | 3195.521 | 2998.794 | 2819.166 | 2437.723 | 2136.428
60 5588.502 | 5083.452 | 4628.145 | 4224.991 | 3871.677 | 3563.355 | 2952.339 | 2508.135
70 7596.334 | 6678.947 | 5889.347 | 5226.932 | 4676.364 | 4218.316 | 3367.608 | 2791.331
80 9913.056 | 8382.991 | 7138.713 | 6157.556 | 5385.894 | 4772.494 | 3695.166 | 3005.458
90 12538.671 |10150.636 | 8333.911 | 6993.577 | 5994.334 | 5231.631 | 3952.173 | 3168.370
100 | 15473.180 | 11939.666 | 9446.823 | 7728.042 | 6508.082 | 5608.691 | 4154.620 | 3293.825
110 | 18716.583 | 13712.812 | 10462.460 | 8364.508 | 6938.873 | 5917.955 | 4315.436 | 3391.129
120 | 22268.880 | 15439.279 | 11376.149 | 8911.991 | 7299.585 | 6172.402 | 4444.229 | 3468.208
130 | 26130.072 | 17095.467 | 12190.267 | 9381.527 | 7602.212 | 6382.901 | 4548.098 | 3530.191
140 | 30300.158 | 18664.880 | 12911.369 | 9784.197 | 7857.111 | 6558.206 | 4633.366 | 3580.663
150 | 34779.140 | 20137.434 | 13548.049 | 10130.167 | 8072.896 | 6704.513 | 4704.066 | 3622.238
160 | 39567.016 | 21508.394 | 14109.526 | 10428.331 | 8256.589 | 6827.771 | 4763.239 | 3656.847
170 | 44663.788 | 22777.179 | 14604.806 | 10686.262 | 8412.684 | 6932.745 | 4813.197 | 3685.935
180 | 50069.455 | 23946.227 | 15042.236 | 10910.313 | 8547.089 | 7022.746 | 4855.716 | 3710.600
190 | 55784.017 | 25020.007 | 15429.316 | 11105.138 | 8663.585 | 7100.401 | 4892.174 | 3731.681
200 | 61807.473 |26004.228 | 15772.654 | 11274.990 | 8765.098 | 7167.805 | 4923.651 | 3749.832
220 | 74781.073 | 27729.609 | 16350.315 | 11556.851 | 8932.253 | 7278.266 | 4974.902 | 3779.289
240 | 88990.253 |29174.101 | 16810.104 | 11778.956 | 9062.854 | 7364.123 | 5014.457 | 3801.942
260 |104435.013 | 30385.836 | 17181.134 | 11956.612 | 9166.629 | 7432.069 | 5045.589 | 3819.722
280 |[121115.354 | 31406.366 | 17485.079 | 12100.663 | 9250.332 | 7486.698 | 5070.512 | 3833.924
300 |[139031.276 | 32270.223 | 17736.669 | 12218.916 | 9318.754 | 7531.238 | 5090.761 | 3845.444
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Tabla.8 Eigenvalor en funcion del pardmetro a<300y 1.0020 < k < 1.0090 para el caso de una carga
axial uniformemente distribuida.

K
1.0020 1.0030 1.0040 1.0050 1.0060 1.0070 1.00800 1.009
a
0.00 7.837 7.837 7.837 7.837 7.837 7.837 7.837 7.837
0.25 8.025 8.025 8.025 8.025 8.025 8.025 8.025 8.025
0.50 8.583 8.583 8.583 8.582 8.582 8.582 8.582 8.582
0.75 9.502 9.502 9.501 9.500 9.499 9.499 9.498 9.497

1.0 10.767 10.765 10.763 10.760 10.758 10.756 10.754 10.751

2.5 24.239 24.171 24.104 24.037 23.970 23.904 23.839 23.773

5.0 59.642 59.091 58.547 58.010 57.479 56.956 56.439 55.929

7.5 106.912 105.199 103.498 101.813 100.149 98.507 96.892 95.305

10 170.792 167.394 161.063 156.460 152.035 147.786 143.712 139.808

15 331.323 311.656 293.595 276.961 261.805 247.974 235.353 223.826

20 521.202 470.650 427.370 390.397 358.728 331.463 307.840 287.234

25 717.227 619.617 542.848 481.808 432.524 392.098 358.441 330.039

30 901.314 746.529 634.334 550.391 485.639 434.348 392.799 358.499

35 1063.505 | 849.154 704.230 600.774 523.570 463.886 416.406 377.738

40 1200.903 | 930.252 757.193 637.918 551.001 484.852 432.951 391.162

45 1314.864 | 993.976 797.555 665.649 571.079 500.132 444.966 400.854

50 1408.542 | 1408.542 | 828.665 686.591 586.216 511.576 453.917 408.044

60 1548.741 | 1116.161 | 871.951 715.593 606.981 527.166 466.047 417.747

70 1644.792 | 1163.229 | 899.916 734.088 620.107 536.959 473.629 423.790

80 1711.917 | 1195.568 | 918.873 746.521 628.882 543.479 478.663 427.792

90 1760.522 | 1218.605 | 932.253 755.249 635.018 548.026 482.166 430.572

100 | 1796.693 | 1235.532 | 942.021 761.595 639.468 551.318 484.698 432.580

110 | 1824.243 | 1248.305 | 949.357 766.348 642.794 553.774 486.586 434.076

120 | 1845.659 | 1258.165 | 954.999 769.995 645.343 555.655 488.030 435.219

130 | 1862.610 | 1265.925 | 959.429 772.853 647.339 557.126 489.159 436.113

140 | 1876.240 | 1272.139 | 962.967 775.134 648.929 558.298 490.058 436.824

150 | 1887.353 | 1277.188 | 965.837 776.981 650.217 559.246 490.785 437.399

160 | 1896.528 | 1281.344 | 968.196 778.499 651.274 560.024 491.381 437.870

170 | 1904.186 | 1284.805 | 970.158 779.760 652.152 560.671 491.877 438.262

180 | 1910.643 | 1287.717 | 971.808 780.820 652.890 561.213 492.292 438.590

190 | 1916.134 | 1290.190 | 973.207 781.719 653.515 561.673 492.645 438.869

200 | 1920.843 | 1292.308 | 974.405 782.487 654.049 562.066 492.946 439.107

220 | 1928.446 | 1295.721 | 976.334 783.724 654.910 562.698 493.430 439.489

240 | 1934.261 | 1298.327 | 977.805 784.668 655.565 563.180 493.799 439.781

260 | 1938.807 | 1300.361 | 978.952 785.403 656.076 563.556 494.086 440.008

280 | 1942.425 | 1301.978 | 979.864 785.987 656.482 563.854 494.314 440.188

300 | 1945.352 | 1303.286 | 980.601 786.459 656.810 564.094 494.499 440.333
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Tabla.9 Eigenvalor en funcion del parametro <300y 1.01 < k < 1.25 para el caso de una carga axial
uniformemente distribuida.

1.01 1.02 1.03 1.04 1.05 11 1.15 1.2 1.25

0.00 7.837 7.837 7.837 7.837 7.837 7.837 7.837 7.837 7.837

0.25 8.025 8.024 8.024 8.024 8.024 8.024 8.023 8.023 8.022

0.50 8.582 8.580 8.579 8.577 8.576 8.568 8.560 8.552 8.544

0.75 9.497 9.489 9.482 9.474 9.467 9.429 9.392 9.355 9.318

1.0 10.749 10.726 10.704 10.681 10.659 10.549 10.443 10.341 10.243

2.5 23.709 23.085 22.501 21.954 21.440 19.286 17.652 16.376 15.355

5.0 55.426 50.781 46.791 43.371 40.431 30.522 24.975 21.473 19.074

7.5 93.748 79.980 69.294 61.107 54.687 36.520 28.176 23.426 20.371

10 136.070 | 106.509 | 87.118 73.751 64.051 39.667 29.696 24.303 20.933

15 | 213.283 | 144.020 | 108.748 | 87.647 73.698 42.469 30.974 25.016 21.380

20 269.138 | 164.906 | 119.357 | 94.042 77.952 43.591 31.467 25.286 21.547

25 305.781 | 176.628 | 125.025 | 97.355 80.115 44.139 31.704 25.415 21.627

30 | 329.726 | 183.686 | 128.336 | 99.260 81.347 44.444 31.835 25.486 21.671

35 345.695 | 188.203 | 130.417 | 100.447 | 82.109 44.631 31.916 25.530 21.697

40 | 356.801 | 191.246 | 131.803 | 101.232 | 82.612 44.754 31.968 25.558 21.715

45 364.781 | 193.385 | 132.770 | 101.778 | 82.961 44.838 32.004 25.577 21.726

50 370.682 | 194.942 | 133.471 | 102.173 | 83.213 44.899 32.030 25.591 21.735

60 378.619 | 197.004 | 134.393 | 102.691 | 83.543 44.979 32.064 25.609 21.746

70 383.546 | 198.267 | 134.956 | 103.006 | 83.743 45.027 32.084 25.620 21.753

80 386.803 | 199.095 | 135.323 | 103.212 | 83.874 45.058 32.097 25.628 21.757

90 389.063 | 199.666 | 135.576 | 103.353 | 83.964 45.079 32.107 25.632 21.760

100 | 390.694 | 200.076 | 135.758 | 103.454 | 84.028 45.095 32.113 25.636 21.762

110 | 391.908 | 200.381 | 135.892 | 103.530 | 84.076 45.106 32.118 25.639 21.764

120 | 392.835 | 200.613 | 135.995 | 103.587 | 84.112 45.115 32.122 25.641 21.765

130 | 393.560 | 200.794 | 136.075 | 103.631 | 84.141 45.122 32.124 25.642 21.766

140 | 394.136 | 200.938 | 136.138 | 103.667 | 84.163 45.127 32.127 25.643 21.767

150 | 394.602 | 201.054 | 136.190 | 103.695 | 84.181 45.131 32.129 25.644 21.768

160 | 394.984 | 201.149 | 136.232 | 103.719 | 84.196 45.135 32.130 25.645 21.768

170 | 395.302 | 201.228 | 136.266 | 103.738 | 84.208 45.138 32.131 25.646 21.768

180 | 395.568 | 201.294 | 136.295 | 103.754 | 84.219 45.140 32.132 25.646 21.769

190 | 395.793 | 201.350 | 136.320 | 103.768 | 84.227 45.142 32.133 25.647 21.769

200 | 395.986 | 201.398 | 136.341 | 103.780 | 84.235 45.144 32.134 25.647 21.769

220 | 396.296 | 201.475 | 136.375 | 103.799 | 84.247 45.147 32.135 25.648 21.770

240 | 396.532 | 201.533 | 136.401 | 103.813 | 84.256 45.149 32.136 25.648 21.770

260 | 396.715 | 201.579 | 136.421 | 103.824 | 84.263 45.151 32.137 25.649 21.770

280 | 396.861 | 201.615 | 136.437 | 103.833 | 84.269 45.152 32.137 25.649 21.770

300 | 396.979 | 201.644 | 136.450 | 103.840 | 84.273 45.153 32.138 25.649 21.771
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El sistema algebraico lineal resultante de las condiciones de borde, escrito en forma de matriz, es:

[ cosh/&  sinh,/¢ cos+/B siny/B ] c, 0
I 0 g2 0 gz ), _Jo
|€ cosh\/E &sinh/E —Bcosy/B —Bsin/B||C3 0
L o &2 0 —grrz Ml 0 (1244)

Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular), es decir, para:

cos\/E=O—>\/E=(2n—1)%/n=1,2,3...

(1245)
Es decir:
A 2 2
(aK) [ (arc) + dga (k2 -1) 2
=(2n—-1)*—
4 (1246)
Después de algunas manipulaciones simples:
A w2 1
Z_ —1)2—
7= @n-1D2-+ WD 1
2n—1)?n? " a? (1247)
Reemplazando por sus rigideces caracteristicas:
7T2Kb2 1
_ _1)2
er = (n =D+ 4H? L
(2n —1)?n%Ky, Ko (1248)
Ordenando adecuadamente:
-1 -1
- 2n-1)22 - [(2 — 12l ‘2’1] + Ksl‘l}
e 4H (1249)

Para el caso cuando n = 1, se tiene:
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-1

-1
— -1 -1
- qcr,flexién local + [qcr,flexi()n global + qcr,corte ]

(1250)

Dado que la carca critica resultante es independiente de alguna funcion de aproximacion, puede
considerarse exacta e idéntica a la que se obtendria aplicando el teorema de Foppl.

4.3.6.2 Caso 2
e Calculo de la matriz de transferencia

Segun las ecuaciones diferenciales acopladas:

{ Ksl [g(x) - 'U.Ex)] - Kblggc) =0 }
KquE;c,) + (q - Ksl)uzx) + Ks19(x) =0=0 (1251)

Utilizando el método de operador diferencial:

_Kle _KleZ + KSl] {u(x)} — {0}
Ky2D? — (Ks1 — @)D Ksq 00 0 (1252)
Para evitar soluciones triviales, el determinante debe ser igual a cero, es decir:
D {D4 _ [Ksl(Kbl + Kp2) _ i] D2 _( Ks1q )} ~0
Kp1Kp2 Ky Kp1Kp2 (1253)
Reescribiendo:
D{D* - [(a'K)? — 2]D? — [a**(x? - DA]} = 0 (1254)

Donde:

K. K,
a* — _Sl’K — 1+£'A:i
Kp> Kp1 Kp> (1255)

La expresion para u, Y 6, Se propone:
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Uy =Co+Ciz+C, cosh(\/gz) + C3 sinh(\/gz) + C, cos(\/ﬁz) + Cs sin(\/ﬁz)
0 =Ce + (72 + (g cosh(\/gz) + (o sinh(\/gz) + Cyp cos(\/ﬁz) + Cq1 sin(\/ﬁz)

Donde:

} (1256 )

|( [(a*k)? — 2] + \/[(a*x)z — 22 + 4a*? (12 — DA \l
£=
2
4| —[(a*K)? — 2] + \/[(a*rc)z — A2 + 4a*? (k2 — 1)A|}
\f = >

(1257)
Expresando los coeficientes de 6, en funcion de los coeficientes de u,):

{ Uy = Co+ 1z + ( cosh(\/Ez) + (5 sinh(\/gz) +C, cos(\/ﬁz) + Cs sin(\/ﬁz)
Oz =0 +C [R; sinh(ﬁz)] + C3 [Rg cosh(\/gz)] +C, [—R[; sin(\/ﬁz)] + Cs [Rﬁ cos(\/ﬁz)]

(1258)
Donde:

( K K )

lo = |25 = [14222 3=1|

{ Ky, Kp1 sz¥

o o Ka/$ o KB |

kf Ks1 — &K1’ g Ks1_.3Kb1) (1259)

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante asociados al desplazamiento
lateral resultan:

( {Ml(z) = Kp10() = C2[Kp1Re\[E cosh(Ez)] + C3[Kp1 Re\[E sinh(\/Ez)]}
+C4[—Kb1Rﬁ\/E cos(\/ﬁz)] +Cy [_KmRﬁ\/E sin(\/ﬁz)]
{Mr(z) = Kpou(yy = Co[Kp2 & cosh(y/¢2)] + C5[Kp2¢ sinh(ﬁz)]}
+C4[—Kb2[3 cos(\/fz)] + Cs [—szﬁ sin(\/ﬁz)]
{V(Z) = Ksl[e(x) - uEx)] + szu&’) + quzx) =qC + G, [P; sinh(\/Ez)]}
\ J

+C3 [Pg cosh(\/gz)] + C, [PB sin(ﬁz)] + Cs [_PB cos(\/ﬁz)]

A

(1260)
Donde:
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Kblel
e
_(_ bl s1
\Pﬁ"< Koy — BKpy R%Z)ﬁ‘[iJ (1261)
Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:
(u;(2) ) C
ui(z) |(C(1)\|
0;(z;) C
M,;(z;) (= Kl(zi){ C; }
M, ;(z;) lkC‘lJ
Viz) ) Cs (1262)
Donde
Ki(z)
[1 2 cosh(\/Ez) sinh(\/gz) cos(\/Ez) sin(\/Ez)
0 1 \/E sinh(\/Ez) \/E cosh(\/gz) —\/B sin(\/Ez) \/E cos(\/Ez)
_ 0 1 R sinh(ﬁz) R;: cosh(\/gz) —Rg sin(\/ﬁz) Rg cos(\/Ez)
0 0 KblRf\/E cosh(ﬁz) KblRf\/E sinh(\/Ez) —KblRﬁ\/E cos(\/ﬁz) _KblRﬁ\/E sin(\/Ez)
0 0 Ky,& cosh(ﬁz) Kp,¢ sinh(\/Ez) Ky cos(\/fz) —Kp,B sin(\/ﬁz)
0 q (P +4y8)sinh(\[Ez) (P +qy/§) cosh((fEz)  (Pg—ay/€)sin(\Bz) —(Py— ayf€) cos(B2)],

(1263)

e Analisis de estabilidad bajo cargas puntuales aplicadas a nivel de piso

Aplicando secuencialmente desde la base hasta la parte superior de la viga y expresando la

ecuacion entre simbolo de producto:

Donde:
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(U, (0) ) (u;(hy) (u;(hy)
u', (0) n u'y(hy) u'y(hy)
6,(0) | 6:(hy) | | 61(h)
| My (0) (= HT"(O“ My () (=) My (hy)
M, ,(0) B M, (hy) M, 1(hy)
\ 1,,(0) \ V1 (hy) \ V;(hy) J (1264)



t= ﬁ T, (0)
k=1

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior

(1265 )

y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 6x6 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

U(l) =0 )

, ful (hl) = 0\
u(l) = O ull(hl) = 0
0y =0 [, 0t =0]
/ -
9(0) = 0 Ml,n (0) == 0
UEB) =0 M; o = 0
K..lo ! K "nr =0 Vn(O) =0 )
\Ks1[60) — ()] + Knatu(o) + qufo) = 0 (1266)
Reemplazando:
u, (0)\ [t1,1 tiz ti3 tia Ui t1,6] ( 0 )
[W,0)] [taa taz taz tra tzs Gpe|| O |
0,,(0) } _tsa tz2 taz tza tas tae |{ 0 }
0 Tltay taz taz tas tas tae|) Mia(hy)
I 0 I ts1 tsp ts53 t5a Uss ts,sl | M, (hy) |
\ 0 ) te1 te2 tez tea les leed \ V (h) ) (1267)
Despejando momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:
0 taa tas tae] (Mi(hy)
0¢=|tsa tss tse|qMy(hy)
0 tea los leel \ Vi(hy) (1268)

Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de coeficientes

es singular). Resolviendo las cargas criticas de la viga.
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4.3.7 Viga sandwich generalizada de tres campos (GSB1)

43.7.1 Casol

La energia potencial del modelo GSB1 de tres campos se expresa de la siguiente manera:

1 H
V=EL{&Mﬂ+Kd%@—¢@r+&ﬁ®z+&ﬁ%rﬁmfhu

e Muro de corte acoplado:

( w w c \
_ _ -1
(Kot = ) EAyict Ko = ) rlyi Koy = (K5 +K31) ™ Koo = ) GAi |
4 i=1 i=1 i=1 }
b
Efmmwwgy w+gq i: K
l*3h<1+12 kEIb.l ) 'T_KC+Kb |
i=1 l*ZGAb_i i= )
e Portico
( . ) )
| Ky = E%@,mZ_EPEM,H_(@ + K7 ) |
{ =1 i=1 }
c b c
|K _ CA. K _leElb _ZTEZEIC K |
U @t =L T T LT T TR Ky
i=1 i=1 =1

e Dual (Pértico + muro de corte):

( 1)
|Kb1=z Clcl,szzerlm+er1W“ Ky = (Kt + K1) |
{ i=1 l= i=1

w
|« _ZGA K _leEIb K_ZHZEIC K
U wi s B =L T e T LT T T TR 4K,

...
Il
[y

i=1 i=1

El trabajo ejercido por la fuerza externa se expresa como:

10" , 2
W = —f(x)dl = —Ef f(x)u(x) dx
0

En consecuencia, la energia potencial total del modelo se expresa como:
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(1269 )

(1270)

(1271)

(1272)

(1273)



1 H
U=3 fo (Kot + Ka [ty — o] + KoaBiay” + Kea[tfy — 0]} dx

1 (H , 2
_Eﬁrﬂxm“)dx (1274)

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge
de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:

H
U = L {Kb1¢éx)5¢éx) + Ksl[uéx) — lll(x)][SuEx) — &p(x)] + szgéx)(ggéx)
+ Koz [ty = 00| [61ay = 800)] = fry iy Suln Y

1 fH
—= | FOW?A\8fdx
2Jo 7 (1275)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:
! H ! H
U= [Kbllp(x)6¢(x)]0 + {[Ksl + K, — f(x)]u(x) - Ksll/)(x) - Kszl/}(x)}au(x)o
H
! H n i
+ [KbZe(x)69(x)]0 - J; {Kp1t(ey + Ksa [ugey — Y0 ]}66 )
H
- J; {[Ksl + Ksp — f(x)]u&) - Ksllpzx) - Ksze(’x) - f(’x)uéx)}é‘u(x)

H n ! 1 " !
_:f{KMQW)+Kth@——&@H5¢@y—§f f UG8 dx
0 0

(1276)
Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:
Kbllp&) + Ks1 [uzx) - l/)(x)] =0
sze(lalc) + Ky [uzx) - e(x)] =0
[Ks1 + Ksz — £ Jugyy) — Ksi¥(xy — Ks20() — fixy i) = 0 (1277)
Y condiciones de borde:
660) =0
P =0
[Ks1 + Ks2 — f(0)]ugoy — Ks1¥(o) — Ks20(0) = 0 (1278)

Integrando una vez la ecuacién y evaluando en x=0:
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[Ksl + KSZ - f(x)]uzx) - Ksllp(x) - Ksze(x) =0 ( 1279 )

Se tiene un nuevo sistema de ecuaciones diferenciales acopladas:

00y =0
Yy =0
[Ks1 + Ksp — f(x)]u{x) — Ka1p ) — Ks20() = 0 (1280)

Utilizando el método de operador diferencial para la solucion del sistema de ecuaciones:

K1 D 0 Kyp1D? — Ko | (40 0
K52 D Ky D? — Ky 0 O ¢ = {0}
[Ks1 + Ksz — f()]D —Ks2 —Ks1 Yoo 0
Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero:
uIIIII _ [KleSZ (Kbl + sz)] u,,,
) Kp1Kpy (Ks1 + Ksp)| &
1 e KblKSZ + K51Kb2 "
+ f(x) {— (—) Uiy + [ u
f Ko + Ko/ @ 7 [Kpy Kpo (Ksy + Kp)] ™™
KleSZ 1 _
- 'U.(x) =0
Kp1 Kpz (Ks1 + Ky2) (1281)

Se obtiene una ecuacion diferencial de cuarto orden, donde la carga critica resulta del valor propio

mas pequefio. Normalizando la ecuacion diferencial por la variable z=x/H:

e KSlKSZ (Kbl + KDZ) 2 "
Uz — H? fug
Kp1Kp2 (K51 + Ks)

1 Kp1Ksz + K51 Ky 1
e ()t + 2|
4 Kg + K2/ @ 7 Kp1Kpo (K1 + Ks2) @
- Ko1Kz H4] u } =0
Kp1 Kz (Ks1 + Ky2) @ (1282)
Donde:
fioy = qag (1283)

La ecuacion puede reescribirse como:
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mnrrr

u@y' = aoulh + aae|—auly’ + aup — azugy] =0 (1284)

Donde:
|( o = Ks1 Kso (Kp1 + Kp2) 0 = 1 \I
4 O KpiKpo(Ksy + K2) 0 Koy + Ko ¥
Kp1Ks2 + Ks1Kp2 K51 K52
I a, = 2, as = H4' |
k Kp1Kp2 (Ks1 + Ks) Kp1Kp2 (Ks1 + Ki2) ) (1285)
Expresando las condiciones de borde en funcion de u,:
(4w =0
|uE1) =0|
|uc) = 0]
N =0) (1286 )
e Carga uniformemente distribuida
Para la estabilidad de la viga, la ecuacion diferencial gobernante es de la forma:
d> d3 d> d3 d
E—aoﬁ Uz — q |z alﬁ—a2$+a3g u(z)=0 (1287)

d3u

Multiplicando la ecuacion por (alg —a;——+az Z—Z), integrando de 0 a 1 y despejando:

1 2 2 2 2
. fo {alu”"'(z) + (aga, + az)u""(z) + (aga, + a3)u"'(z) + a0a3u"(z)}dz

1 2
Jo @@ larugyy’ — aquiy) + azug,)| dz (1288)

Este cociente de Rayleigh representa una aproximacion del limite superior de la carga critica, y es

exacta si y solo si se usa la curva de equilibrio exactau,, para calcular A.

Para el caso de una carga uniformemente distribuida la funcion a,) resulta:

Az) =2 = fiz) = qz (1289)

El cociente de Rayleigh resulta:
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L fol{alumu?z) + (aoal + az)uuugz) + (a0a2 + a3)u”'?z) + a0a3u’r%z)}dZ

nrr

1 ! nr ! 2
fy 2l — aul) + asui, | dz (1290)
e Carga puntual en x=0 (z=0)
Para el caso de una carga puntual aplicado en x=0 (z=0), la funcion a,):
Az =1 fl) =4 (1291)

Reemplazando en la ecuacion diferencial:

mnrrr

ui' — ao(y +al-aiui) + auly — azuiy] =0 (1292)

La expresion de u, es posible derivarlo como:

Uy = Cp +C; cosh(ﬁz) + G, sinh(\/gz) + (3 cos(\/ﬁz) +Cy sin(\/ﬁz) (1293)
Donde:
I{ £= (ap —qay) + \/(ao —qay)? + 4qaz(1 — qa,) \I
! 2(1 -qay) ¥
Iﬁ _ —(ap —qay) + \/(ao —qayz)? +4qaz;(1 —qa,) |
\ 2(1—-qay) (1294)

El sistema algebraico lineal resultante de las condiciones de borde, escrito en forma de matriz, es:

1 cosh({/¢) sinh(,/¢) cos(y/B) sin(/8) (Coy (0
0 &Y2sinh(\€) &Y%cosh(\/§) —B2sin({B) BY2cos(yB) {1Ci] 0]
0 E 0 —ﬁ 0 4C2$:40$
0 Eram(fE) P/ (R —reosB||S) |
, 2 0 p? 0 I (1295)

Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular), es decir, para:

005\/E=0—>\/E=(2n—1)g/n=1'2'3--- (1296)
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Es decir:

—(ayp — qay) + \/(ao —qaz)* +4qas(1 —qay) = (2n —1)2 T[_Z
2(1—qa) 4 (1297)
Resolviendo:
—1)4,4
Cn— )T 4 ag(2n— 1920

er = (2n — 1)*m*
a, ——————

4ay + a,(2n — 1)%?n? + ) (1298)

Reemplazando los coeficientes y después de algunas manipulaciones simples:
1 1

=@ 1 _awe 1
(2n—-1)?n%K,; Ka (2n—1)?n%Ky, Ks (1299)

Ordenando adecuadamente:

-1 -1
2K, 1" 2K, 1"
Qer = {[(Zn - 1)2 _bl] + Ksl_l} + {[(Zn - 1)2 _bz] + Ksz_1

2 2
4H 4H (1300)
Para el caso cuando n = 1, se tiene:
-1 -1
m° Ky, - - m°Kpy - -
Qer = <4-H2 ) + K5y ! + < 4H2 > + Ky !
(1301)

Es decir;

-1 -1
— -1 -1 -1 -1
Qer = [QCr,flexi(‘)n global + qcr,corte global ] + [QCr,flexi(‘)n local + cr corte local ] ( 1302 )

Dado que la carca critica resultante es independiente de alguna funcion de aproximacién, puede

considerarse exacta e idéntica a la que se obtendria aplicando el teorema de Foppl.

4.3.7.2 Caso?2
e Calculo de la matriz de transferencia

Segun las ecuaciones diferenciales acopladas:
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( : : _ \
| Koty + Kot [ty =¥ = 0 |
{ K200 + K[y — 0] = 0 }
k[Ksl + Kg — f(x)] Uy — Ksll/],(x) - Kszg(x) = 0)

Utilizando el método de operador diferencial:

Ks1D 0 Ky D? — Ko | (% 0
KD Ky2D? — K, 0 O ¢ = {0}
(Ks1 + Ky, — q)D? —Ks2D —Ks D (469 0

Para evitar soluciones triviales, el determinante debe ser igual a cero, es decir:

D2 {D4 _ [K51K52 (Kp1 + Kp2) — q(Kp1 Ky, + KlebZ)] D2 Ks1Ks2q _ q)]} ~0

Ky1Kpr (K51 + K5z — q) Ky 1 Ky (K1 + Ko
Reescribiendo:
DZ(D4 - T‘lDZ —7‘2) =0

Donde:

(, _ KK (Kyy + Kip) — q(Kpi Ky + Ks1sz)\

{“ KyiKp, (K1 + Ksz — @) }
r = KSlKSZq
k 2T KpKpy (K + Ky — @) )

La expresion para u, ¥ Y 6 Se propone:

(u) =Co+Cy cosh(\/gz) +C, sinh(\/Ez) + Cq cos(\/ﬁz) +C, sin(\/ﬁz)\
1/)(2) = (s cosh(\/gz) + Cq sinh(\/gz) + Cy cos(\/ﬁz) + Cq sin(\/ﬁz)
k 0 = Co cosh(\/gz) + Cqp sinh(\/gz) +Cqy cos(\/ﬁz) +Cqy sin(\/ﬁz) }

Donde:
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(1304)

(1305 )

(1306 )

(1307)

(1308)



{€_r1+‘/r12+4r2 \I
B 2
4| A 4 |¥
\A = 2 ) (1309)

Expresando los coeficientes de ¥, y 6, en funcion de los coeficientes de wu,:

( Uz = Co + C, cosh(y/€z) + C; sinh(y/E2) + C5 cos(\/Bz) + C, sin(\/Bz) \
Do = [Ryr SD(EC + [Ryscosh(VE)ICo — [RyasinyBAIC: + [Rys cos(YBR]C
0(x) = [Rex sinh({/€2)]C; + [Rg1 cosh(y/€2)]C, — [Re, sin(y/B2)]Cs + [Roz cos(y/B2)]Cy ) (1310)

Donde:

{R __Kad§ o Kay§
V1T Ky — &Ky P Ky — BKpy

_ KSZ\/E R _ Ksz \/E }

Roq = ,Rgy =
T Ky —BKy, 7 Ky — BKyy (1311)

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante asociados al desplazamiento

lateral resultan:

{Ml(z) = Kyythizy = [Ry1v/EKp1 cosh(/E2)| €, + [Rys/EKy sinh(/Ez )| Cz} )
- [sz\/ﬁl(bl cos (\/EZ)] C; — [sz\/ﬁl{bl sin (\/Ez)] C,
{MZ(Z) = Ky2Olx) = [Ro1v/EKyy cosh(y/E2)| €, + [Ro1y/EK,y sinh(yEz )| cz}
- [Rgz\/ﬁl{bl cos (\/ﬁz)] C; — [Rgz\/ﬁKbl sin (\/FZ)] (A

{V(Z) = (KSI + KSZ - q)u&x) - KS].l/)(x) - Ksze(x) = Rl Sinh(\/?Z) Cl + Rl COSh(\/EZ) Cz}

A
~~

—R, sin(\/ﬁz) C3 + R, cos(\/ﬁz) Cy (1312)
Donde:
{R1 = Ky +Ksp — Q)\/E — K1 Ryy — Kssz}
R, = (Ks1 + Ky — D)\/B — Ks1Ry2 — K2Ry (1313)

Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:
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(ui(z;) \ Co
e | A
i\Z _
| M3,z l} - fa) {l c, |}
M,;(z;) Ca
L72) \cs) (1314)
Donde
Ki(z)
(1 z cosh(y/¢2) sinh(y/¢2) cos(y/B2) sin(y/B2)
0 1 Ry1 sinh(\/gz) Ry1 cosh(\/gz) —Ry> sin(\/ﬁz) Ry, cos(\/Ez)
_ 0 1 Rg1 sinh(\/?z) Rg1 cosh(\/gz) —Ry, sin(\/ﬁz) Rg» cos(\/Ez)
0 0 Rwl\/EKbl cosh(\/?z) Rlpn/EKm sinh(\/gz) —szx/EKm cos(\/Ez) —sz\/EKbl sin(\/Ez)
0 0 Rgl\/EKbl cosh(\/gz) Rgl\/?Kbl sinh(\/?z) —RQZ\/EKM cos(\/ﬁz) —Rgz\/EKbl sin(\/ﬁz)
[0 —q R; sinh(\/gz) R; cosh(\/?z) —-R, sin(\/ﬁz) R, cos (\/EZ)
(1315)

e Anadlisis de estabilidad bajo cargas puntuales aplicadas a nivel de piso

Aplicando secuencialmente desde la base hasta la parte superior de la viga y expresando la

ecuacion entre simbolo de producto:

.(u”(o) \ (ul(hl) ) (ul(hl) )
| llin((o)) n | lpl((hl)) | | wl((hl)) [
0,0 0, (h, 0, (h,
) - HT"“’){Mucha} {Mu(ha}
My (0) | IMp ()| | Mpr (R0
U100 AP CAHY, (1316)
Donde:
t= T, (0)
B ) (1317)

Esta ecuacidn expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior
y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 6x6 y se mantiene constante en todos los pisos.
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Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

( U =0 wy (hy) = 0
Yay =0 P1(hy) =0
9a) =0 6,(hy) = 0
< r_ i _ >
Yy =0 Min 0y =0
(o) = 0 Mzp (o) =0
(Ks1 + K5 — CI)qu) — Ks1¥(0) — Ks26(0) = 0 V=0 (1318)
Reemplazando:
(un(O)\ 11 ti2 tiz tia b5 4 6] 0 \
| 1, (0) | | t21 laz 23 loa 25 log| 0 |
{ 0,,(0) } [t31 tz2 t33 t34 t35 U3 6| }
t4 1 lap taz Taa lis lape | M11 (h1)
| 0 | ts 1 ls2 ts3 t5g4 tss Us 6 M21(h1)
\ 0 ) lt61 te2 le3z lea les Ug, 6J \ Vi (hy) ) (1319)
Despejando momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:
0 taa tas tae] (Mi(hy)
0t =|tsa tss tsel My(hy)
0 tea tos leel |\ Vi(hy) (1320)

Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de coeficientes

es singular). Resolviendo las cargas criticas de la viga.
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4.3.8 Viga sandwich generalizada de tres campos (GSB2)

43.8.1 Casol

La energia potencial del modelo GSB2 de tres campos se expresa de la siguiente manera:

1 f r 2 2 r 2 1 " 1 2
e Muro de corte acoplado:
( N , N )
| Kbl ZZEAWiCi ,sz :T'ZEIWi |
i=
Lo o
=Yl )| = Delr )]
s1 — " I 1 2 7
\ £ |L\12E1, "Ga El, ' GA J (1322)

e Portico:

rEICL

|( Kyy = ZEA it Ky, = \|
she B
\ )

b 1
1
Ksr = ;[ <1251b G_Ab>] K [ < 2El G_Ac>] (1323)

e Dual (Pértico + muro de corte):

Ky, = ZC:EA”Q,Kb2=ZrEICL+ZrEIWL, Kg = Z[ <12E1b GA’)] 1\|}
Z[ < 2E1, GA'>] Z[ < 2EI, Gi@)] J

El trabajo ejercido por la fuerza externa se expresa como:

|
\

(1324)

1 H )
W = —f dl————f fooUey dx
@ 2), 107 (1325)

En consecuencia, la energia potencial total del modelo se expresa como:
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17 ;2 2 .2 .92
U = EJ(; {Kblg(x) + Ksl [g(x) - ll)(x)] + szl‘b(x) + KSZ I:ll}(x) - U,(x)] }dx

1 H , 2
- E.];) f)ug) dx (1326)

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge
de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:

U= foH {Ko160800) + Ko [80) = W0 | [880) = 09| + Koath g 30
+ K, [ll)(x) - u'(x)] [61/)(x) — 8u'(x)] — f(x)uzx)Suzx)}dx

1fH
—= | fOOU?E \Sfndx
2), T (1327)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacion, ordenamos los términos comunes:

! H ! H li H
8U = {[Ks, — fO)Juy — Ksz¢(x)}5u(x)0 + [Kb19(x)59(x)]0 + [szll}(x)&/)(x)]o

H
- f {[KSZ - f(x)]u&) - Kszlpzx) - f(’x)uéx)} Su(x)
0
H
—f{&ﬂ&—Kan—¢mbm
0
H
- f [szl/)é;c) - (Ksl + Ksz)w(x) + Ksle(x) + Kszuzx)]alp(x)
0

1 H
_ EJ;, f(x)ugc) S flxydx

(1328)
Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:
[Ks2 — f(x)]u&) - Kszlpéx) - f(,x)uéx) =0
Kp16(xy = Ks1[0(x) = Y] = 0
szlp&) - (Ksl + Ksz)lp(x) + Ksle(x) + Kszuzx) =0 ( 1329 )

Y condiciones de borde:
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[Ks2 — f(o)]uéo) — Ko2¥(0) = 0
9{0) = 0
Y =0 (1330)
Integrando una vez la ecuacion y evaluando en x=0:
[Ksz = fOO Iy — Ks2) = 0 (1331)

Se tiene un nuevo sistema de ecuaciones diferenciales acopladas:

[Ks2 — f(x)]uéx) —Koop) =0
Kp16(xy = Ks1 [0 ) = Y] = 0
szlp&) — (K51 + Ksz)lp(x) + K160 + Kszuzx) =0 (1332)

Utilizando el método de operador diferencial para la solucion del sistema de ecuaciones:

[KSZ - f(x)]D 0 —hs2 u(x) 0
0 Kle2 - Ksl Ksl 9(36) = {0}
K5, D Ksq Ky, D? — Ky + K52) | W 0 (1333)
Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero:
s [Ksl(Kbl + Kp2) ul + F ) {_iuluu + (KlebZ t Koo Kpy + K51Kb1)u,,, _ Ka ” } ~0
) Kp1Kp2 ¢ K @ Kp1Kp2Ks2 © KyiKpp @

(1334)

O su equivalente:

Kp1Kp, { Kp1Kp, [sz ( 1 1 )] }
rrrr _ K K nr _ rnrrr U4 K _ _ nr _ ! — 0
K, “® (Kp1 + Kp2)ugy) + f(x) KK, + X, + Kp1 K. + K,/ | e ~ e

(1335)

Se obtiene una ecuacion diferencial de cuarto orden, donde la carga critica resulta del valor propio

mas pequefio. Normalizando la ecuacion diferencial por la variable z=x/H:

nere Ksl(Kbl + KbZ) HZ "
YO T KK, | |t@

1 e KSlKDZ + KSZKbl + Klebl " Ksl ,
s Vot~ (o)) =0
Ky @ Kp1Kp2Ks2 @ \Kp1Kpy (@)
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(1336)

Donde:
foy = 92 (1337)
La ecuacion puede reescribirse como:
uly’ — aougy + 4| —augy’ + aeug) - asuy] =0 (1338)
Donde:
K1 (Kp1 + Kp2) 1
ay=——7—7F—H"a, =—
Kp1Kp Ks2
Ks1Kp2 + Ks2Kp1 + Ks1Kp1 Kav 4
a, = ,az = H
Kp1Kp2Ks, Kp1Kp2 (1339)
Expresando las condiciones de borde en funcion de u,):
(4w =0y
|uE1) =0|
|ucy = 0]
\ufg; = 0) (1340)

e Carga uniformemente distribuida

Para la estabilidad de la viga, la ecuacion diferencial gobernante es de la forma:

d® a3 d° d’ + =0
15 Gga|Ue) Td|am |G s T e st A || U = (1341)

Multiplicando la ecuacion por (alj_zss —a, d33 + asz %), integrando de 0 a 1 y despejando:

dz

. fol{alu’””fz) + (aga, + az)u””?z) + (aga, + ag)u”’fz) + a0a3u”fz)}dz

1 rrr i ! 2
Jy @ [auy’ — apul)y + asug, | dz (1342)

Este cociente de Rayleigh representa una aproximacion del limite superior de la carga critica, y es

exacta si y solo si se usa la curva de equilibrio exactau, para calcular 4.
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Para el caso de una carga uniformemente distribuida la funcion «,) resulta:

Ay =2 fo =49z

El cociente de Rayleigh resulta:

_ fol{alu””’fz) + (apa; + ax)u""},y + (aoa, + a)u’"',) + agazu'’t, Jdz

nr

1 n n ! 2
fo VA [alu(z) - azu(z) + a3u(z)] dZ

e Carga puntual en x=0 (z=0)
Para el caso de una carga puntual aplicado en x=0 (z=0), la funcion a,):
a2z =1-f) =4
Reemplazando en la ecuacion diferencial:
uiy' — agulyy + ql—aquly’ + aulyy — azu(,y] =0

La expresion de u,, es posible derivarlo como:

U = Co +C; cosh(\/Ez) + G, sinh(\/gz) + (3 cos(\/ﬁz) + Cy sin(\/ﬁz)

Donde:
I{ £= (ap —qay) + \/(ao —qay)? + 4qaz(1 - qa,) \I
! 2(1 -qay) $
| —(ap —qay) + \/(ao —qay)? +4qas;(1 —qay) |
kﬁ B 2(1—-qay) J

(1343)

(1344)

(1345)

(1346 )

(1347)

(1348)

El sistema algebraico lineal resultante de las condiciones de borde, escrito en forma de matriz, es:

&2 0 B 0 ]
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1 cosh(,/¢) sinh(/¢) cos(,/B) sin(y/B) ] Co\

0 ¢&Y2sinh({/€) &Y% cosh(\/€) —BY%sin(\/B) B2 cos({B) ! G, L

0 £ 0 B 0 C b =0
0 &/2sinh(/€) &/%2cosh({J€) B3/2sin(\/B) —B3/%cos(y/B) lg?’}l

0 2 !

(1349)



Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular), es decir, para:

Cos\/E=0—>\/E=(2n—1)%/n=1,2,3...

(1350)
Es decir:
—(ao — qaz) +/(ag — qa,)* + 4qaz(1 — qa,) ~ (2n- 1)27'[_2
2(1 —qay) 4 (1351)
Resolviendo:
_1\4..4
% + a0(2n _ 1)27-[2
Ger =
2n — 1)4m4
4‘a0 + a2(2n - 1)27-[2 + al % ( 1352)
Reemplazando los coeficientes y despues de algunas manipulaciones simples:
1
er = —1
1 _ 122Kz 1
g +_+(2n 1) g +K52
(2n - 1)?m?Ky; ~ Ko (1353)
Ordenando adecuadamente:
-1 -1 -1 -1
K
bl -1 b2 -1
{[(Zn — 1)2 Ve ] + K5 } + (2n — 1)2 Ve + K
(1354)
Para el caso cuando n = 1, se tiene:
- -1 -
7T2Kb1 - _ 7T2Kb2 _
er = < 4H? > + Ksl1 + 4H? + K2
(1355)

Es decir;
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-1 -1
-1 _ -1 -
Qer = {[(QCr,flexién global + qcrl,corte global) + qcr,flexién local] + qcrl,corte local} ( 1356 )

Dado que la carca critica resultante es independiente de alguna funcién de aproximacion, puede
considerarse exacta e idéntica a la que se obtendria aplicando el teorema de Foppl.

4.3.8.2 Caso?2
e Calculo de la matriz de transferencia

Segun las ecuaciones diferenciales acopladas:

Kougy — Kszll’(x) =0

( )
4' ) Kblgl(,x) —Kg [g(x) - l/J(x)] =0 }
\ )

szll}(x) - (Ksl + Ksz)l/)(x) + Kslg(x) + KsZu(x) =0

(1357)
Utilizando el método de operador diferencial:
KszDZ 0 _KSZD u(x) 0
0 Ky D?—Ky Ky O ¢ = {o}
Ks2D Ks1 Kp;D? = (Ks1 + Kp)] \$0) 10 (1358)
Para evitar soluciones triviales, el determinante debe ser igual a cero, es decir:
D? {D4 _ [Klesz(Kbl + sz) - cI(KlebZ + K2 Kp1 + Klebl)] D2 — Ks1Ks2q }
Kp1Kp2 (K2 — @) Kp1Kpr (K2 — @)
=0 (1359)
Reescribiendo:
DZ(D4_T1D2_T'2) =0 (1360)
Donde:
I K KoKy + Kyp) — q(Ky Ky + KoKy + K1 K1)
! KpiKp, (K2 — @)
KSlKSZq
\ "2 = )
KpiKp, (K, — @) (1361)
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La expresion para u), ¥z Y 0z Se propone:

(ue = Co+Ciz+C,y cosh(\/gz) + Csq sinh(\/gz) +C, cos(\/ﬁz) + Cs sin(\/ﬁz)\
0 = C6 + (5 cosh(\/Ez) + Cg sinh(\/gz) + Cy cos(\/ﬁz) + Cqo sin(\/ﬁz)
k 1,0(2) =C; +Cqp cosh(\/Ez) +Cy3 sinh(\/gz) + Cq4 cos(\/ﬁz) +Cy5 sin(\/ﬁz) J (1362)

Donde:

= 2 (1363)

Expresando los coeficientes de ¥, y 6, en funcion de los coeficientes de u:

J Uz = Co + €1z + C; cosh(,/E2) + Cysinh(,/E2) + C, cos(y/Bz) + Cs sin(\/Bz) l
0 =C + [p1/& sinh({€2)]C, + [p1y/€ cosh({/€2)|Cs — [psy/B sin({/B2)]Cs + [p3y/B cos({B2)]Cs
hp(z) = C; + [poy/E sinh(Y€2)|C, + [p2[E cosh(YE2)|C; — [pay/B sin({B2)]Cs + [pai/B cos(ﬁz)]csj (1364)

Donde:

(. _ Ks1Ks2

LT K Kpa? — KsiKps + KspKpr + K1 KDt + K1 Ko
_ _(Kblf - Ksl)Ksl

P2 ™ Kp1Kpoe? — (Ks1Kpp + Koo K1 + K1 Kp1)e + K1 Ko [

1 KsiKeo
Ps = Kp1Kp2p? — (Ks1Kpp + Ksp K1 + K1 K1) + Ko1K
_ (Kp18 + Ks1)Ksq
P+ = Kp1Kp26? — (K51 Kpp + Kop Kp1 + Ks1 K1) + K1 Koo (1365)

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante asociados al desplazamiento

lateral resultan:
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iMl(Z) = Kble(’x) = [plg‘Kb1 cosh(\/gz)]Cz + [plfkb1 sinh(\/gz)]cg}
—[p3BKb1 cos(\/fz)]C4 — [p3,6’Kb1 sin(ﬁz)]CS

Mz = szll)éx) = [PzS(sz COSh(\/EZ)]Cz + [szsz sinh(ﬁz)]@}
—[p4,81(b2 cos(\/Ez)]Q - [P4.3Kb2 sin(\/Ez)]Cs

{V(Z) = (K, — q)u&x) — KoYy = —qC + Ry fsinh(\/gz) C, + R, {cosh(\/gz) Cg}

—Ry+/B sin(y/B2) Cy + Ry/B cos(\/B2) Cs (1366 )
Donde:
{Ri=Kz(1-p,) —aR, =K(1-p,) —q} (1367)
Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:
(ul(zl) \ C
i) | (c))
0, (z; C,
{Mll(zl } K(Zl){lc3 l}
I MZ](ZL) I Cy
\v,(z) ) \¢,) (1368)
Donde:
K;i(z;)
(1 z Cosh(\/gz) sinh(\/Ez) cos(\/ﬁz) sin(\/ﬁz)
0 1 pEsinh(JF2)  pFeosh(JED)  —pyBsin(fBz)  pBeos(yE)
_ 0 1 pzﬁsinh(\/gz) pz\/E cosh(\/gz) —p4\/ﬁsin(\/ﬁz) pM/Ecos(\/Ez)
100 P1$Kp1 cosh(\/_z) P1$Kp1 sinh(\/?z) —p3BKp1 cos (\/ﬁz) —p3BKp1 sin (\/Fz)
0 0 p,¢Kp cosh(\/_z) P,$Kp2 sinh(\/?z) —p4BKy; cos (\/ﬁz) —p,BKpz sin (\/Fz)
|0 —¢q Rl\/gsinh(\/gz) R4 fcosh(\/gz) —Rzﬁsin(\/ﬁz) Rz\/ﬁ cos(ﬁz) 1

(1369)

e Analisis de estabilidad bajo cargas puntuales aplicadas a nivel de piso

Aplicando secuencialmente desde la base hasta la parte superior de la viga y expresando la

ecuacion entre simbolo de producto:
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(unm)\ ((w (i) ()
| 6n(0) | n | 61(h) | | 61(h1) |
¥ (0) | _ i (hy) | _ ) wa(ho)
| = | [T© i [ =S i
| My, (0) | | My (hy) | | Myy () |
1,00 J AP AHY, (1370)

Donde:

t= lek(O)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior

(1371)

y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 6x6 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

( Uy =0 (uy(hy) =0
01y =0 6,(hy) =0
Y =0 1 (hy) =0
< Vo) =0 [~ Y Min o) =0
9('0) =0 My, o) = 0
\[Ks2> — CI]qu) — K52 (o) = 0) Vn@ =0 (1372)

Reemplazando:

(un(O)\ [t1,1 b1z tiz3 tia U5 t1,6]( 0
[6,(0)| [tz1 tzz toz taa tas tze|| O

1
0 taa las Tys
t t t t t t 0 ’ ’ ’
{%(0) } | 31 U32 133 134 U35 3,6|{ } 5 {0} _ [ts,a, tss tse
I I

My, (hy)
My (hy)
ItS.l tso tss tsa tss tsellMy(hy) Vi(hy)

lte,1 te2 te3 tes tes les le(hl)) (1373)

Tt taz tas taa tas tae|)Mi(Ry) 0 tea tes Lo

(=R}

Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de coeficientes

es singular). Resolviendo las cargas criticas de la viga.
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4.3.9 Viga sandwich Generalizada Modificada de dos campos (MGSB1)

439.1 Casol

La energia potencial del modelo MGSBL1 de dos campos se expresa de la siguiente manera:

1 H
szf (K300 + K [ugy — 6]} dx
0

Donde:

c c Cc
\
* * _ _ -1
K, = anEIC,i +(1-n) Z EAC,ici2 Ky = Z GA.; + (Kb L+ K; 1)
i=1 i=1 i=1
] b c {

p 286E@ﬂa*+5ﬂ2+(ﬁ+5ﬂq Eznﬂﬁw
b = =

KET,, He = h2
— *3 )L
i=1 l h(l +12 l*ZGAb,i)

i=1
La ecuacion puede que permite determinar la carga critica, segun la viga TB resulta:

14 1 n
@@—AW@kﬁﬂn—9@]=0

K qH?3
=H ’A:
* /k; K;

Donde:

Sujeto a las condiciones de borde:

0(1) = 0
9(0) = 0
(0 =

e Carga uniformemente distribuida

El cociente de Rayleigh, segun la viga TB resulta:
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(1375)

(1376)

(1377)
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1 1 n !
PRe ot

p
1 11 ., 2
Jo 2|z — 0| a2 (1379)

e Carga puntual en x=0 (z=0)

La carga critica, segun la viga TB resulta:

-1
ZK* -1
Qor = {[(Zn - 1)? n—b] + Ké’_l}

2
4H (1380)
Para el caso cuando n = 1, se tiene:
-1
2K}, - _ -1
Qer = <4-H2 > + K; ! = (QCr,flexi(‘m global_1 + QCr,corte_l)
(1381)

Dado que la carca critica resultante es independiente de alguna funcion de aproximacion, puede

considerarse exacta e idéntica a la que se obtendria aplicando el teorema de Foppl.

4.3.9.2 Caso?2
e Calculo de la matriz de transferencia

La matriz de transferencia, segun la viga TB resulta:

[1 z cos(,/€2) sin(,/€2)
0 1 _Lﬂ(\/—fz) __K Sin(\/EZ)
af*z +1 (XE*Z +1
Ki(z) =10 o _ K¢ cos(\/EZ) _ K sin(\/Ez)
~5+1 41
K K
0 ¢q z bé q \/Esm(\/EZ) ~|F ] —q \/Ecos(\/gz)
azt1 azt1 L (1382)

Donde:
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qKs

oo [

= a =

(Ks — K’ Ky

s T @Iy b (1383)

e Analisis de estabilidad bajo cargas puntuales aplicadas a nivel de piso

La carga critica se obtiene igualando a cero la determinante (la matriz de coeficientes es singular):

t33 l34 ~0
ty3 tas (1384)
Donde:
n
t= 1—[ T, (0)
k=1 (1385)
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4.3.10 Acoplamiento en paralelo de viga de corte y viga Timoshenko de dos
campos (MCTB)

4.3.10.1 Caso 1

La energia potencial del modelo MCTB de dos campos se expresa de la siguiente manera:

1 " 1 2 112 1 " 2
V= E-];) {sze(x) + K, [G(X) — u(x)] }dx + Efo Kslu(x) dx (1386)
Donde:
( B . 1 c Cc \
| K1 = (Kt + K1) Ky = ZrElm- Ky = ) GAqi |
4 = i= }
| S 12E1,; S n2El,; |
k Ko=) St Ke=) J
£ o (1387)
El trabajo ejercido por la fuerza externa se expresa como:
W = —fpdl 1 fo ' 2 d
= - =—-= u x
WT T 2, T (1388)
En consecuencia, la energia potencial total del modelo se expresa como:
1 H 1 2 112 2 1 " 1 2
U= E.’; {sze(x) + Ky, [B(x) — u(x)] + Kslu(x)} dx — Efo f(x)u(x) dx (1389)

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge

de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:

H
6U = f {Kb26(2)80(x) + Ks2[0(x) — (1) |60 ) — Ks2[0) — (i) [61(ey + Ksata(y Sttty
0
1 H
_ f(x)uzx)éuzx)}dx - EJ; f(x)ugc) 8 fxydx

(1390)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:
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sU = [KbZB(,x)69(x)]gI +{[Ks1 + Kz = fooluta) — Ksze(x)}6u(x):
H
= fo {Kp26() — Ks2[0x) — () |}60 ) dx
H
- fo {[Ks1 + Kz = fiay [utsy = Ks20(xy = fy Uiy Oy dx

1 H
-3 ), Feout ofinax

(1391)
Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:
{ szel(’x) —Koo|0co - u,(x)] =0 }
[Ksl + Koz — f,(x):l ”’(’x) B Kszgl(x) _f(x)u’(,x) =0 (1392)
Y condiciones de borde:
5o el 5200
[Ksl + K — f(())] ugy — K200y = 0 (1393)
Integrando una vez la ecuacion y evaluando en x = 0:
[Ks1 + Ks2 = foo|u(xy = K526 = 0 (1394)
Se tiene un nuevo sistema de ecuaciones diferenciales acopladas:
{ szel(lx) — Ky [0 — ul(x)] =0 }
[Ksl + Ky — f(x)] Uy — Ks2b) = 0 (1395 )
Utilizando el método de operador diferencial para la solucion del sistema de ecuaciones:
Ks2D —Kgp + Kpp D?] (U 0
[Ko1 + Ksz — fe) D —Ks ]{9@)} - {0} (1396)
El determinante es igual a cero (la matriz de coeficientes es singular):
K2 (Ks1 + Ksa)ugyy — K KsaUgey = fio [szu&') - Kszubo] =0 (1397)
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Reordenando:

u”/ KSlKSZ f 1 u”[ KSZ 0
@ Ky (Ks1 + Ks2) RO Ko + Kz @ Kpy(Kox + Ksz) o (1398)

Se obtiene una ecuacion diferencial de tercer orden, donde la carga critica resulta del valor propio

mas pequefio. Normalizando la ecuacidn diferencial por la variable z = x/H:

uIII _ K51K52 qul _f 1 uIII KSZ u/ =0
@ Kyo (K1 + Kz) @O IKG + K @ Kpp Ky + Ksz) @ (1399)
Donde:
fo) = aa¢) (1400)
Definimos:
«=H g (KK522+K) = " Ko + Koy +K
b2\ 51 s2 52 s1 s2 ( 1401)
Reescribiendo:
u) — (@?ufy) — dag [ug) — a?k? + Dug,| =0 (1402)
Sin embargo, la funcion de rotacion es de un grado menor:

Expresando las condiciones de borde en funcién de 6:

{9(1) = 0}
O =0 (1404)

e Carga uniformemente distribuida

Para la estabilidad de la viga, la ecuacion diferencial gobernante es de la forma:
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d? d?
[@ - (mc)z] O(z) — 1{%) [@ —a?(ic + 1)]} 0z =0

(1405 )
Multiplicando la ecuacion por [6(;, — a?(k? + 1)6 ;)] e integrando de 0 a 1:
1
fo [67%,) — a®(2K? + 1005y + a® (i + 1)(aK)?6f,|dz
1 2
—)lfa 0/ —a?(k?*+1)8,| dz=0
. @00 @] ( 1406)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacion, ordenamos los términos comunes:
1
f [9"?2) + a?(2k? + 1)9’(22) + a?(k? + 1)(0!K)29(2x)] dz
0
1 2
—Afa' 0,y —a*(xK?>+1)6 dz=0
. @0 @] (1407)

Despejando el parametro y:

1r Arr ’
. Jo (o ?Z) + a?(2k? +1)6 (22) +a?(k? + 1)((ZK)29(2x)] dz

1 " 2
fO OI(Z) [9(2) - OIZ(KZ + 1)9(2)] dz ( 1408)

Este cociente de Rayleigh representa una aproximacion del limite superior de la carga critica, y es

exacta si y solo si se usa la curva de equilibrio exacta 6, para calcular A.
Para el caso de una carga uniformemente distribuida la funcion a/, resulta:
Az) =2 = fiz) = qz (1409)

El cociente de Rayleigh resulta:

1 n !
_ Jo (o %Z) + a?(2k? +1)6 ?Z) +a?(k? + 1)((ZK)29(2x)] dz

T 1 2
Jo 26y — a?(e? + D, | dz (1410)

Teniendo en cuenta las condiciones de borde. Consideramos dos polinomios simples de grados

diferentes que satisfagan la condicién de contorno:
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p1=1-2°¢;=1-2* (1411)
Tomando una combinacién lineal de ambos términos:
0 = Api + Bps = A(1 —z3) + B(1 - z*) (1412)

Expandimos las integrales y reemplazando en el cociente de Rayleigh:

1 1
U= f [67¢,) + a?(2K? + 1O'E,) + a?(k? + 1) (aK)?08,] dz — Af 2[00, — a(c? + )6, " dz
0 0 (1413)

Desarrollando las integrales y uniendo términos comunes:
U = A*(a; — Aay) + B*(by — Aby) + AB[(ab); — A(ab),] (1414)
Donde:

( a; =12+ 1.8[a®(2k? + 1)] + 0.6428[a?(i® + 1) (ax)?]
a, =9+ 0.225[a?(i® + 1)]% + 2[a?(x® + 1)]
b, = 28.8 +2.2857[a®(2k? + 1)] + 0.7111[a?(x?* + 1) (ax)?]
b, = 28.8 + 0.7111[a?(x* + 1)]? + 3[a®(x* + 1)]
(ab); = 36 + 4[a?(2x* + 1)] + 1.35[a?(x? + 1) (ak)?]
\ (ab), = 28.8 + 0.4889[a®(x? + 1)]? + 4.8571[a?(x* + 1)] (1415)

A
-~

La condicion para que la carga critica sea la minima se expresa como:

ou
0A
ou

5 = 0~ [(ab)y — 2(ab);)4 + 2(by - Ab,)B (1416)

=0 - 2(a; — Aay)A + [(ab); — A(ab),|B

Expresando en forma matricial:

[[ 2(ay —az)  [(ab); — /'l(ab)z]] {;1} _ {8}

(ab); — Alab)z]  2(by — Aby) (1417)

Para una solucién no trivial (a y b no pueden ser iguales a cero simultaneamente), el determinante

de la matriz de coeficientes para a y b debe ser igual a cero; es decir:
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2(a; — Aay) [(ab); — A(ab),]

=0
[(ab); — A(ab),] 2(by — Aby) (1418)
Operando la determinante, se tiene:
[4a,b, — (ab)3]2% + [2(ab),(ab), — 4(a,b, + a;b,)]A + [4a,by — (ab)?] =0 (1419)

El valor propio minimo se obtiene de la minima raiz de la ecuacion cuadratica.

qH
A=— 5 g H = MKy + Ks3)
Ko + Ky 07 st (1420)

Que es la primera aproximacion al valor de la carga critica de la viga MCTB de dos campos. Con
el objetivo de obtener una mejor aproximacion a la carga critica exacta es necesario repetir el

procedimiento anterior con dos nuevos polinomios de mayor grado.

El primer polinomio a considerar sera el de mayor grado de la iteracion anterior:

¢7 =1-2z* (1421)

Para obtener un nuevo polinomio de mayor grado y que tome en cuenta el valor propio calculado
en la iteracion anterior, integraremos dos veces la ecuacion diferencial resultante del modelo de

viga MCTB de dos campos:
0 = (ax)?[f 0ndz + A[f a(z)0(pdz — Aa® (k* + DJf a)»dz+ Ciz + Cy (1422)
Para el caso de una carga uniformemente:
0z = (@)?[[ 6ydz + Af[ 26(ydz — 2a*(k? + D [[ 20(,ydz + C1z + Cy (1423)

Al evaluar las condiciones de borde se determinan las constantes y se determina el nuevo

polinomio a utilizar en la segunda iteracion.

Tomando una combinacion lineal de ambos términos:

0z) = ApT + Bp; = Ap; + B3 (1424)
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Se puede lograr un mayor aproximacion al valor exacto repitiendo los dos pasos de la iteracién, lo
que resulta en polinomios de mayor y mayor grado. Numéricamente se observa que con una cuarta

iteracion la aproximacion puede considerarse exacta.
e Carga puntual en x=0 (z=0)

Para el caso de una carga puntual aplicado en x=0 (z=0), la funcion a,):

Az =1-f) =4 (1425)

Reemplazando en la ecuacion diferencial:

n A n
00 — (@0 — 7[00 — a*(k® + D] = 0

(1426)
La expresion de 6, es posible derivarlo como:
6z = Cy cos(y/§z) + C; sin({/¢z) (1427)
Donde:
2a?(k? + 1) — (an)?
H™ (1428)

El sistema algebraico lineal resultante de las condiciones de borde, escrito en forma de matriz, es:

[cosh\/g sinh f{

C
0 51/2

C2 (1429)

Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular), es decir, para:

COS\/€=0—>\/E=(Zn_l)g/n=1'2'3'" (1430)

Es decir:
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A 2012 2
Fa*(k?+1) — (ax) 2
H - =(2n~—1)2%r

-7 (1431)

Después de algunas manipulaciones simples:

2
y) (2n -1)? ET + (ax)?

- 2
(2n — 1)2¥i-+-a2(K2 +1) (1432)

H

Reemplazando por sus rigideces caracteristicas:

1
a1
(27’1. — 1)27T2Kb2 Ksz ( 1433 )

Qer = Ks1 +

Ordenando adecuadamente:
-1

TL'ZKbZ - _
Ger = Ks1 + {[(Zn - 1)2W + K, !

(1434)

Para el caso cuando n = 1, se tiene:

2Ky, \ " .
( 4H2 +KSZ

Dado que la carca critica resultante es independiente de alguna funcion de aproximacién, puede

-1

-1
— — -1 -1
Qer = Ksl + - qcr,corte global + [qcr,flexién global + qcr,corte local ]

(1435)

considerarse exacta e idéntica a la que se obtendria aplicando el teorema de Foppl.

4.3.10.2 Caso 2
e Calculo de la matriz de transferencia
Segun las ecuaciones diferenciales acopladas:

{ Kp20() — Ks2 [g(x) - u(x)] =0
[

Ko + K = qlugy — Kb = 0 (1436)
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Utilizando el método de operador diferencial:

[ Ks,D —K,, + szDz] {um} _ {0}
[Ks1 + K2 — q1D —Ks2 00l 0 (1437)
Para evitar soluciones triviales, el determinante debe ser igual a cero, es decir:
K1 (Kp1 + K
D{Dz_[sl( b1 bZ)_i]}:()
Kp1Kp, K (1438)
Reescribiendo:
%2 *
D{D2+Aa *k?*+1) - (a K)Z}zo
1-21 (1439)
Donde:
Kszz K = ﬁ 1= q
Kpy (Ks1 + Kgp)' _’K'_K +K
bZ( s1 52 s2 s1 S2 ( 1440 )
La expresion para u, Y 6, Se propone:
{u(z) =Cy+ (4 cos(\/gz) +C, sin(ﬁz)}
9(2) = C3 + C4 COS(\/EZ) + CS Sin(\/EZ) ( 1441)
Donde:
{ 3 Aa?(k? +1) — (a*;c)z}
§= 1-2 (1442)
Expresando los coeficientes de 6, en funcion de los coeficientes de u,:
U =Co + cos(\/gz) Ci+ sin(\/_z) C,
K E Ks, f
0., = sm(\/_ C cos(\/gz)l C
(2) 1 2
7 K + 8K (1443)

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante asociados al desplazamiento

lateral resultan:
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, § §
My = Kp20(y) = [Ksz _ingbz cos(\/_z)] C — K, ‘iszbz sm(\/_z)] C,

I/(z) = (Ksl + KSZ - Q)UEX) - Ksze(x) = [_(Ksl + KSZ - q) + K S_i fK sm(\/—z) Cl

- [—(KS1 +Ko—qQ)+—— K¢ cos(/£2) C;

K, + EKp, 7 (1444)
Donde:
{R1 =Ky +Kg — CI)\/E — K1 Ryq — KSZRGI}
R, = (K1 + Ky — CI)\/E — KRy, — KoRgy (1445)
Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:
u;(z;) Co
Mi(z;) ¢ = Ki(z;) {Q}
Vi(z) C2 (1446)
Donde:
[1 cos(,/€2) sin(,/£2) 1
| 525 SzéT |
Ki(z) = IO Ksz + bez COS(\/_Z) Ksz + &K, sm(\/_z) I
|[0 —(Kyy + Kz —q) + KSZS‘}'Z—\é;f{bZ sin(\/gz) [(Ksl + Ko, —q)— ng‘:_z—\éi,m cos(\/Ez)Jl.
(1447)

e Analisis de estabilidad bajo cargas puntuales aplicadas a nivel de piso

Aplicando secuencialmente desde la base hasta la parte superior de la viga y expresando la

ecuacion entre simbolo de producto:

u, (0) n uy (hy) uy (hy)
M,(0); = l_ITk(O) M, (hy) ¢ = tyM;(hy)
1,(0) k=1 Vy(hy) Vy(hy) (1448)

Donde:
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t= ﬁ T, (0)
k=1

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior

(1449)

y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 4x4 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

Uy =0 uy(hy) =0
00y = 0 ~ 4 M) =0
[Ks1 + Ks2 — qluggy — Ks20(0) = 0 Vagoy =0 (1450)

Reemplazando:

u, (0) t11 ti2 ty3 0
{ 0 } = [t2,1 22 t2,3] {M1 Uh)}
0 t31 tzz t33l\Vi(hy) (1451)

Despejando momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:

{0} _ [t4,4 t4,5] {M1 Uh)}
0 t5,4 t5,5 Vl (hl) ( 1452 )
Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de coeficientes

es singular). Resolviendo las cargas criticas de la viga.
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4.3.11 Acoplamiento en paralelo de dos vigas generalizado de tres campos
(GCTB)

43.11.1Caso 1

La energia potencial del modelo GCTB de tres campos se expresa de la siguiente manera:

V—lfH{K P KB + Kool — ]2}d +1fHK[' +mo I a
=5 . b1W(x) p29 (x) s2|Ux) €)) X 2, s1|Ur) T MU () —NMW(y| aX (1453)
Donde:
A3
{Kln = E<A2 + A—>,Kb2 = E(I; +15),Kg = Gegtyly, Ksp = Gie(Aq + Az)}
1 (1454)
El trabajo ejercido por la fuerza externa se expresa como:
1 (H )
W=—f)dl=——ff)u' dx
« 2), 107 (1455)
En consecuencia, la energia potencial total del modelo se expresa como:
1 (H ;2 ;o2 , 2 ' 2
U= E {Kblw(x) + sze(x) + KSZ [u(x) - B(X)] + KSl [u(x) + me(x) - TlW(x)] }dx
0
[ reoug?a
- = X)u X
2 Jo @) (1456 )

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge

de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:

H
SU = f (Ko Wiy Wl + KiaBlay 880, + Ky [ttlyy — 6| [8tly, — 560s)]
0

+ Ksl ['U.Ex) + mH(x) - TlW(x)][(S'U.Ex) + mSQ(x) - Tl(SW(x)]

1 H
— foo Ui Ol fdx — —f FOOUZS frrydx
Y% (x)} 2J, )9/ (x) (1457)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:
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SU = Ky [WieySWeso |, + Koz [0 860
, H
+ {{[Ksl + KSZ - f(x)]u(x) - (KSZ - mKsl)g(x) - nKslw()c)}(Sg()c)}0

H
+ j {—Kb1W(’,’C) - nKsluEx) - mnKsle(x) + n2K51W(x)}6W(x)
0
H
+ j {=Kp200x) — (K = mK Uy + (Ksp + m?Ky1)0 () — mnKgywiz) 66,5
0
H
+ j {_ [Ksl + Kz — f(x)]ugc) + (Ksz - mKsl)Q(,x) + nKslwéx)
0

H 1 H
+ oy Jou) — j Ugy 0f ()dx — 3 J f (U 8 dx
0 0

(1458)
Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:
( —Kblwl(’x) - nKSlu'(x) - mnKSle(x) + nZKslw(x) =0 \
{ _szgl(’x) - (K, — ml(sl)u'(x) + (Kyp + m*K )0y —mnK wiy =0 }
k_ [Ksl + KSZ - f(x)] u,(,x) + (KSZ - mKSl)Bl(x) + nKSIW,(x) + f,(x)u,(x) = 0} ( 1459)
Y condiciones de borde:
( Wiy =0 )
| }
k[Ksl + K, — f(o)] u,(o) - (Ksz - mKsl)e(O) - nKslw(O) = 0) ( 1460)
Integrando una vez la ecuacién y evaluando en x=0:
_[Ksl + K, — f(x)]uzx) + (Ksz - mKsl)Q(x) + nKslw(x) =0 ( 1461 )
Se tiene un nuevo sistema de ecuaciones diferenciales acopladas:
( —Kblwl(’x) - nKslu’(x) — mnK 6, + n°Kgwiy =0 )
{ _szg’(’x) - (KSZ - mKsl)u,(x) + (KSZ + mszl)e(x) - mnKslw(x) =0 }
k - [Ksl + K, — f(x)] u,(x) + (KSZ - mKsl)e(x) + nKslw(x) =0 } ( 1462 )

Utilizando el método de operador diferencial para la solucion del sistema de ecuaciones:
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—nKg; D —K,1D? + n?Ky, —mnKg,

U 0
_(KSZ - mKsl)D —mnKs, _KbZD2 + (KSZ + mszl) {W(x)} = {0}
- [Ksl + K — f(x)] D nKsy (K5 — mKgq) ) 0

Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero:

nrre KSlKSZ [nZKbZ + (m + 1)2Kb1] nrr

- u
@) Kp1Kpo (K1 + Ks2) @)
1 e Kbl(KSZ + mZKsl) + nZKlebZ 177,

—fo e I U — Ux)
(Ks1 + Ks2) Kp1Kp2 (Ks1 + Ksz)
n?K. K

+ s10s2 u(x) =0

Kp1 Kp2 (Ks1 + K2) (1463)

Se obtiene una ecuacion diferencial de cuarto orden, donde la carga critica resulta del valor propio

mas pequefio. Normalizando la ecuacion diferencial por la variable z=x/H:

mnrr KleSZ [nZKbZ + (m + 1)2Kb1] 2 e

u —_—
() Kp1Kpp (K51 + Ks) 4@
+ f _ 1 uIIIII Kbl(KSZ + mszl) + nszlez 2 "
D Ko +K2) @ Kp1Kpz (Ks1 + Ks2) @
n?Ky, K.
_ s14rs2 H4u(z) 0
Kp1Kp2 (Ks1 + Ks2) (1464)
Donde:
fo) = 92 (1465 )
La ecuacion puede reescribirse como:
Uiy’ = aou) + aa|—augy’ + eul) — asugy| = 0 (1466)
Donde:
B lesz[nszz +(m+1)°Ky] W = 1
y W1, —
J KbleZ(Ksl + KSZ) Ksl + KSZ L
| a Kbl(KSZ +m Ksl) +n KlebZ Qe = nszlKSZ Ht |
2 = y U3 =
\ Kp1Kp2 (K1 + K2) KK (Ka +K3) ' ) (1467)
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Expresando las condiciones de borde en funcion de u,:

(Ucr) = Oy
u(1) = O
{uey =03
U =0
\U(g) = 0J (1468 )

e Carga uniformemente distribuida
Para la estabilidad de la viga, la ecuacion diferencial gobernante es de la forma:
d® d? ds @ 4 _o
dz5 ~ Nz |He T U@\ Mg T g s Ty, Y@ T (1469)

Multiplicando la ecuacion por (alj—; —a, d33 + as %), integrando de 0 a 1 y despejando:

dz

. fol{alu'””?z) + (aga, + az)u”"?z) + (aga, + a3)u"'?z) + a0a3u”%z)}dz

1 rrr 1 ! 2
Jo @@ [alu(z) — QU t a3u(z)] dz (1470)

Este cociente de Rayleigh representa una aproximacion del limite superior de la carga critica, y es

exacta si y solo si se usa la curva de equilibrio exactau,, para calcular A.

Para el caso de una carga uniformemente distribuida la funcion a(,) resulta:

Az) =2 = fiz) = qz (1471)

El cociente de Rayleigh resulta:

. fol{alu’””?z) + (aga, + az)u""?z) + (aga, + a3)u"'?z) + a0a3u”fz)}dz

nr

1 n r ! 2
Jy 2z [alu(z) — QU T a3u(z)] dz (1472)

e Carga puntual en x=0 (z=0)

Para el caso de una carga puntual aplicado en x=0 (z=0), la funcion a,:

A =1-fy=4q (1473)
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Reemplazando en la ecuacion diferencial:

mnrrr

uiy' = aougy) +ql-auiy’ + au) — aaugy] =0 (1474)

La expresion de u,, es posible derivarlo como:

U = Co+ cosh(\/Ez) + G, sinh(\/fz) +C3 cos(\/ﬁz) +Cy sin(\/ﬁz) (1475)
Donde:
If £ = (ag — qay) + \/(ao — qay)? + 4qa3(1 — qay) \l
4 2(1 - qay) ¥
Iﬁ _ —(ag — qay) + \/(ao qaz)* + 4qaz(1 — qay) |
L 2(1 - qay) (1476)

El sistema algebraico lineal resultante de las condiciones de borde, escrito en forma de matriz, es:

1 cosh({/¢) sinh({/¢) cos(,/B) sin(,/B) oy (O
0 &Y2sinh(,/¢) &Y/2 cosh(\/_) —pY/? sm(\/_) B2 cos(/B) 11c] o]
o o
0 ¢&3/2sinh(,\/§) &3/2 cosh(\/_) p3/? sm(\/_) —B3/2 cos(y/B) k%} kgj
0 &2 0 B? 0 I (1477)

Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular), es decir, para:

cos\/ﬁ=0—>x/ﬁ=(Zn—l)g/":1'2'3--- (1478)

Es decir:

—(ap — qaz) + \/(ao — qaz)* + 4qas(1 —qa,) — _ Zn—z
20 —qa) =(@n-1%5 (1479)

Resolviendo:
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_ 4V4. 4

Qer = — 44
4a0+a2(2n—1)2n2+alw (1480)

Reemplazando los coeficientes y después de algunas manipulaciones simples:

_ 2n — D)*n*Ky 1 Ky, (K + Kgp) + 4H?2(2n — 1)2m2[(m + 1)%2Kp; + n%Kp,]
(2n — 144Ky, Kp, + 4H?(2n — 1)212[Kpy (Kgy + m2Kgq) + n2Ks1 Ky, ] + 16H*n2K K,

Qer

(1481)

Se observa que una formula donde interactian los modos en forma independiente no es posible
debido al acoplamiento existente entre los comportamientos de flexion y corte producto de las

vigas de conexidn. Para el caso de n=1:

3 K1 Ko (K1 + Kp) + 4H??[(m + 1)2Ky,q + n2K),]
- T Kp1 Kpp + 4H212[Ky; (Ksp + m2Kgy) + 1K1 Kpp] + 16H 2K Ko, (1482)

Qcr

4.3.11.2 Caso 2
e (Calculo de la matriz de transferencia
Segun las ecuaciones diferenciales acopladas:
—Kpiwiyy — nKgugy —mnKg 0y + nszlw(x) =0

_KbZHI(,x) - (KSZ - mKsl)u,(x) + (KSZ + mszl)e(x) - mnKslw(x) =0
_[Ksl + KSZ - q]U(x) + (KSZ - mKsl)B(x) + TlK51W(x) + f(x)U.(x) = 0 (1483)

Utilizando el método de operador diferencial:

_nK51D _KleZ + nZKsl _mnKsl u(x) 0
—(Ks2 = mis)D —mnksy —KpD? + (Ksp + m?Ks1) {W(X)} ) {0}
—[Ky + Ky — CI]D2 nKg D (K;, — mKs;)D 0x) 0 (1484)

Para evitar soluciones triviales, el determinante debe ser igual a cero, es decir:
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D2 {D‘* B {KleSZ[(m + 12Ky, + n?Kpp| — q[Kp1(Ks2 + m?Ksy) + nszleZ]}Dz
KbleZ(Ksl + KSZ - q)

nszlKSZq }_
=0
—q)

K Kpo (Kp + K (1485)
Reescribiendo:
D*(D* =1 D* —1,) =0 (1486)
Donde
|{r _ KaKol(m+ 12K, + n*Kyyl — qlKp (K, + m*Kgy) + nsz1Kb2]\|
4 ! Ky Ky, (Ko + Koo — q) &
| r, = nszlezq |
\ Ky1Ky2 (K1 + K — q) ) (1487)

La expresion para u, ¥ Y 6 Se propone:

U, =Co+Ciz+C, cosh(\/gz) + (3 sinh(\/gz) + C, cos(\/ﬁz) + Cs sin(\/ﬁz)
Wiy = Cg +C7z+ Cg cosh(\/gz) + Cy sinh(\/gz) + Cqp cos(\/ﬁz) + Cqq sin(\/ﬁz)
Oy = C12 + €132+ Cyy cosh(\/gz) + Cys sinh(\/gz) + Ci6 cos(\/ﬁz) +Cqy sin(\/ﬁz) (1488)

Donde:
|{ T+ A1+ 4, \|
R
| —ri 1 4 An |
A= 2 ) (1489)

Expresando los coeficientes de ¥, y 6, en funcion de los coeficientes de u,:

Uz =G +Cz+ G, cosh(\/EZ) + (s sinh(\/Ez) +Cy cos(\/Ez) + Cs sin(\/ﬁz)
W(x) = p3C1 + [Ep1 sinh(E2)]C; + [\/éps cosh({/€2)]C; — [\/Bp1 sin({/B2)]Cs — [\/Bp1 cos(\/Bz)]Cs
0 = PaCi + [VEp2 sinh(\[E2)]C, + [(Ep, cosh({€2)]C; — [ Bp. sin({/Bz)]Cs — [{/Bpz cos(y/Bz)]Cs

(1490)

Donde:
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( nKs; [(m + 1)K, + fKp,]

P17 02Ky + BKy1) (Ksz + m2Ksy + BKyy) — m2nZK2,
(Ks2 — mKs1)[n*Kg1 Ky + BKp1 (Ks, — mKgy)]

(n?Ks1 + BKp1) (K5 + m2Kg, + BKp,) —m TlZKZ

m+1)< Kqq
=|——])(1+m? ) 1—m(m—1)—
Ps ( n Keo) P~ Ky, / (1491)

<Pz=

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante asociados al desplazamiento

lateral resultan:

( {Ml(z) = Kblwl(x) = [Elebl COSh(\/EZ)]CZ + [flebl smh(ﬁz)]@} )
_[.Blebl COS(\/EZ)]C4 - [.Blebl Sin(\/EZ)]C5
) {MZ(Z) = szgl(x) = [fszbz COSh(\/EZ)]CZ + [Eszbz smh(ﬁz)]@} [
—[Bp2K 2 cos(y/B2)|Cs = [Bp2K sz sin(y/Bz)]Cs
{V(z) =Ky +Ks — Q)u’(x) —nKgwey — (Ka = mK)0,) = RiCy + R, Sinh(\/EZ) Cz}
\ +R; cosh(\/gz) C3—R; sin(\/ﬁz) Cy+ Ry cos(\/Ez) Cs (1492)
Donde:
l( Ry = (Ksl + K — Q) - nKslpg - (KSZ - mKsl)p4 \I
4 Ry = Koy + Koy — @€ — nK11[Ep, — (Ksz — mK 1) /¢p, $
|R = _(Ksl + KSZ - Q)\/? + nKsl\/Epl + (KSZ - mKsl)\/Epz |
k Ry = (Ksl + K5 — Q)\/E + nKsl\/Epl + (KSZ - mKsl)\/Epz ) (1493)
Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:
((wi(zi) C
| )
0,(z;) C
ro-xeoe
M 1(21) Cy
ey \c;/ (1494 )

Donde:
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z cosh(\/gz) sinh(\/gz) cos(\/ﬁz) sin(ﬁz)

D3 \/Epl sinh(\/gz) \/Epl cosh(\/gz) —\/Ep1 sin(\/ﬁz) —\/Ep1 cos(ﬁz)
Da \/Epz sinh(\/gz) \/Epz cosh(\/gz) —\/Epz sin(\/ﬁz) —\/Epz cos(ﬁz)
0 &p1Kpicosh(yEz) &pyKyosinh(\/E2) —BpiKy, cos(y/Bz) —PBpiKp: sin(/B2)
0 &p,Kpycosh(/E2) &p,Ky, sinh(\/€2) —PBp,Ky, cos(\/Bz) —Bp.Ky; sin({/Bz)
R; R, sinh(\/gz) R, sinh(\/gz) —R; sin(\/ﬁz) R, cos(\/Ez)

Ki(z) =

' o o o o =~

(1495)

e Analisis de estabilidad bajo cargas puntuales aplicadas a nivel de piso

Aplicando secuencialmente desde la base hasta la parte superior de la viga y expresando la

ecuacion entre simbolo de producto:

.(u”(o) \ I(u1(h1) \. I(u1(h1) \.
| Wn(O) n [ w; (hy) | [ w; (hy) |
6,(0) | _ 6:(hy) | _ 61 (hy)
)| } =1 7O i [ = b
|Mo(@)]  * |Ma(h) | | Maa )|
k 1,,(0) ) t Vi(hy) ) t Vy(hy) ) (1496)

Donde:

t= ﬁ T, (0)
k=1

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior

(1497)

y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 6x6 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

( U =0 uy(hy) =0
way) =0 wy(hy) = 0
01y=0 6,(h,) =0
] WEO)=0 >_><M1n(0)=0>
8oy =0 Myn 0y =0
\(Ks1 + Ky — Q)u’(O) —nKaweo) — Ky, — mKs1)9(o) =0) \ Vn © = 0 (1498)

Reemplazando:
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(un(O)\ [t1,1 12 t13 14 U5 U 6] ( 0 \

|wa(0)|  [f21 f22 laz loa to5 fa6] | 0 |

{ 6,,(0) } [ts1 tsz2 t33 tza 35 t3p |{ }
t4 1 taz taz taa tas tegl|)| Mig(hy)

lk J ts 1 ts2 lsz tsq lss tse || My, (hy) |

0
0 l1561 te2 le3 lea tes lee V1(h1)} (1499)

Despejando momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:

0 taa tas tae] (My(hy)
{O}=[t5,4 55 ts,e] M, (hy)

0 tea los teel | Vi(hy) (1500)

Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de coeficientes

es singular). Resolviendo las cargas criticas de la viga.
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4.3.12 Acoplamiento en paralelo de dos vigas generalizado modificado de dos
campos (GCTB)

4.3.12.1Caso 1

La energia potencial del modelo GCTB de dos campos se expresa de la siguiente manera:

1 H r 2 " 2 1 " ! 2
V= Ef [KmW(x) + Kpo Uy ] dx + Ef Kal(m + Dy = o] dx
0 0

(1501)
Donde:
AZ
2
{Km = E<A2 + A_>’Kb2 =E(; +1,),Kg = Gethlb}
1 (1502)
El trabajo ejercido por la fuerza externa se expresa como:
W = —fpdl ! f Hf 2 d
= - =—-= u x
@T T2, T (1503)
En consecuencia, la energia potencial total del modelo se expresa como:
1 " r 2 n 2 ’ 2 1 H r 2

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge

de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:
H
OU = [ (Rpawl iy + Kty By + Koa [ (m -+ Dy — moweey G + 130
0

— Ky [(m + 1)uéx) — nw(x)]nSW(x) - f(x)uéx)SuEx)}dx

1 fH
—= | fFOOW?A Sfndx
2Jo (7 (1505)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:
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’ H " ’ H
SU = Kp1[WeoSww], + Kpa[uwm St

H

+ {{_szu’(’;c) + [(m + 1)21(51 — f(x)] u,(x) - n(m + 1)K51W(x)} (Su(x)}o

H
+ j {—Kb1W(x) - n(m + 1)K51u(x) + n2K51W(x)}6W(x)

0

H e n I
+ -f {Kqu(x) - [(m + 1)2K51 - f(x)] u(x) + n(m + 1)K51W(x)

0

b 10,

12

+ f(x)u(x)}6u(x) - E.[O f(x)u(x)Sf(x)dx

Al igualar a cero los términos, resultan las siguientes ecuaciones:

nrr

{ —Kp1w(zy — n(m + DKsiugy + n*Kgwiyy = 0 }
Kpaugy)

- [(m + 1)2K51 — f(x)]ué;) + n(m + 1)K51W(,x) + f('x)uzx) =0
Y condiciones de borde:

W(IO) =0
uge) =0

nr

szu(o) - [(m + 1)2K51 - f(o)]uzo) + n(m + 1)K51W(0) =0

Integrando una vez la ecuacién y evaluando en x=0:

nr

Kpougyy — [(m + 12K, — f(x)]uéx) +n(m+ DKsw(y =0
Se tiene un nuevo sistema de ecuaciones diferenciales acopladas:

{ —Kp1W(yy — n(m + DKsqupy +n*Kgwiyy =0 }
Kpougyy — [(m + 12K, — f(x)]uéx) +n(m+ DK wi) =0

Utilizando el método de operador diferencial para la solucion del sistema de ecuaciones:

—n(m + 1)Kz, D —K,1D? + n?Ky {u(x)} B {0}
KpoD® — [(m+ 1)?Ksy — f]D nlm+ DKs, | W 0

El determinante es igual a cero (la matriz de coeficientes es singular):
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Kp1Kp2

rrrr K n !
K—lu(x) — [(m+ 1)%Ky, + nZKbZ]u(x) + f [ . u(x) (x)] =0
S

(1511)
Reordenando:
K, K f K
e 2 2 *b2 u (€20 2] s1 _
Uy — K (m+1%+n K_ Uy T K_bz [u(x) o K_blu(X)] =0 (1512)

Se obtiene una ecuacion diferencial de cuarto orden, donde la carga critica resulta del valor propio

mas pequefio. Normalizando la ecuacidn diferencial por la variable z = x/H:

Ksl [ b2 f(z)H2 KslHZ
uIIIII _ st (m+ 1)2 +n 2 ]Hz nr + uIII _ ul — 0
(2) Ky, U(z) Ky, (2) Kp1 (2) ( 1513 )
Donde:
fo) = 9@ (1514)
Definimos:
K Ky, H3
a=H |2 k= |[(m+1)?+n22 A—q—
Kyz' Kpy' Ky
(1515)
Reescribiendo:
k?2 —(m+1)?
nrrr _ 2111 +A nr _ 0
U — (@)U +Aag) (U — @ | U (1516)
Sin embargo, la funcion de extensibilidad axial es de un grado menor:
k°—(m+1)
mnro_ 2H+A no_ 2 :0
Wiy — (@K)* Wi + A2 W — @ || W@ (1517)

Expresando las condiciones de borde en funcion de w,:
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WEO) =0
| wiz) =0
kW(O) =0) (1518)

e Carga uniformemente distribuida

Para la estabilidad de la viga, la ecuacion diferencial gobernante es de la forma:

2 _ 2
k’—(m+1) }}W(z) “o

2 dZ
[— — (ax)? ?] W(z) — )l{—a(z) {dzz —a?

2
n (1519)
Multiplicando la ecuacion por {w'('z) —a [ﬂ] w(z)} e integrando de O a 1:
! 124 nr n KZ - (m + 1)2 nr
J;) W(Z)W(Z) (aK) w (Z) — 0.’ —le W(z)W(z)
k2 — (m+ 1)? .,
+ a? [T (ar)*wywiy (dz
R s ek
(04 w, - —— | W zZ =
, @@ @ (1520)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacion, ordenamos los términos comunes:

1 2k% — (m+ 1)? k> —(m+1
R L N
0

7’1.2
e e I

a w — Q|| zZ =

, fo Ve 2 @ (1521)

Despejando el parametro y:
2 2
fol {W’”?Z) +a’ [ZK S;l +1) ]Wugz) +a [ —(m +1 ] (aK)*w z)}
A=
1 y k2 — (m+ 1)
Jy @@ {W(z) —a? [T] W<Z>} dz (1522)

Este cociente de Rayleigh representa una aproximacion del limite superior de la carga critica, y es

exacta si y solo si se usa la curva de equilibrio exacta w, para calcular A.
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Para el caso de una carga uniformemente distribuida la funcion a ,, resulta:

Az) =2 = fz) = qz (1523)

El cociente de Rayleigh resulta:

n2

2 _ 2 2
folz{w(’;) — a2 [—K (m+1) ]W(Z)} dz

f01 {W”’ZZ ta [ZK (m + 1) ]W”?Z) + aZ [%} (aK)ZW’%Z)}dZ

nZ (1524)

Teniendo en cuenta las condiciones de borde. Consideramos dos polinomios simples de grados
diferentes que satisfagan la condicién de contorno:

6 . 1 10 . 1
1:1__ 2 4 1:1__ 2 -5
1 57 T57 92 g 25 (1525)

Tomando una combinacion lineal de ambos términos:

6 1 10 1
W) = Ad1 + Bz = A(l —--z° +—Z4) +B(1 ——7z? +—zs)

5 5 9 9 (1526)
Expandimos las integrales y reemplazando en el cociente de Rayleigh:
1 2k — (m+1)? k2—(m+1)
U= f {w”’?z) +a [ > ] ”?Z) +a [—] (ax)*w’ (Z)}d
0 n n?
1 2 _ +1)2 2
— Af Z{W(’;) —a? [#] W(Z)} dz
0 n (1527)
Desarrollando las integrales y uniendo términos comunes:
U = A*(ay — Aay) + B?*(by — Ab,) + AB[(ab), — A(ab),] (1528)

Donde:
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n2

2 (m+1D2)* 2~ (m+ 1)
a, = 0.96 + 0.1507 {az [K(n#]} — 13166 {az [K(n#]}

2% — (m + 1)? 2 - (m+1)?
b, = 8.8889 + 3.1746 {az [ r fZl ) ]} +1.2689 {az [K(n#] (oac)z}

2
b, = 11111 + 0.1555 {az [M]} _ 15089 {az [W]}

2 _ 2 2 2
a, = 7.68 + 3.072 {az [ZK (m+1) ]} +1.2434 {az [K(n#l)] (azc)z}

n? n?

2 _ 2 2 __ 2
(ab); = 16 + 6.2222 {az [2" (m+1) ]} +2.5111 {az [K(++1)] (ak)z}

n2

2 _ 2711 2 2 )
(ab), = 2.0571 + 0.3062 {az [%]} 31030 {az [wn
n n

(1529)
La condicion para que la carga critica sea la minima se expresa como:

ou
0A
ou

o5 = 0 = [(ab): — A(ab),]4 + 2(b, — Ab,)B (1530)

=0 - 2(a; — Aa,)A + [(ab); — A(ab),]|B

Expresando en forma matricial:

[[ 2(ay = Aaz)  [(ab); — A(ab)z]] {;1} _ {g}

(ab); — A(ab),] 2(by — Ab3) (1531)

Para una solucién no trivial (a y b no pueden ser iguales a cero simultaneamente), el determinante

de la matriz de coeficientes para a y b debe ser igual a cero; es decir:

2(ay — Aay) [(ab); — A(ab),]

=0
[(ab); — Alab)z]  2(by — Aby) (1532)
Operando la determinante, se tiene:
[4a,b, — (ab)3]2* + [2(ab),(ab), — 4(a1b, + azby)]A + [4a1by — (ab)i] =0 (1533)

El valor propio minimo se obtiene de la minima raiz de la ecuacion cuadratica.

Ky - T H? (1534)
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Que es la primera aproximacion al valor de la carga critica de la viga GCTB de dos campos. Para
la mayoria de los casos practicos la carga critica resultante es lo suficientemente exacta; con el
objetivo de obtener una mejor aproximacion a la carga critica exacta es necesario repetir el

procedimiento anterior con dos nuevos polinomios de mayor grado.

El primer polinomio a considerar sera el de mayor grado de la iteracion anterior:

0, 1
2:1__ 2 _ .5
¢1 R (1535)

Para obtener un nuevo polinomio de mayor grado y que tome en cuenta el valor propio calculado
en la iteracion anterior, integraremos cuatro veces la ecuacion diferencial resultante del modelo de

viga GCTB de dos campos:

Wiy = (ax)? [ weydz — lffffa(z)w(';)dz + 2a?[k? = (m + DA [[[f anw(zdz + C32°

+ Cz%2 4+ Ciz + Cy (1536)
Para el caso de una carga uniformemente:

Wiz = (@)?[f wydz — Affffzw(yydz + 2a?[k? — (m + D) [[[f zw(zdz + C323 + €22

+Cz+ G (1537)

Al evaluar las condiciones de borde se determinan las constantes y se determina el nuevo

polinomio a utilizar en la segunda iteracion.

Tomando una combinacion lineal de ambos términos:

Wiz = A + B3 = Ad; + Bp3 (1538)

Se puede lograr un mayor aproximacion al valor exacto repitiendo los dos pasos de la iteracion, lo

que resulta en polinomios de mayor y mayor grado.
e Carga puntual en x=0 (z=0)

Para el caso de una carga puntual aplicado en x=0 (z=0), la funcion a,:

A =1-=fl) =4 (1539)
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Reemplazando en la ecuacion diferencial:

A k2 —(m+ 1)?
i — (ar)*w(, +—{ (y — a? [—] . } =0
W) Yo THIY® 2 W(z) (1540)
La expresion de w,, es posible derivarlo como:
Wi = (; cosh(\/Ez) + G, sinh(\/Ez) + (5 cos(\/Ez) + Cy sin(\/ﬁz) (1541)
Donde:
\
2 2 _ 2
- [% - (arc)z] + \/[% - (arc)z] + 4%0(2 [K(++1)]
E =
. 2 .
2 2 _ 2
[% - (arc)z] + \/[% - (arc)z] + 4%0{2 [1c(++1)]
(B = 2 (1542)

El sistema algebraico lineal resultante de las condiciones de borde, escrito en forma de matriz, es:

[ cosh/é  sinh,/¢ cos+/B siny/B ] C, 0
I 0 51/2 0 [);1/2 I C, _ 0
|€ cosh [ &sinh/E —Bcosy/B —Bsin/B||C3 0
L o g2 0 gz [N R0 (1543 )

Que tiene una solucién diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular), es decir, para:

cos\/E:0—>\/E=(Zn—l)g/nzl'z'g“' (1544)

Es decir:

o] [ o]+ e[t z

T
=02n-1)>%—
(2n )4

2 (1545 )

Después de algunas manipulaciones simples:
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A om-12 Tt -
TR 47 = m+ 1)
n? +i
(2n —1)?n? a? (1546)

Reemplazando por sus rigideces caracteristicas:

Ky, 1
aH? t 4H? S
(2n —1)%n2Ky; Ko (1547)

Ger = 2n —1)2

Ordenando adecuadamente:

TL'ZKb T[ZKb -t _
ger = (2n —1)2 4H22 + [(Zn - 1)? 4H21] + Ky, *

(1548)
Para el caso cuando n = 1, se tiene:
2K 2Ky \ " _ -
Aer = 4le)2 + < 4le)1> + Kt (1549)
Es decir;
Aer = Yer flexionlocal T [QCr,flexibn global + + QCr,corte_l]_l (1550)

Dado que la carca critica resultante es independiente de alguna funcion de aproximacién, puede

considerarse exacta e idéntica a la que se obtendria aplicando el teorema de Foppl.

4.3.12.2 Caso 2
e calculo de la matriz de transferencia

Segun las ecuaciones diferenciales acopladas:

{ —Kp1w(yy — n(m + DKsyugy + n*Kgwiyy = 0 }
Kpaugy — [(m + 1)?Kgq — qlugy +nlm + DKgw(y =0 (1551)

Utilizando el método de operador diferencial:
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[ —n(m + DKy D —KMDZ+an1{w@}:{%
Kp;D* — [(m + 1)?Ks; — q]D?*  n(m+ DK D W) 10
q

Para evitar soluciones triviales, el determinante debe ser igual a cero, es decir:

q
2 o0 = e [+ 17 4 2] - o2 - 2 <0
Kp Kpil  Kpz Kp1Kp2

Reescribiendo:

n

D? {D“ — [(a*k)? — 2]D? — {a*z [KZ_LZ-}_DZ A}} =0

Donde:

Ksq Kpy q
a*= |—,k= |(m+1)?2+ Z—A—
{ ,’sz \/ Kpi' Kp

La expresion para u,) Y w(, se propone:

{ Uiy = Co + €1z + (; cosh(\/Ez) + C3 sinh(\/gz) + Cy cos(\/ﬁz) + Cs sin(\/ﬁz)

W) = Ce + Gz + (g cosh(\/Ez) + G sinh(\/gz) + Cyp cos(\/ﬁz) + C14 sin(\/ﬁz)

Donde:
( Kw@z_ﬂ+Jﬁwwz—ﬂﬁww”Fi:ﬁ%iﬂqz\
|- |
2
l\ﬂ _ ity \/[(“*K>2 — 112 + 4a*? [W] ’Ul
i 2

Expresando los coeficientes de ¥, y 6, en funcidn de los coeficientes de u,:

{ U, = Co+ Ciz+ G cosh(\/Ez) + C3 sinh(\/gz) + C, cos(\/ﬁz) + Cs sin(\/ﬁz)

wiy = Pp3Ci; +py sinh(\/gz) G, +pq cosh(\/?z) C3 —p, sin(\/ﬁz) Cy +py cos(\/ﬁz) Cs

Donde:
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{ 3 n(m + 1)K V¢ B n(m + 1)KvB B (m + 1)}

 n2Ky — &Ky P2 = n*Kg1 + BKpq P =\

(1559 )

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante asociados al desplazamiento
lateral resultan:

{Ml(z) = Kp Wiy = pl\/gl(b1 cosh(\/?z) C, + pl\/gl(b1 sinh(\/?z) C3}
—pz\/fl(b1 cos(\/ﬁz) Cy,— pz\/EKb1 sin(\/Ez) Cs
) {Mz(z) = KppU(yy = §Kpy COSh(\/?Z) Cy +$Kp, sinh(\/?Z) Cs}
—BKp, cos(\/ﬁz) C,— BKyp, sin(\/Ez) Cs
Vi = —szu&’) +[(m + 1)Ky, — Q]uéx) —n(m+ DKWy = paCy + ps sinh(\/?z) G,
{ +ps cosh(\/Ez) C; +ps sin(\/Ez) C,+py cos(\/Ez) Cs }

(1560)
Donde:
( pa =M+ DKy[(m+1) —np3] —q A
3 1
{I ps = —Kp &2 + [(m + 1)°Ky; — qlé2 —n(m + DKy p, |¥
3 1
|Ps = —KpB2 + [(m + 1)*Kyy — q]B2 + n(m + DK, p, |
3 1
k P7 = Ky B2 + [(m + 1)?Ky; — q1pZ — n(m + DK, p, ) (1561)
Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:
(ui(z)) Co
U—E(Zi) |(C1\|
wiz) | _ . )G
< My;(z;) =Ktz { Gs }
Ma;i(z) ltC‘lJ
\Vi(z;) ) Cs (1562)
Donde:
z cosh(y/¢z) sinh(,/¢2) cos(,/Bz) sin(,/Bz)
1 JEsinh(/&2) JEcosh(y/¢z) —J/B sin(,/Bz) JB cos(/Bz)
kG =|0 P Pisinn(yE2) p1 cosh(y/§z) ~p, sin(/Bz) p; cos(y/Bz)

0 pl\/EKb1 cosh(\/gz) P1\/EKb1 sinh(\/gz) —pz\/ﬁKbl cos(\/ﬁz) —pz\/ﬁKbl sin(\/ﬁz)
0 EKp, cosh(\/gz) ¢Ky, sinh(\/gz) —BKy, cos(\/ﬁz) —BK,, sin(\/ﬁz)
Da Ds sinh(\/gz) ps cosh(\/gz) Pe sin(\/ﬁz) +p; cos(\/ﬁz)

' o o o o ~

i

(1563 )
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e Analisis de estabilidad bajo cargas puntuales aplicadas a nivel de piso

Aplicando secuencialmente desde la base hasta la parte superior de la viga y expresando la
ecuacion entre simbolo de producto:

.(u”(o) \. I(111(}11) \. I(u1(h1) \.
| uy, (0) | n [ uy (hy) | u’1(h1) |
w,(0) | _ wy (hy) wy (hy)
4 My (0) | =] [ { Myy(hy) | = { Myy(hy) | }
|Mpm()|  *= My (h) | | My () |
k 1,(0) k Vi (hy) ) Vi (hy) (1564)

Donde:

t= ﬁ T, (0)
k=1

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior

(1565 )

y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafio de la matriz de transferencia

es de 6x6 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

( ufl) _ 0 uy (hy) = 0\
=9 i uy(hy) = i
: Vo =) o {a(h) =04
W) = 0 Mln(o) =0]
ul(lo) =0 tMZn(O) = OJ
\—Kpou(gy + [(m + 1?K; — qlugey — nlm + DK wgy =0 7,(0) =0 (1566)

Reemplazando:

(Un (0)\ [51,1 b1z tiz3 tia lis tis 0 \
! t t t t t t 0
[un 0| | tZ'l tZ'Z t2'3 t“ t2‘5 t2‘6 | 0 ! 0 tya tas tae] (Mi(hy)
w,(0)\ _ [ts1 ts2 t3z l3a l35 l3gf _
n = >140¢=|ts4 t55 56| My(hy)
tar taz taz taa tas teg||Mi(hy) 0 tes tes tool | V.(hy)
0 tsq sy tsz tsa tss tse||My(hy) ' ' ' e
0 ) tex1 te2 tez tes tes teel \Vi(hy) (1567)

Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de coeficientes

es singular). Resolviendo las cargas criticas de la viga.
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4.3.13 Acoplamiento en paralelo de dos vigas generalizada de un campo (GCTB)

4.3.13.1Caso 1

La energia potencial del modelo GCTB de un campo es:

1 H "n 2 ’
V= E-];) [Kbu( + (m+ 1)2Ksu(,2c)] dx

) (1568 )
Donde:
{Kp = E(ly + 1), K5 = Gogtuly} (1569 )
El trabajo ejercido por la fuerza externa se expresa como:
W = —frdl = —%fo(x)uEx)z dx
0 (1570)
En consecuencia, la energia potencial total del modelo se expresa como:
1 (H 5 1 (H )
U= EJ; [Kbuz;) + (m + 1)2Ksugc)] dx _E.fo f)ug” dx (1571)

Las soluciones de forma cerrada del modelo se logran resolviendo el sistema diferencial que surge

de la estacionariedad de la ecuacion. La estacionariedad debido al equilibrio implica:

H 144 144 ! ! ! ! 1 H !
SU = f [Kbu(x)(Su(x) + (m + 1)?Kgu(yy Sugy, — foo Ui 0uge |dx — = f fOuG6fxdx
0 2Jq (1572)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacién, ordenamos los términos comunes:

H

6U = [KbuESc)SuEx)]: + {{—Kou)y + [+ DK, - f(x)]uéx)}fsu(x)}o

H
TRy = Gt 2Kty + oyt + fyte |0y
0

1 fH
—= | FOOW? Sfndx
2Jo (7 (1573)

Al igualar a cero los términos, resulta la siguiente ecuacion:
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nrr

Kpugy — (m + D?Kutyy + iU + faoln =0 (1574)

Y condiciones de borde:

{ uE'O) =0 }
—Kpugg) + [(m + DK, — fioy|ufoy = 0 (1575)
Integrando una vez la ecuacion y evaluando en x = 0:

Kpugey = [(m + DK = fooJug = 0 (1576)

Se obtiene una ecuacion diferencial de tercer orden, donde la carga critica resulta del valor propio

mas pequefio. Normalizando la ecuacion diferencial por la variable z = x/H:

"r (m + 1)2K5 B f(Z)

Uiy — H?u;, =0
@ Ky @ (1577)
La ecuacion puede reescribirse como:
UGy ~ €Uy + Aagug =0 (1578)
Donde:
m+ 1)2K, H3
- ( ) a2
Ky Kbz
(1579)
Condiciones de borde:
U,(l) =0
u(l) = 0
Uy =0 (1580)

e Carga uniformemente distribuida

Para la estabilidad de la viga, la ecuacion diferencial gobernante es de la forma:
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d3 , d /1[ d] — o
i Y az|'® O (1581)

Multiplicando la ecuacion por uEz) e integrando de 0 a 1:

1 1
wulh — a?u'? \ldz + /’lf acnfuiPdz =0
J;) [ (2)%(2) (z)] 0 (Z)[ (z)] (1582)

Después de integrar por partes y reemplazarlo en la ecuacion, ordenamos los términos comunes:

1 1
12 2,12 12

—u —a‘u dz + /’lf acn|u dz=0

J;) [ (2) (z)] 0 (Z)[ (z)] (1583)

Despejando el parametro A:

1 14 !
. fo [u (ZZ) + a?u fz)]dz

1 !
Jo e iydz (1584)

Donde 4 es cociente de Rayleigh. Para el caso de una carga uniformemente distribuida la funcion

az) resulta:
Az) =2 = fiz) = qz (1585)
El cociente de Rayleigh resulta:

_ fol[u”?z) + azu'%z)]dz

A 1 2 d
fo U (az (1586)

Teniendo en cuenta las condiciones de borde. Consideramos dos polinomios simples de grados

diferentes que satisfagan la condicién de contorno:

gt L 5
$1=1-32+32,¢=1-yz+72 (1587)

Tomando una combinacion lineal de ambos términos:
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) ) 4 1, 5 1
u(z)=A¢>1+B¢z=A<1__Z+_Z)+B(1_ZZ+—Z)

3° 73 4 (1588)
Expandimos las integrales y reemplazando en el cociente de Rayleigh:
1 ) 1 2
U =f 'ty + abu'? dz—)lf zlug | dz
o [ (2) (z)] o [ (z)] (1589)
Desarrollando las integrales y agrupando términos comunes:
U = A%[(3.2 + 1.1429a?) — 0.42] + B?[(3.5714 + 1.1111a?) — 0.41671]
+ AB[(6.6667 + 2.25a2) — 0.81481] (1590)
La condicion para que la carga critica sea la minima se expresa como:
au
52-0" [(6.4 + 2.2858a?) — 0.84]A + [(6.6667 + 2.25a%) — 0.81481]B = 0
ou 0 - [(6.6667 + 2.25a%) — 0.8148A]4 + [(7.1428 + 2.2222a?) — 0.83344]B = 0
—_— - _ —_ =
3B . 25a . . . a . (1591)
Expresando en forma matricial:
(6.4 + 2.2858a?%) — 0.81 (6.6667 + 2.25a?) — 0.81481 {A} _ {0}
(6.6667 + 2.25a%) — 0.81481 (7.1428 + 2.2222a?) — 0.833471 \B 0 (1592)

Para una solucién no trivial (a y b no pueden ser iguales a cero simultaneamente), el determinante

de la matriz de coeficientes para a y b debe ser igual a cero. Operando la determinante:
A? — (66.8571 + 5.7857a?)A + (6.1473a* + 200.0205a? + 462.4561) = 0 (1593)

El valor propio minimo se obtiene de la minima raiz de la ecuacion cuadratica.

A, = (33.4286 + 2.8929a?) — \/2.22130(4 — 6.6123a% + 655.0133
Ky Ky
qCTszlm_)qCTHzllm (1594)
Que es la primera aproximacion al valor de la carga critica de la viga.

e 20 lteracion:

El primer polinomio a considerar sera el de mayor grado de la iteracion anterior:
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2_1_5 +15
$r=1-gz+y7 (1595 )

Para obtener un nuevo polinomio de mayor grado y que tome en cuenta el valor propio calculado
en la iteracion anterior, integraremos tres veces la ecuacion diferencial resultante del modelo de

viga:

Z Z
Uiy = a’u dz—)lfffa urdzdz + C,z*> + Ciz + C
(2) JI) (z) o @%(2) 2 1 0 ( 1596 )

Para el caso de una carga uniformemente:

Z Z
Uiy = a’u dz—lfff zu; ~dzdz + C,z%> + C,z + C,
@ ﬂo @ 0o @ 25 s (1597)

Al evaluar las condiciones de borde se determinan las constantes y se determina el nuevo

polinomio ¢2 a utilizar en la segunda iteracion.
Tomando una combinacion lineal de ambos términos:
Uy = Ap? + B3 (1598)

Resolviendo similarmente a la iteracion 1 se obtiene el nuevo valor propio A1,. Se puede lograr un
mayor aproximacion al valor exacto repitiendo los dos pasos de la iteracion, lo que resulta en
polinomios de mayor y mayor grado. Numéricamente se observa que con una tercera iteracion la

aproximacion puede considerarse exacta.
e Carga puntual en x=0 (z=0)
Para el caso de una carga puntual aplicado en x=0 (z=0), la funcion a,:
A =1-=fi =4 (1599)
Reemplazando en la ecuacion diferencial:
Uy + (/H —a*ug) =0 (1600)

La expresion de u,, es posible derivarlo como:
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Uy = Co + CxCos (VATH — a?z) + CySen (J/A7H — az) (1601)

El sistema algebraico lineal resultante de las condiciones de borde, escrito en forma de matriz, es:

I[l cos (m) sin (m)]l G,
|0 —sin(m) cos (m)i{C}
|0 cos (m) 0 | ¢

(1602)

Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de

coeficientes es singular), es decir:

Cos(w/_l/H—az)=0—’\/m=(2n_1)g/n=1'2'3"' (1603)

Resolviendo se encuentra que la carga critica resulta:

7T2 Kb
— 2 _ 2P
a=m+1)*K; + 2n—1) WTE (1604)
Para el caso cuando n = 1, se tiene:
2
T°Kp
= (m + 1)2K + 4H2 = {qcr flexion + Qercorte ( 1605)

Dado que la carca critica resultante es independiente de alguna funcion de aproximacién, puede

considerarse exacta e idéntica a la que se obtendria aplicando el teorema de Foppl.

4.3.13.2 Caso 2
e Calculo de la matriz de transferencia

Segun las ecuaciones diferenciales de cuarto grado:

Utilizando el método de operador diferencial:

D*(D? +¢%) =0
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La expresion para u ;) y u'(,) e propone:

{u(z) =Cy+Ciz+ (G cos(\/Ez) + (5 sin(\/gz)}
Uy = €1 — Co[Esin(\[Ez) + C3/€ cos({/Ez)

(1607)

Donde:

{ q *2 * (m+1)2KS}
{=——a",a"= |———
K, / K,
(1608)

Las fuerzas internas como el momento flector y la fuerza cortante asociados al desplazamiento

lateral resultan:

{ My = Kbu’(’x) = —[be cos(\/gz)]Cz — [be sin(ﬁz)]@ }
Vi = Kty + [q — (m + DK Jug, = [q — (m+ 1D?K,]C

(1609)
Escribiendo las ecuaciones en forma matricial:
(%i(Z) Co
ui(z) | _ C
{M@J‘&@)é
Vi(z) Cs (1610)
Donde:
[1 z; cos(/¢z) sin(\/€2) ]
Ki(z) = IO 1 —J&sin({/€z)  JE cos({€z) I
|0 0 ~&Kycos(yféz) —&K,sin(\/€2)]
lo g—(m+1)%k, 0 0 ; (1611)

e Analisis de estabilidad bajo cargas puntuales aplicadas a nivel de piso

Aplicando secuencialmente desde la base hasta la parte superior de la viga y expresando la

ecuacion entre simbolo de producto:
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{un(o) (U (h1)\ {u1(h1)\
u;,(0) uy (hy) uy (hy)
4MﬁﬁD} [J7k“34niuﬁ)} {niaﬁ)}
%, 0) ) VAV ERVA(H) (1612)

Donde:

t= lek(O)

Esta ecuacion expresa la relacion entre la parte las fuerzas y desplazamientos de la parte superior

(1613)

y la base de la viga. Un punto importante a destacar es que el tamafo de la matriz de transferencia
es de 4x4 y se mantiene constante en todos los pisos.

Segun las condiciones de contorno definidas en el caso 1:

uqp =0
|( ufl) —0 \| u;(hy) =0
4 O] E_}{ul(hl)—O}
| KbU.(O) =0 I Mn(O) =0
kau(O) + [q — (m + 1)?K,] u( 0= 0) Vn(0) =0 (1614)
Reemplazando:
u, (0) 11 tiz ti3 tig 0
0,(0)( _|tz1 f22 l23 f24 0
0 tsx tzz t3z tza|)Mi(hy)
0 ty1 taz taz taal \Vi(hy) (1615)

Despejando momento flector y la fuerza cortante en la base del modelo:

{0} = [t3:3 t3,4] {M1 (h1)}
0 taz  taaf(V;(hy) (1616)
Que tiene una solucion diferente a la trivial si el determinante es igual a cero (la matriz de coeficientes

es singular). Resolviendo las cargas criticas de la viga.
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44 VIGA DE REEMPLAZO EQUIVALENTE DEL EDIFICIO ALTO

Las figuras 101 y 102 muestran como el edificio es modelado como un sistema de elementos
estructurales unidos por barras fijas inextensibles que representan al diafragma rigido. Se presentan
dos opciones para el modelado del edificio: una viga de reemplazo equivalente tipo sandwich y

una viga de reemplazo equivalente tipo sandwich generalizado.

Muro de
: Muro de > RB
Portico corte Nucleo ;

corte acoplado equivalente

Kb1

Kbz
H — H

Ks1
EZ Z z Z L, 2| E : 3 [ 255 | E 7 ST

Figura 101. Elementos estructurales y la viga de reemplazo equivalente tipo viga sandwich.

Muro de

. Muro de : RB
Pdrtico corte Nucleo :

corte acoplado equivalente

Kb1 Kb1 Kb1
Koz ', Koz |, Koz Ko2| |, Ko2| |,

Ks1 Ks1 Ks1

Ks2 Ks2 Ks2 Ks2 Ks2
[ z ] E 7 1 | o2 3] i Z d | G A U A5 5 |

Figura 102. Elementos estructurales y la viga de reemplazo equivalente tipo viga sdndwich

generalizada.
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Como se definié en capitulos anteriores, un sistema estructural puede esquematizarse mediante
una viga de reemplazo apropiada. Sin embargo, resulta mas complejo esquematizar todo el edificio
alto mediante una sola viga de reemplazo apropiada que conecte todos los sistemas estructurales

resistentes a la carga lateral. Se presentan seis estrategias que solucionan este problema:

4.4.1.1 Estrategial

En esta estrategia, se considera a cada sistema estructural como una viga de reemplazo tipo “Viga
Sandwich” y las propiedades de rigidez equivalentes de la viga de reemplazo global del edificio
se obtienen al sumar directamente las propiedades de rigidez de cada sistema estructural. Se

sugieren las siguientes relaciones:

n n n
{Km = z Kpik , Kpz = z Kpak , K51 = z Kslk}
k=1 k=1 k=1

(1617)

4.4.1.2 Estrategia 2

En esta estrategia, se considera a cada sistema estructural como una viga de reemplazo tipo “Viga
Sandwich Generalizado” y las propiedades de rigidez equivalentes de la viga de reemplazo global
del edificio se obtienen al sumar directamente las propiedades de rigidez de cada sistema

estructural. Se sugieren las siguientes relaciones:

n n n n
{Kbl = Z Kpik » Kp2 = Z Kpok , Ks1 = z K1k, Ks1 = z KSZR}
k=1 k=1 k=1 k=1

(1618)

4.4.1.3 Estrategia 3

Potzta (2002) consider6 a cada sistema estructural como una viga de reemplazo tipo “viga
sandwich” y plante6 la viga de reemplazo global del edificio basado en una formulacion
energética. La viga de reemplazo propuesta considera n elementos estructurales resistentes, donde
el k-ésimo elemento tiene rigideces K,1x,Ks1x Y Kp2r Y 18s rigideces de la viga sandwich que

reemplaza la estructura del edificio estan indicadas por K,,,K; Y Kj5.
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Siguiendo a Potzta (2002), las rigideces equivalentes de la viga de reemplazo se derivan del
equilibrio de la energia de deformacion de la viga sandwich equivalente:

1 " 2

H
) 2 NG
V= Efo {Kb19(x) + K0y = ui]” + Koauy }dx (1619)

De la derivacion energética de las ecuaciones de movimiento, se deriva la siguiente propiedad:
Ks1[6cx) = )] = K103y = 0 (1620)
De la suma de las energias de deformacién de cada sistema estructural:

1 H 7 2 112 " 2
EJ;) {Kble(x) + KSl [Q(x) - U(x)] + sz“(x) }dx

n
1 ! 2 ’ 2 17 2
= EJ. z [Kb1k9(x) + Ks1e[0) — u(o]” + Kpartiey ]dx
=1

(1621)
Aplicando un desplazamiento sinusoidal:
. T
U(x) = Up SIN (ﬁx)
0(x) = 6y cos (Ex)
H (1622)
De la propiedad derivada de la derivacion energética:
s
@
Ty (2) o ’
H) K (1623)
Reemplazando e integrando en la equivalencia de energias de deformacion se obtiene:
4 K C K
_ b1 _ b1k
2y +1+(E)2@ kz—l Kb2k+1+(£)2@
O\H H/ Ks HJ Kk (1624)

2 2
Aplicando series de Taylor con respecto a (%) aproximadamente en (Hi) :
0
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2 2

RGN

Kpp\! . - K,
il =TI, B P S T

(1625)

Considerando los primeros tres términos de la serie; se obtiene:

\
2 n 2 I
Kp1 » Kp1 Kp1k » Kb1k $
) 3 Vi K_ = < ) 5 © 3 T K . |
1NV oK s1 =1 1NV o Kpik s1
[+ Gy e i 1 () e J

Resolviendo simultaneamente las ecuaciones, se obtiene:

(1626)

\ B EF ) (1627)

Donde:

RZZ] ) (1628)
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4.4.1.4 Estrategia 4

Considerando a cada elemento estructural como una viga de reemplazo tipo “viga sandwich
generalizada” se plantea la viga de reemplazo global del edificio basado en una formulacién
energética. La viga de reemplazo propuesta considera n elementos estructurales resistentes, donde
el k-ésimo elemento tiene rigideces Kp1x,Ks1x, Kpar Y Ks2ic Y 188 rigideces de la viga sandwich

que reemplaza la estructura del edificio estan indicadas por Kj1,Ks1, K2 Y K.
Las rigideces equivalentes de la viga de reemplazo se derivan del equilibrio de la energia de

deformacion de la viga sdndwich generalizada equivalente:

1 f 12 I 2 ;) 2 , 2
V= EJ;) {Kblll] + Ksl [U(x) - lll(x)] + sze(x) + KSZ [U(x) — H(X)] }dx ( 1629 )

De la derivacion energética de las ecuaciones de movimiento, se deriva la siguiente propiedad:

{Kbll/)gc) + Ks1 [uzx) - l/)(x)] = O}
Kp20(x) + K2 [uzx) — 0] =0

(1630)
De la suma de las energias de deformacion de cada sistema estructural:
1" 12 ] 2 7 2 ’ 2
z), {Kbﬂ/) + Ko [ufy) = Win]|” + Kp200x)" + Keo[tiny — 6] }dx
1 C 12 ’ 2 1 2 ’ 2
=3 f Z {Kblklli + Kslk[u(x) — Y] + KparOix)” + Kszk[u(x) — 6] }dx
k=1 (1631)
Aplicando un desplazamiento sinusoidal:
. T
I(u(x) = Ug Sin (Ex) \l
o)
4| Px) = Qo COS (Hx) |
T
\ 6 = 6o cos (ﬁx)J (1632)

De la propiedad derivada de la derivacion energética:
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(1633)

Reemplazando e integrando en la equivalencia de energias de deformacion se obtiene:

n
4 _ Kp1 Kblk Kpax
U2 (E)4V B 1+ (E)ZM " 1+ (_ Rp2 £ Kblk 1+ (”)2 Kpak
O\H H) Ks Ks2 Kslk H) Ksi ( 1634 )

2 2
Aplicando series de Taylor con respecto a (%) aproximadamente en (Hi) :
0

i

i Km(—nzi—i’i) (l_l>i+§: sz(_ zllg_ls:i) (l_l)l
— [1+(H£0)2§_Zi]l+1 12 lg — [1 (Hl) I;_ISJZ]IH 12 lé

i+1 2 12
|1+ () %] ") (1635)

Considerando los primeros cuatro términos de la serie; se obtiene:

(

INGE

Ko (- ?’;:)L <1 1)i\}

Il
(=]

n | o - ;
=Z{kz [f +( ZKM]?“(TZ_%) g

K n | K K
b1 4 z | b1k + b2k

|
I
2 2 2
I
[+ () w5 1+(H0) e Sl () e 1 () e

1
)
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1V Ky s1 1V 5Ky Ks2
[+ () =52 [+ () =&
( 1)
n | ) 5|
_ Z { Kp1x 2 Kblk) Kpak 2 szk) $ $
= | 1 K ] s1k [ 1 K ] s2k’ | |
k=1 =) 281k 1) 2 Bpak
L+ () =g 1+ () ™R )
(
| 3 3
{ L ( 2@) Ky, ( szZ)
P
| i 2 sz1] s1 [ i 2 szZ] K,
k[l * (HO) s1 1+ (HO) KSZ

(1636)
Es decir;
( Kpq Ky _
1 2 2 Kbl 1 2 sz
1+() e 1+ () @R
Kp, Ky, Ky, Ky,
1 2 X 2<7T2K_1) 1 . X 2(7‘[2K_Z>=B
[1+(_) 2K 1 () w22 s
HO KS]. | HO KSZ- >
Kpq (7‘[2 Kb1)2 Ky, (nz @)2 —c
p+(ggzz&ﬂs ol g (L) K] K
HO KS]. | HO KSZ.
Kbl 2 Kbl 3 KbZ 2 sz 3
1 ko Ky i 1N k1Y K
— 2 22b1 — 2 22b2
k[l t (HO) K, 1+ (HO) TR, (1637)
Donde:
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- ]
_ | Kpik Kpok |
4= l 12 Ko | 1\° K J
— — 2 Bb1k = 2 B2k
e 1-{-(Ho) T K1 1+(H0) T Koox
( )
n
K, K, K, K,
B= Z{ 1721k 72 Kblk + bZZk 2 szk ¥
— I 1 Kblk] slk [ 1 szk] s2k I
k=1 —_ 2 - 2
[+ ;) = 1+ () ~ R )
\ ( A
" K Kye)\2 K Koy |
C= Z { 1721k - <n2 Kb1k> n b22k . szk ¥
= | [ 1 Kblk] sik [ 1 szk] s2k |
k=1 1 + (= 2 1 + (— 2 __D2K
k (HO) Kslk (HO) T Kszk )
( \
" K Ky K Kpyr® |
D= { b1k 2 b1k b2k 2 Kp2k ¥
Syt (et ot
k=1 = 2 b1k s = 2 Bb2k s
([”(HO) Kslk] [1+(H0) d Kszk] )

(1638)

La rigideces caracteristicas equivalentes puede obtenerse luego de resolver numéricamente el

sistema de ecuaciones.

4.4.1.5 Estrategiab

Siguiendo la metodologia propuesta por Zalka (2020), cada sistema estructural se modela de forma

diferente segun lo planteado en este proyecto de investigacion.

La carga externa se distribuye en funcién a la rigidez de cada elemento estructural:

q:(z) = p;.f (2) (1639)

Donde f(z) es la carga externa total que actua en el edificio y g; es el repartidor de la carga externa
a los elementos estructurales individuales. Dado que el campo es lineal elastico, este repartidor de
carga es posible utilizarlo tanto en fuerzas como en momentos. El valor del repartidor de la carga

se define como:

S
Pi =i
COXELS (1640)

Donde S; es la rigidez lateral del i-ésimo elemento estructural. La rigidez lateral de un elemento

estructural se define como:
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1
R (1641)

Donde y; (H) es el maximo desplazamiento lateral superior del i-ésimo elemento estructural.

Cualquiera que sea el elemento estructural que se elija para evaluar el desplazamiento lateral del
edificio, el resultado seré el mismo. Por lo tanto, parece practico elegir un muro de corte como el
i-ésimo elemento estructural, ya que su ecuacién es mas simple. Es importante aclarar que, sin
embargo, para calcular el repartidor de la carga externa en el elemento estructural, se requiere la
determinacion de la deflexién méaxima de cada elemento estructural del sistema de arriostramiento,
y, por lo tanto, es necesario resolver el desplazamiento lateral de todos los elementos estructurales
presentes en el edificio.

El método es simple y de facil aplicacion. El inconveniente radica en que no es posible tener en
cuenta la interaccion directa entre los elementos estructurales y, por lo tanto, esta compleja

interaccion es ignorada.

4.4.1.6 Estrategia 6

La viga de reemplazo propuesta considera n subsistemas laterales resistentes a la carga, donde el
k-ésimo elementos tipo “Viga Sandwich” tienen rigideces Ky 1x,Ky2r Y Ks1k; Y €l j-ésimo elemento

tipo “Viga de flexion (EBB)” tiene rigidez solo a la flexion local Kj ;.

Las rigideces equivalentes de la viga de reemplazo se derivan del equilibrio de la energia de

deformacion de la viga SWB y EBB, respectivamente:

1 12 12 " 2 7
k=1

(1642)
Ordenando adecuadamente:
f Z Kblke(x) + KSlk [g(x) u(x)] d.x + f Z szk + Z sz u(x) d.x
=1 (1643)
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En términos de energia, el incluir la energia de deformacion de flexion local de la viga EBB en la
sumatoria de las energias de deformacion de flexion local de las vigas SWB solo aumenta la rigidez
de flexién local de los elementos. Otro aspecto importante es que al incluir la rigidez a flexién
local de la viga EBB en la viga SWB se asegura que se tenga en cuenta automaticamente la

interaccion entre ambas vigas (interaccion directa).

Siguiendo este concepto, Zalka (2020) distribuy6 la rigidez a flexién local total de los muros de
corte y/o nucleos hacia los porticos y/o muros de corte acoplados en funcién a su rigidez relativa.

1
=y (1644)

Donde y;(H) es el maximo desplazamiento lateral superior del i-ésimo del portico y/o muro de
corte acoplado. El valor del repartidor del momento se define como:
Si

p.=_
COILLS (1645)

El sistema resultante consta de una serie de porticos y/o muros de corte acoplados con una nueva
rigidez a la flexion local (producto del reparto de la rigidez a la flexion local de los muros de corte

y/o nucleos); luego se sigue el procedimiento descrito en la estrategia 5.
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4.5 ANALISIS ESTRUCTURAL ESTATICO DEL EDIFICIO ALTO

4.5.1 Desplazamiento lateral del edificio

Cuando el edificio es doblemente simétrico en planta, los desplazamientos laterales se calculan
directamente del analisis de la viga de reemplazo con sus rigideces caracteristicas equivalentes

calculadas segun la estrategia adecuada.

4.5.2 Desplazamiento torsional del edificio

Existe una analogia conocida como “analogia de Vlasov” para estructuras de paredes delgadas
solicitadas a flexion y torsion. Segun esta analogia, las deflexiones, los momentos de flexion y las
fuerzas de corte corresponden a la rotacion, a los momentos de deformacién y a los momentos de

torsion respectivamente.

Con el objetivo de calcular la rotacion del edificio solo haremos referencia a la analogia referente
a las deflexiones y a las rotaciones. Establecemos las rigideces correspondientes a las deflexiones

y a las rotaciones:

{Kgl = tz-Kb1\|
41{52 = t. Ky, E
I K = tz.Ksl 1
\Ke, = t2.Ks2) (1646)

Donde t es la distancia desde el centro de corte del edificio al centro de corte de cada elemento de

arriostramiento.

Se concluye que el analisis de la deflexion pura de un edificio alto se puede usar para realizar el
andlisis torsional si las rigideces de los elementos de arriostramiento encuentran su rigidez

torsional equivalente.

Surge un inconveniente, no existe una metodologia exacta para el calculo del centro de corte de
un edificio que consta de diferentes elementos estructurales. Para efectos de este proyecto de

investigacion, se seguira el enfoque de Zalka (2020):

{— XSy X o _Z?:1Sx,i-7i}

0 — » 10 —
Yiz1 Sy Yiz1 Sxi (1647)
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Donde X;, Y; son las distancias perpendiculares de los centros de corte i-ésimo al origen del sistema
de coordenadas, n es el nimero de elementos estructurales y S; es la rigidez del i-ésimo elemento

de arriostramiento calculado como la inversa de la deflexion méxima debido a una carga unitaria.
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Figura 103. Elementos estructurales con su respectivo brazo de torsién (Zalka, 2020).

El momento torsional total del edificio es:

L _
m=w.Xe _W(E_X") (1648 )

El momento de torsion compartido en la i-ésimo unidad de arriostramiento es:

M= qy,i.m (1649)

Donde el parametro torsional g, ; cumple la misma funcion repartidora que el parametro

traslacional g; utilizado en la seccion anterior.

Sw,i

aw,i = Sfm o
Yicy Swi (1650 )

La rigidez torsional gobernante de la unidad de refuerzo i-ésimo se define como:
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2 tiz tiz
Swi=Si.th= =
Ymax yu ( 1651 )

Cualquiera que sea el elemento estructural que se elija para evaluar la rotacion del edificio, el
resultado seré el mismo. Por lo tanto, parece practico elegir un muro de corte, ya que su ecuacion
es mas simple. Es importante aclarar que, sin embargo, para calcular el repartidor de la carga
externa en el elemento estructural, se requiere la determinacion de la deflexion maxima de cada
elemento estructural del sistema de arriostramiento, y, por lo tanto, es necesario resolver el

desplazamiento lateral de todos los elementos estructurales presentes en el edificio.

4.5.3 Desplazamiento acoplado lateral-torsional del edificio

Un concepto bien conocido por los ingenieros estructurales es que “no existe edificio sin torsion”.
Si bien es cierto este concepto es relativo debido a que matematicamente puede lograrse que el
edificio sea doblemente simétrico, el término “excentricidad accidental” que esta provista en la

mayoria de los codigos sismicos del mundo, hace que esta definicion sea absolutamente cierta.

Cuando un edificio alto se somete a una carga lateral horizontal, el edificio responde de manera
compleja desarrollando dos fendmenos: desplazamiento traslacional puro y rotacion alrededor del

centro de rigidez del edificio.

El hecho de encontrarnos bajo un comportamiento lineal eléstico del edificio, hace que, mediante
el principio de superposicion, ambos fendmenos se puedan separar, lo que permite analizar al
edificio bajo un desplazamiento puramente lateral y bajo una rotacion pura alrededor del centro de

rigidez.

Figura 104. Planta estructural de un edificio a) Edificio simétrico, y b) Edificio asimétrico (Zalka, 2020).

Donde el punto “O” ubica al centro de masas y el punto “C” ubica al centro de rigidez.
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Figura 105. Desplazamiento total de un edificio asimétrico. a) v=desplazamiento maximo, b)
vo=desplazamiento debido a una fuerza aplicada en su centro de rigidez, y c) v, =desplazamiento debido al
momento torsional en su centro de rigidez (Zalka, 2020).

El comportamiento del edificio se analiza entonces transfiriendo la carga lateral horizontal ubicada
en el centro de masa hacia el centro de rigidez produciendo un momento torsional debido al
traslado de la fuerza lateral horizontal (M = F.X_.). La carga horizontal desarrolla solo
desplazamientos laterales mientras que el momento torsor desarrolla solo rotacion en el edificio

(alrededor del centro de rigidez).

El desplazamiento maximo del edificio se desarrolla en el punto mas alejado respecto al centro de

rigidez y haciendo uso del angulo de rotacion, se tiene:

V=0 + Uy (1652)

El desplazamiento maximo resulta:

Umax = V() = Vo) T Xmax- P#) (1653)

Torsion ‘

Figura 106. Desplazamiento lateral y torsional de un edificio (Schmidts, 1998).
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4.6 ANALISIS ESTRUCTURAL DINAMICO DEL EDIFICIO ALTO

4.6.1 Periodo lateral del edificio

Cuando el edificio es doblemente simétrico en planta, los periodos laterales se calculan
directamente del analisis de la viga de reemplazo con sus rigideces caracteristicas equivalentes

calculadas segun la estrategia adecuada.

4.6.2 Periodo torsional del edificio

Se utiliza la analogia de Vlasov para el célculo de las rigideces caracteristicas y se adopta el

enfoque de Zalka (2020) para calcular el centro de corte:

{— T fyi X 7 ?=1fxz,i-7i}

XO = a5 0 = n
XL f L fi (1654 )

Donde f; es la frecuencia del i-esimo elemento de arriostramiento. Debe tenerse en cuenta que el
factor de correccion por masa distribuida debe aplicarse a las rigideces caracteristicas y la masa
distribuida corresponde a la masa torsional e igual a la masa lateral multiplicada por el radio de

giro al cuadrado.

4.6.3 Periodo acoplado lateral-torsional del edificio

Conocidas las frecuencias desacopladas laterales y torsionales, para calcular las frecuencias

acopladas, Zalka (2020) propone la siguiente ecuacion:

(f2)? + ax(f*)? + a,(f*) +ag = 0 (1655)
Donde
( _ RES RE+REARE _RG+EG - -F —fF)
Qo =7 (> 4 = y Az =
4 1—-t2—t2 1—-t2—t2 1—t2 -y} $
I tx = ﬁ'ty = & I
\ ip ip ) (1656)

La raiz mas pequefia de la ecuacion cubica produce la frecuencia acoplada lateral torsional del

edificio.
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4.7 ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL EDIFICIO ALTO

4.7.1 Carga critica lateral del edificio

Cuando el edificio es doblemente simétrico en planta, la carga critica lateral se calculan
directamente del analisis de la viga de reemplazo con sus rigideces caracteristicas equivalentes
calculadas segun la estrategia adecuada.

4.7.2 Carga criticatorsional del edificio

Se utiliza la analogia de Vlasov para el calculo de las rigideces caracteristicas y se adopta el
enfoque de Zalka (2020) para calcular el centro de corte:

? =1 Ny Xi o &qu
0=

— ¥, =
i=1 Ny,i Yizg N (1657)

Donde N; es la frecuencia del i-ésimo elemento de arriostramiento. Debe tenerse en cuenta que el
factor de correccion por masa distribuida debe aplicarse a las rigideces caracteristicas y la masa
distribuida corresponde a la masa torsional e igual a la masa lateral multiplicada por el radio de

giro al cuadrado.

4.7.3 Carga critica acoplado lateral-torsional del edificio

Conocidas las cargas criticas desacopladas laterales y torsionales, para calcular las cargas criticas

acopladas, Zalka (2020) propone la siguiente ecuacion:

(N)? + by (N)? + by(N) + by = 0 (1658 )
Donde:
( _ Ncr,chr,chr,<p
0 1—t2—t2
Ncr,chr,y + NCT,(pNCT,X + Ncr,<chr,y
by = 1—t2—¢t2
3 XY \
_ Ncr,xtJ% + Ncr,yt32/ - Ncr,x - Ncr,y - Ncr,q)
2 1—t; —vyy
X
te =251, =2
\ Ip Ip J (1659)
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La raiz mas pequefia de la ecuacién cubica produce la carga critica acoplada lateral torsional del
edificio.

4.8 APLICACIONES NUMERICAS

Con el objetivo de verificar la eficiencia de los modelos de vigas de reemplazo desarrolladas en
este proyecto de investigacion, en esta seccion se desarrollard el andlisis de precision y
confiabilidad de la metodologia propuesta. Para la comparacion se utilizard los programas de
elementos finitos SAP 2000 y ETABS 2016, los cuales se consideraran exactos. Una diferencia
positiva significa una sobreestimacién y una respuesta negativa significa una subestimacion de la

respuesta aproximada frente a la respuesta considerada exacta.

4.8.1 Muro de corte

Se analizaran 90 muros de corte que consiste de diez muros W1-W10 a quienes se hara variar su
altura de cinco a ochenta pisos (5, 10, 15, 20, 25, 30, 40, 6, 80 pisos). EI modulo de elasticidad es
E = 25x10° kN/m2, el coeficiente de Poisson es v=0.20, el mddulo de corte es G = 14.42x10°
kN/m2, la altura del piso es h = 3.00 m, labase es b = 0.25 my la carga de viento uniformemente
distribuida es w = 5.00 kN/m.

Vi W ;5:;:/,.-,»;1 Viiiziiiia r«'«-»,-:{f::‘1.;.;.4.5.;,;.»-;» A ;«:,,;*.-,f:.:»’-:;:;':*a_rj«:f:d 1"‘2,Z‘.-ﬁC‘;S’-:’-j«i-';"-’-i:lu,';»] i
w4 W5 Wo W7 we W9 W10

Figura 107. Muros de corte W1-W10 para el analisis de precision.

Se realiz6 un analisis de precision de la viga Timoshenko como viga de reemplazo para los muros
de corte. El resumen de los anélisis se da en la tabla 10 donde el término “rango de diferencia” se

refiere a la diferencia entre la solucion aproximada y la solucién por FEM.
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Tabla.10

W1-W10.

Precision de la viga Timoshenko (TB) para el analisis de deflexion maxima de los muros de corte

Muros de corte

Rango de Diferencia (%)

Diferencia absoluta
promedio (%)

Diferencia maxima (%)

Solucién continua

-0.035% - 0.030%

0.005%

0.035%

La figura 108 muestra como varia el rango de diferencia a medida que aumenta la altura del

elemento estructural.

0.5%

0.4%

0.3%

0.2%

0.1%

0.0%

% Error

-0.1%

-0.2%

-0.3%

-0.4%

-0.5%

—F1

15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
N° Pisos
F2 F3 F4 —F5 F6 F7 F8 F9 F10

Figura 108. Precision de la viga Timoshenko (TB) como viga de reemplazo para los muros de corte.

Un andlisis de la tabla 10 y la figura 108 muestran la excelente precision de la viga Timoshenko

como viga de reemplazo para los muros de corte. Los resultados muestran un rango de diferencia

entre el -0.035% y el 0.030%, una diferencia absoluta promedio del 0.005% y una diferencia

méaxima del 0.035%.

Con el objetivo de analizar la influencia del efecto del cortante, también se idealiz6 a los muros de

corte como viga de flexion (EBB). El resumen se aprecia en la tabla 11.

Tabla.11

W1-W10.

Precision de la viga de flexion (EBB) para el anélisis de deflexién maxima de los muros de corte

Muros de corte

Rango de Diferencia (%)

Diferencia absoluta
promedio (%)

Diferencia maxima
(%)

Solucidn continua

-29.9% - 0.0%

29.9%

29.9%
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Figura 109. Precision de la viga de flexion (EBB) como viga de reemplazo para los muros de corte.

Como era de esperar se esperan grandes errores para los muros menos esbeltos debido a que el
efecto del cortante es importante y no puede ser descuidado. En todos los casos analizados se
observa que el modelo de viga de flexion (EBB) subestima los resultados. Los resultados muestran
un rango de diferencia entre el -29.9% y el 0%, una diferencia absoluta promedio del 29.9% y una

diferencia maxima del 29.9%.

Se concluye que el utilizar la viga de reemplazo tipo “Viga Timoshenko (TB)” para analizar a los

muros de corte es apropiado y muestra una excelente precision considerandose exacto.
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4.8.2 Poértico

Se analizaran un total de 540 pérticos. El analisis consiste en 60 pérticos F1-F60, a quienes se hara
variar su altura de cinco a ochenta pisos (5, 10, 15, 20, 25, 30, 40, 6, 80 pisos) y el niUmero de
tramos en uno y cuatro. El modulo de elasticidad es E = 25x10° kN/m2, el coeficiente de Poisson
es v=0.20, el mddulo de corte es G = 14.42x10° kN/m2, la altura del piso es h = 3.00 m, la
longitud a ejes entre columnas es L = 6.00 m y la carga de viento uniformemente distribuida es

w = 5.00 kN/m. La tabla 12 muestra las secciones de los elementos estructurales viga y columna.

Tabla.12 Seccion de columna y viga para porticos F1-F60.

Viga Columna Pérti Viga Columna
bm) | h(m) | bm) | h(m | o[ b(m [h(m) | b(m) | h(m)
F1 0.4 0.4 0.4 0.4 F31 0.4 0.4 0.4 1.6
F2 0.4 0.6 0.4 0.4 F32 0.4 0.6 0.4 1.6
F3 0.4 0.8 0.4 0.4 F33 0.4 0.8 0.4 1.6
F4 0.4 1.0 0.4 0.4 F34 0.4 1.0 0.4 1.6
F5 0.4 1.2 0.4 0.4 F35 0.4 1.2 0.4 1.6
F6 0.4 0.4 0.4 0.6 F36 0.4 0.4 0.4 1.8
F7 0.4 0.6 0.4 0.6 F37 0.4 0.6 0.4 1.8
F8 0.4 0.8 0.4 0.6 F38 0.4 0.8 0.4 1.8
F9 0.4 1.0 0.4 0.6 F39 0.4 1.0 0.4 1.8
F10 0.4 1.2 0.4 0.6 F40 0.4 1.2 0.4 1.8
F11 0.4 0.4 0.4 0.8 F41 0.4 0.4 0.4 2.0
F12 0.4 0.6 0.4 0.8 F42 0.4 0.6 0.4 2.0
F13 0.4 0.8 0.4 0.8 F43 0.4 0.8 0.4 2.0
F14 0.4 1.0 0.4 0.8 F44 0.4 1.0 0.4 2.0
F15 0.4 1.2 0.4 0.8 F45 0.4 1.2 0.4 2.0
F16 0.4 0.4 0.4 1.0 F46 0.4 0.4 0.4 0.4
F17 0.4 0.6 0.4 1.0 F47 0.4 0.6 0.4 0.4
F18 0.4 0.8 0.4 1.0 F48 0.4 0.8 0.4 0.4
F19 0.4 1.0 0.4 1.0 F49 0.4 0.4 0.4 0.8
F20 0.4 1.2 0.4 1.0 F50 0.4 0.6 0.4 0.8
F21 0.4 0.4 0.4 1.2 F51 0.4 0.8 0.4 0.8
F22 0.4 0.6 0.4 1.2 F52 0.4 0.4 0.4 1.2
F23 0.4 0.8 0.4 1.2 F53 0.4 0.6 0.4 1.2
F24 0.4 1.0 0.4 1.2 F54 0.4 0.8 0.4 1.2
F25 0.4 1.2 0.4 1.2 F55 0.4 0.4 0.4 1.6
F26 0.4 0.4 0.4 14 F56 0.4 0.6 0.4 1.6
F27 0.4 0.6 0.4 14 F57 0.4 0.8 0.4 1.6
F28 0.4 0.8 0.4 14 F58 0.4 0.4 0.4 2.0
F29 0.4 1.0 0.4 14 F59 0.4 0.6 0.4 2.0
F30 0.4 1.2 0.4 14 F60 0.4 0.8 0.4 2.0

Pértico
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Figura 110. Pdrticos F1-F45 de un tramo con seccidn transversal (base/peralte) en metros para el andlisis de
precision
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Figura 111. Pérticos F1-F45 de cuatro tramos con seccidn transversal (base/peralte) en metros para el anélisis
de precision
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e Anélisis de precision de la viga sdndwich (SWB) como viga de reemplazo

Tabla.13

de un tramo para N>3 pisos.

Precision de la viga sandwich (SWB) para el andlisis de deflexion maxima de los pérticos F1-F27

Porticos N>5

Rango de Diferencia (%)

Diferencia Absoluta
Promedio (%)

Diferencia Méaxima (%)

Solucién continua

-1.50% - 5.33%

1.37%

5.33%

Tabla.14 Precision de la viga sandwich (SWB) para el andlisis de deflexion maxima de los pérticos F1-F27
de un tramo N>10 pisos.
Porticos N>10 Rango de Diferencia (%) Diferencia Absoluta Diferencia Méaxima (%)

Promedio (%)

Solucién continua

-049% - 1.79%

0.43%

1.79%

Tabla.15 Precision de la viga sandwich (SWB) para el analisis de deflexién maxima de los pérticos F1-F27
de un tramo N>15 pisos.
L. . . Diferencia Absoluta . sl
Porticos N>15 Rango de Diferencia (%) C Diferencia Méaxima (%)
Promedio (%)
Solucion continua | -0.49% -  0.53% 0.17% 0.53%
20%
15%
10%
5%
S
5 0% §
= 55 65 70 75 80
sy
-10%
-15%
-20% .
N° Pisos
—F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9
F10 F11 F12 F13 F14 F15 FI6 ——F17 F18
F19 F20 F21 F22 ——F23 ——F24 F25 F26 F27
F28 F29 F30 F31 F32 F33 F34 F35 F36
Figura 112. Precision de la viga sandwich (SWB) como viga de reemplazo para los pérticos F1-F45 de un

tramo.
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Tabla.16

Precision de la viga sandwich (SWB) para el andlisis de deflexion méxima de los pérticos F1-F27
de cuatro tramos para N> pisos.

Porticos N>5

Diferencia Absoluta

. a0
Promedio (%) Diferencia Maxima (%)

Rango de Diferencia (%)

Solucién continua

-5.61% - 2.95% 2.09% 5.61%

Tabla.17 Precision de la viga sandwich (SWB) para el andlisis de deflexidn maxima de los pdrticos F1-F27
de cuatro tramos para N>10 pisos.
Porticos N>10 Rango de Diferencia (%) Diferencia Absoluta Diferencia Méaxima (%)

Promedio (%)

Solucién continua

-561% - 0.44% 1.89% 5.61%

Tabla.18 Precision de la viga sandwich (SWB) para el analisis de deflexion maxima de los porticos F1-F27
de cuatro tramos para N>15 pisos.
Porticos N>15 Rango de Diferencia (%) Diferencia Absoluta Diferencia Maxima (%)

Promedio (%)

Solucién continua

-561% - 0.14% 1.83% 5.61%

Error (%)

20%
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e T B T — ) — |

75---80

-5%

-10%
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N° Pisos
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—F51 —F52 —F53 —F54 —F55

Figura 113. Precision de la viga sandwich (SWB) como viga de reemplazo para los pérticos F1-F45 cuatro
tramos.

Se concluye que el utilizar la viga de reemplazo tipo viga sandwich (SWB) para analizar a los

porticos es apropiado y muestra una excelente precisién dentro de los criterios de ingenieria;

ademas, se observa que el error disminuye drasticamente a medida que la altura del edificio

aumenta.
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4.8.3 Muro de corte acoplado

Se analizarén un total de 324 muros de corte acoplados. El andlisis consiste en 36 muros de corte
acoplados CSW1-CSW36, a quienes se hara variar su altura de cinco a ochenta pisos (5, 10, 15,
20, 25, 30, 40, 6, 80 pisos) y el nimero de tramos en uno. EI médulo de elasticidad es E = 25x10°
kN/m2, el coeficiente de Poisson es v=0.20, el médulo de corte es G = 14.42x10° kN/m2, la
altura del piso es h = 3.00 m, la longitud libre entre muros de corte es L = 6.00 my la carga de

viento uniformemente distribuida es w = 5.00 kN/m. La tabla 19 muestra las secciones de los

elementos estructurales viga y muros de corte.

Tabla.19 Seccion de muro y viga para los muros de corte acoplados CSW1-CSW36.
Viga Muro Viga Muro
CSW b (m) h (m) b (m) h (m) cSw b (m) h (m) b (m) h (m)
CSw1 0.4 0.4 0.4 3.0 CSW19 0.4 0.4 0.4 6.0
CSW2 0.4 0.6 0.4 3.0 CSW20 0.4 0.6 0.4 6.0
CSW3 0.4 0.8 0.4 3.0 CSw21 0.4 0.8 0.4 6.0
Ccsw4 0.4 1.0 0.4 3.0 CSW22 0.4 1.0 0.4 6.0
CSW5 0.4 1.2 0.4 3.0 CSW23 0.4 1.2 0.4 6.0
CSW6 0.4 15 0.4 3.0 CSW24 0.4 15 0.4 .0
CSwv 0.4 0.4 0.4 4.0 CSW25 0.4 0.4 0.4 7.0
CSW8 0.4 0.6 0.4 4.0 CSW26 0.4 0.6 0.4 7.0
CSW9 0.4 0.8 0.4 4.0 CSw27 0.4 0.8 0.4 7.0
CSW10 0.4 1.0 0.4 4.0 CSwW28 0.4 1.0 0.4 7.0
Cswii 0.4 1.2 0.4 4.0 CSW29 0.4 1.2 0.4 7.0
CSW12 0.4 15 0.4 4.0 CSWa30 0.4 15 0.4 7.0
CSW13 0.4 0.4 0.4 5.0 CSwal 0.4 0.4 0.4 8.0
Cswi14 0.4 0.6 0.4 5.0 CSWa32 0.4 0.6 0.4 8.0
CSW15 0.4 0.8 0.4 5.0 CSWa33 0.4 0.8 0.4 8.0
CSW16 0.4 1.0 0.4 5.0 CSW34 0.4 1.0 0.4 8.0
CsSwiv 0.4 1.2 0.4 5.0 CSW35 0.4 1.2 0.4 8.0
CSwis 0.4 15 0.4 5.0 CSW36 0.4 15 0.4 8.0
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Figura 114. Muros de corte acoplados CSW 1-36 de un tramo con seccidn transversal (base/peralte) en metros
para el analisis de precision.
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Andlisis de precision de la viga sandwich (SWB) como viga de reemplazo

e No se toma en cuenta la rigidez al corte local de los muros de corte

Las tablas 20 y 21 muestran los resultados del anélisis estructural de los muros de corte acoplados

modelados como vigas sandwich sin tener en cuenta la rigidez al corte local de los muros de corte.

Tabla.20 Precision de la viga sandwich (SWB) para el andlisis de deflexion méaxima de los muros de corte
acoplados CSW1-CSW36 de un tramo N>/0 pisos.

. . Diferencia Absoluta . sl
0 0,
CSW N>10 Rango de Diferencia (%) Promedio (%) Diferencia Maxima (%)
Solucioén continua | -23.39% - 1.21% 10.22% 23.39%

Tabla.21 Precision de la viga sandwich (SWB) para el andlisis de deflexion maxima de los muros de corte
acoplados CSW1-CSW36 de un tramo N>15 pisos.

. . Diferencia Absoluta . s
0, 0,
CSW N=>15 Rango de Diferencia (%) Promedio (%) Diferencia Méaxima (%)

Solucion continua | -13.34% -  1.21% 5.83% 13.34%
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Figura 115. Precision de la viga sandwich (SWB) como viga de reemplazo para los muros de corte acoplados
CSW1-CSW36 de un tramo.

Se observa que el no incluir la rigidez al corte local de los muros de corte en los primeros pisos

conduce a errores que no son despreciables.
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e Setoma en cuenta la rigidez al corte local de los muros de corte

Las tablas 22 y 23 muestran los resultados del anélisis estructural de los muros de corte acoplados
modelados como vigas sandwich teniendo en cuenta la rigidez al corte local de los muros de corte.

Tabla.22 Precision de la viga sandwich (SWB) para el andlisis de deflexion méaxima de los muros de corte
acoplados CSW1-CSW36 de un tramo N>10 pisos.

Diferencia Absoluta

. iU 7o
Promedio (%) Diferencia Maxima (%)

CSW N>10 Rango de Diferencia (%)

Solucién continua | -5.42% - 7.43% 2.19% 7.43%

Tabla.23 Precision de la viga sandwich (SWB) para el andlisis de deflexion maxima de los muros de corte
acoplados CSW1-CSW36 de un tramo N>15 pisos.

. . Diferencia Absoluta . . L.
> 0 ! 0
CSW N>15 Rango de Diferencia (%) Promedio (%) Diferencia Maxima (%)
Solucién continua | -2.26% - 7.43% 1.56% 7.43%
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Figura 116. Precision de la viga sandwich (SWB) como viga de reemplazo para los muros de corte acoplados
CSW1-CSW36 de un tramo.

Se observa que el incluir la rigidez al corte local de los muros de corte en los primeros pisos reduce

drasticamente los errores.
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e Setoma en cuenta la rigidez al corte local de los muros de corte solo en los primeros pisos

Las tablas 24 y 25 muestran los resultados del anélisis estructural de los muros de corte acoplados

modelados como vigas sdndwich teniendo en cuenta la rigidez al corte local de los muros de corte

en los primeros pisos y despreciando la rigidez al corte local de los muros en los pisos superiores.

Tabla.24 Precision de la viga sandwich (SWB) para el andlisis de deflexion méaxima de los muros de corte
acoplados CSW1-CSW36 de un tramo N>10 pisos.
CSW N>10 Rango de Diferencia (%) Diferencia Absoluta Diferencia Maxima (%)

Promedio (%)

Solucién continua

-5.44% - 5.11%

1.13%

5.44%

Tabla.25 Precision de la viga sandwich (SWB) para el andlisis de deflexion maxima de los muros de corte
acoplados CSW1-CSW36 de un tramo N>15 pisos.
CSW N>15 Rango de Diferencia (%) Diferencia Absoluta Diferencia Maxima (%)

Promedio (%)

Solucién continua

-5.44% - 5.11%

0.56%

5.44%
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Figura 117. Precision de la viga sandwich (SWB) como viga de reemplazo para los muros de corte acoplados
CSW1-CSW36 de un tramo.

El modelo de viga sandwich que incluyé el corte local de los muros en los primeros pisos e ignoro

el corte local de los muros en los pisos superiores ha demostrado una excelente precision con error

méaximo del 5% y por lo tanto, se concluye que el utilizar la viga de reemplazo tipo viga sandwich

(SWB) para analizar a los muros de corte acoplados es apropiado y muestra una excelente precision

dentro de los criterios de ingenieria.
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4.8.4 Portico de concreto armado

Se analizara

un total de 18 podrticos. El analisis consiste en dos porticos a quienes se hara variar su

altura de cinco a ochenta pisos (5, 10, 15, 20, 25, 30, 40, 6, 80 pisos) y el niUmero de tramos en dos y

tres. Las pro

piedades mecénicas se resumen en la tabla 26.

Woq_ Wi,
| & - ’ L — H
¢ 4 = 3 1 2=z 3  raeee | =23
6.00m 5.00m 6.00m goom  600m
(a) (b)
Figura 118. Pértico de concreto: (a) un tramo (b) dos tramos.
Tabla.26 Propiedades estructurales y geometrias de los porticos.
Altura del piso 3 m
Longitud a ejes de columnas 6 m
Peralte de viga 0.7 m
Ancho de viga 0.4 m
Peralte de columna 0.4 m
Ancho de columna 0.4 m
Maodulo de elasticidad 25000000 kN/m2
Densidad de masa por unidad de longitud 50 kN/m
Coeficiente de Poisson 0.2 -
Carga uniformemente distribuida 5 kN/m
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4.8.4.1 Analisis estatico

Las figuras 119 y 120 demuestran la precision de la solucion aproximada. En general se encontro
que la solucién continua conduce a estimaciones promedias del 1.41% para el portico de dos
tramos y del 2.10% para el portico de tres tramos. Es importante mencionar que el error tiende a
estabilizarse y a reducirse a medida que se aumenta la altura del portico. Ademas, puede observarse

la tendencia casi exacta del andlisis con la longitud a ejes de las vigas y considerando zona rigida

en los nudos.
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Figura 119. Precision del desplazamiento maximo del pértico de dos tramos.
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Figura 120. Precision del desplazamiento maximo del portico de tres tramos.
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4.8.4.2 Analisis dindmico

Los resultados son similares al caso estatico. Las figuras 121 y 122 demuestran la precision de la
solucion aproximada. En general se encontrd que la solucion continua conduce a estimaciones
promedias del 1.45% para el pdrtico de dos tramos y del 1.47% para el pértico de tres tramos. Es
importante mencionar que el error tiende a estabilizarse y a reducirse a medida que se aumenta la
altura del pdrtico. Ademas, puede observarse la tendencia casi exacta del analisis con la longitud

a ejes de las vigas y considerando zona rigida en los nudos.
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Figura 121. Precision del periodo fundamental del pértico de dos tramos.
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Figura 122. Precision del periodo fundamental del portico de tres tramos.
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4.8.4.3 Analisis de estabilidad

Las figuras 123 y 124 demuestran la precision de la solucion aproximada. En general se encontrd
que la solucién continua conduce a estimaciones promedias del 1.62% para el pértico de dos
tramos y del 1.01% para el pdrtico de tres tramos. Es importante mencionar que se utilizo solo
cuatro iteraciones para el célculo de la carga critica, un mayor nimero de iteraciones conduciria a
un error mas pequefio. Ademas, se encontré que a medida que el valor del pardmetro a crece se

necesitan un mayor de nimero de iteraciones para un valor méas cercano al exacto.
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Figura 123. Precision de la carga critica del pértico de dos tramos.
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Figura 124. Precision de la carga critica del portico de tres tramos.
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4.8.5 Muro de corte acoplado

Se analizara un total de 9 muros de corte acoplados. El analisis consiste en un muro de corte acoplado
a quien se hara variar su altura de cinco a ochenta pisos (5, 10, 15, 20, 25, 30, 40, 6, 80 pisos). Las

propiedades mecanicas se resumen en la tabla 27.
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Figura 125. Muro de corte acoplado.

Tabla.27 Propiedades estructurales y geometrias del muro de corte acoplado.

Altura del piso 3 m

Longitud a ejes de muros de corte 6 m

Peralte de viga 0.8 m

Ancho de viga 0.4 m

Peralte del muro de corte 4.0 m

Ancho del muro de corte 0.4 m
Madulo de elasticidad 25000000 KN/m2
Densidad de masa por unidad de longitud 50 kN/m

Coeficiente de Poisson 0.2 -
Carga uniformemente distribuida 5 kN/m
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4.85.1 Analisis estatico

La figura 126 demuestra la precision de la solucion aproximada. En general se encontrd que la
solucion continua conduce a estimaciones promedias del -2.20% para analisis a ejes de las vigas y
del 1.80% para el caso de considerar zona rigida en los nudos. Es importante mencionar que para
ambos casos el error tiende a estabilizarse y a reducirse a medida que se aumenta la altura del

portico.
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Figura 126. Precision del desplazamiento maximo del muro de corte acoplado.

4.8.5.2 Analisis dinamico

Los resultados son similares al caso estatico. La figuras 127 demuestra la precision de la solucion
aproximada. En general se encontrd un error promedio del -1.01% para el caso de longitud a ejes
y del 0.95% para el caso de considerar zonas rigidas en los nudos. Es importante mencionar que
para ambos casos el error tiende a estabilizarse y a reducirse a medida que se aumenta la altura del

portico.
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Figura 127. Precision del periodo fundamental del muro de corte acoplado.

4.8.5.3 Anélisis de estabilidad
La figura 128 demuestra la precisién de la solucién aproximada. Se utilizé solo cuatro iteraciones

y se encontrd un error promedio del 2.54% para el caso de longitud a ejes y del 2.84% para el caso

de considerar zonas rigidas en los nudos.
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Figura 128. Precision de la carga critica del muro de corte acoplado.
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4.8.6 Edificio de porticos

Se analizara un total de 9 edificios de pdrticos. El analisis consiste en un edificio de portico de tres
tramos a quien se hara variar su altura de cinco a ochenta pisos (5, 10, 15, 20, 25, 30, 40, 6, 80 pisos).

Las propiedades mecanicas se resumen en la tabla 28.
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Figura 129. Edificio de porticos.
Tabla.28 Propiedades estructurales y geometrias del edificio de porticos.
Altura del piso 3 m
Longitud a ejes de columnas 5 m
Peralte de viga 0.6 m
Ancho de viga 0.4 m
Peralte de columna 0.4 m
Ancho de columna 0.4 m
Maodulo de elasticidad 25000000 kN/m2
Densidad de masa por unidad de longitud 10 kN/m2
Coeficiente de Poisson 0.2 -
Carga uniformemente distribuida 5 kN/m2
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4.8.6.1 Anélisis estético
La figura 130 demuestra la precision de la solucién aproximada. En general se encontrd que la
solucion continua conduce a estimaciones promedias del -3.71% para analisis a ejes de las vigas y
del -3.88% para el caso de considerar zona rigida en los nudos. Es importante mencionar que para
ambos casos el error tiende a estabilizarse y a reducirse a medida que se aumenta la altura del
portico.
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Figura 130. Precision del desplazamiento maximo del edificio de pérticos.

4.8.6.2 Analisis dinamico

Los resultados son similares al caso estatico. La figuras 131 demuestra la precision de la solucion
aproximada. En general se encontré un error promedio del 1.18% para el caso de longitud a ejes y
del 1.13% para el caso de considerar zonas rigidas en los nudos. Es importante mencionar que para
ambos casos el error tiende a estabilizarse y a reducirse a medida que se aumenta la altura del

portico.
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Figura 131. Precision del periodo fundamental del edificio de pérticos.

4.8.6.3 Anaélisis de estabilidad

La figura 132 demuestra la precision de la solucion aproximada. Se encontro un error promedio
del 6.74% para el caso de longitud a ejes y del 5.76% para el caso de considerar zonas rigidas en
los nudos. Es importante mencionar que se utilizd solo cuatro iteraciones para el célculo de la
carga critica, un mayor namero de iteraciones conduciria a un error mas pequefio. Ademas, se
encontré que a medida que el valor del pardmetro a crece se necesitan un mayor de nimero de

iteraciones para un valor mas cercano al exacto.
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Figura 132. Precision del periodo fundamental del edificio de porticos.
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4.8.7 Edificio dual de portico y muro de corte

Se analizara un total de 9 edificios duales de portico y muro de corte. El analisis consiste en un edificio
dual a quien se hara variar su altura de cinco a ochenta pisos (5, 10, 15, 20, 25, 30, 40, 6, 80 pisos).

Las propiedades mecénicas se resumen en la tabla 29.

) 5.00 ) 5.00 ‘
N O -
2-bay frame
Wall
5.00 1
[0 [0
= £
© - = ®
W 400 T RS | 10.00
. > . ; g > .
© ©
£ 2
N N
Wall
5.00
4.00 ‘
2-bay frame
+ll | -

10.00 !

Figura 133. Edificio dual de p6rtico y muro de corte.

Tabla.29 Propiedades estructurales y geometrias del edificio dual de pdrtico y muro de corte.

Altura del piso 3 m

Longitud a ejes de columnas 5 m

Peralte de viga 0.6 m

Ancho de viga 0.4 m

Peralte de columna 4.0 m

Ancho de columna y muro de corte 0.4 m
Madulo de elasticidad 25000000 KN/m2
Densidad de masa por unidad de longitud 50 kKN/m

Coeficiente de Poisson 0.2 -
Carga uniformemente distribuida 5 kN/m
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4.8.7.1 Analisis estatico

La figura 134 demuestra la precision de la solucién aproximada. En general se encontrd que la
solucion continua conduce a estimaciones promedias del 4.88% para analisis a ejes de las vigas y
del 5.32% para el caso de considerar zona rigida en los nudos. Es importante mencionar que para
ambos casos el error tiende a estabilizarse y a reducirse a medida que se aumenta la altura del
edificio.
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Figura 134. Precision del desplazamiento maximo del edificio dual de porticos y muros de corte.

4.8.7.2 Analisis dinamico

Los resultados son similares al caso estatico. La figura 135 demuestra la precision de la solucion
aproximada. En general se encontrd un error promedio del 2.82% para el caso de longitud a ejes y
del 3.06% para el caso de considerar zonas rigidas en los nudos. Es importante mencionar que para
ambos casos el error tiende a estabilizarse y a reducirse a medida que se aumenta la altura del

edificio.
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Figura 135. Precision del periodo fundamental del edificio dual de pérticos y muros de corte.

4.8.7.3 Andlisis de estabilidad

La figura 136 demuestra la precision de la solucién aproximada. Se utiliz6 solo cuatro iteraciones
y se encontrd un error promedio del 4.10% para el caso de longitud a ejes y del 4.65% para el caso

de considerar zonas rigidas en los nudos.
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Figura 136. Precision de la carga critica del edificio dual de pdrticos y muros de corte.
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5 CAPITULOV. DISCUSION

51 DISCUSION DE RESULTADOS

Nollet (1979) y Hoenderkamp (1983) trabajaron el andlisis estatico de edificios altos
utilizando el método continuo. En el desarrollo de este proyecto de investigacion se encontrd que
derivando las ecuaciones de la viga de reemplazo tipo sandwich (SWB) utilizando el método

continuo con formulacion energética conducen a los mismos resultados.

Miranda (1999), utilizé la viga de reemplazo que consiste en el acoplamiento en paralelo
de la viga de flexion y corte (CTB) y desarrollé el analisis estatico sujeto a una carga lateral general
con perfil general que depende tnicamente de un parametro. En este proyecto de investigacion se

generalizé este enfoque a todas las vigas de reemplazo estudiadas.

Potzta (2002), desarroll6 un modelo de viga de reemplazo para todo el edificio utilizando
una viga sandwich con un enfoque energético. En este proyecto de investigacion se generalizo este
enfoque utilizando la viga de reemplazo tipo sandwich generalizado que considera adicionalmente

la rigidez al corte local de los elementos verticales.

Bozdogan (2010), utilizé el método continuo y el método de matriz de transferencia para
el andlisis estatico, dinamico y estabilidad del edificio alto modelando al edificio como una viga
de reemplazo tipo sdndwich generalizado (GSB). En el desarrollo de este proyecto de investigacion
se encontrd que derivando las ecuaciones de la viga de reemplazo tipo sandwich generalizado
(GSB) utilizando el método continuo y matriz de transferencia con formulacion energética

conducen a los mismos resultados.

Hans (2002), Jigorel (2009), Chesnais (2010), Dinh (2020) y Franco (2021) desarrollaron
el método de homogeneizacion de medios periddicos discretos (HMPD) que consiste en construir
una descripcion global continua de la estructura basada en sus propiedades locales (celda basica).
En el desarrollo de este proyecto de investigacion se encontrd que el analisis dinamico de algunas
vigas de reemplazo conduce a las mismas ecuaciones diferenciales aplicando el método de

homogeneizacion de medios periodicos discretos (HMPD).
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Moghadasi, H. (2015), propuso dos vigas de reemplazo (GSB y GCTB) y los analizé
numéricamente utilizando elementos finitos unidimensionales para el anélisis estéatico y dindmico.
En este proyecto de investigacion se ha continuado con su investigacion pero resolviendo los casos

en forma analitica, cerrada y generalizando el perfil de carga externa para el analisis estéatico.

Zalka, K. (2020), desarrollé un estudio completo del analisis estructural global de edificios
regulares en altura. En el desarrollo de este proyecto de investigacion se encontrd que derivando
las ecuaciones diferenciales de la viga de reemplazo tipo sandwich (SWB) utilizando el método
continuo con formulacién energética conducen a los mismas ecuaciones diferenciales
desarrolladas en su investigacion. Adicionalmente, en este proyecto de investigacion se ha

estudiado el analisis estructural de edificios regulares e irregulares en altura.
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6 CAPITULO VI. CONCLUSIONES Y
RECOMENDACIONES

6.1 CONCLUSIONES

En la formulacion y desarrollo de este proyecto de investigacion, se encontrd muy util utilizar el
enfoque energético y el principio de Hamilton para la deduccion de las ecuaciones diferenciales
del comportamiento de las vigas de reemplazo. Es importante mencionar que los métodos de
calculos analiticos como el desarrollado en este proyecto de investigacion son fundamentales
debido a que permiten verificar los métodos considerados exactos y conocer que parametros
estructurales influyen de forma importante en el comportamiento del edificio alto para realizar un

estudio paramétrico que en edificios altos demanda mucho tiempo y es costoso.

La formulacion analitica permite el anlisis de edificios altos que son uniformes en altura y/o que
pueden tener cambios escalonados estructurales en altura. Esto se logra utilizando dos enfoques
dentro del analisis estructural global del edificio alto. El caso 1 se basa en el método continuo que
conduce a soluciones analiticas y cerradas, y consiste en reemplazar el edificio alto por una viga
de reemplazo equivalente con sus rigideces caracteristicas. El caso 2 se basa en la aplicacion
conjunta del método continuo y el método de matriz de transferencia para reemplazar al edificio
alto por una viga de reemplazo equivalente con variabilidad estructural en altura, donde una
ventaja importante es que la matriz de transferencia se mantiene constante en un tamafio igual al
orden de la ecuacion diferencial (2x2, 4x4 y 6x6) independientemente del namero de pisos del
edificio.

El objetivo principal de esta investigacion es desarrollar una metodologia de andlisis estructural
global de los edificios altos utilizando el método continuo y el método de matriz de transferencia
utilizando una formulacién energética. Para ello, esta investigacion puede contribuir a cuatro areas

de investigacidn en el analisis estructural de los edificios altos:
e Analisis estructural global de vigas de reemplazo.
e Analisis estructural estatico del edificio alto,

e Analisis estructural dindmico del edificio alto, y
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e Analisis estructural de estabilidad del edificio alto.
Las principales caracteristicas de esta investigacion se resumen de la siguiente manera:

1. Vigas de reemplazo para los sistemas estructurales: Se ha desarrollado y resuelto
analiticamente y de forma cerrada el anlisis estructural estatico, dindmico y de estabilidad

de varias vigas de reemplazo de uno, dos y tres campos existentes en la literatura.

Se encontrd que la viga sandwich generalizada (GSB) permite obtener facilmente otras
vigas de reemplazo a medida que se van descuidando algunas rigideces caracteristicas y
puede aplicarse a cualquier sistema estructural. Sin embargo, la viga sdndwich (SWB) muy
utilizado en la literatura por su simplicidad, resulté adecuado para todos los sistemas
estructurales habituales en la practica de la ingenieria estructural. Ademas, también se
estudié vigas mas complejas como el acoplamiento en paralelo de una viga Timoshenko
extensible y una viga de restriccion a la rotacion (GCTB) de 3 campos que permite
reproducir muy bien el comportamiento de los muros de corte acoplados que tienen gran

peralte y donde el corte local de los muros de corte es importante y no puede descuidarse.

2. Analisis estructural estatico del edificio alto: Se ha desarrollado y resuelto
analiticamente y de forma cerrada el andlisis estructural estatico del edificio alto,
definiendo parametros de control como el desplazamiento méximo, la deriva de entrepiso
y la deriva global. La carga lateral tiene un perfil general que depende de un solo parametro.
La solucién analitica permite analizar edificios altos que son simétricos en planta
(considerados como edificios sin torsion) y edificios altos que son asimétricos en uno o dos

ejes que tienen un fuerte acoplamiento lateral - torsional.

3. Analisis estructural dinamico del edificio alto: Se ha desarrollado y resuelto
analiticamente y de forma cerrada el analisis estructural dinamico del edificio alto. EI
parametro de control objetivo de esta seccion es el periodo fundamental del edificio. Al
igual que el andlisis estatico también es posible analizar edificios altos con un fuerte
acoplamiento lateral - torsional. Ademas, en el procedimiento analitico se tuvo en cuenta

la inercia rotacional para evaluar su influencia dentro del comportamiento dinamico.

4. Analisis estructural de estabilidad del edificio alto: Se ha desarrollado y resuelto

analiticamente el analisis estructural de estabilidad del edificio alto. EI parametro de
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control objetivo de esta seccion es la carga critica minima que conduce a un pandeo global
del edificio. Al igual que el anlisis estatico también es posible analizar edificios altos con

un fuerte acoplamiento lateral - torsional.

Las aplicaciones numéricas respaldan que el procedimiento analitico propuesto en este proyecto
de investigacion funciona notablemente bien para el analisis estructural estatico, dinamico y de
estabilidad del edificio alto. Con el propdsito de generalizar el método se estudio edificios con un
nimero minimo de 5 pisos; sin embargo, los resultados mejoran notablemente a medida que

aumentamos la altura del edificio.

6.2 CONTRIBUCIONES PERSONALES

El resultado de este proyecto de investigacion tendra un impacto y beneficio directo en el analisis
estructural de los edificios altos, especialmente en la fase de andlisis y disefio preliminar donde el
ingeniero estructural necesita tomar decisiones rapidas, permitiendo adoptar modelos de vigas de
reemplazo adecuadas sin la necesidad de recurrir a modelos tridimensionales complejos que son
poco practicos y costosos. Se consideran los siguientes aportes al analisis estructural de edificios

altos:

e Miranda (1999) propuso un perfil de carga lateral general dependiente del parametro a 'y
resolvié el andlisis estructural estatico de una viga de reemplazo tipo CTB clasico. En este
proyecto de investigacion se ha continuado con esa investigacion realizando el analisis
estructural estatico de trece vigas de reemplazo de uno, dos y tres campos. Por lo tanto, el
analisis estructural estatico aproximado del edificio alto sujeto a una carga lateral con perfil

general ha sido resuelto.

e Potzta (2002) propuso la viga sandwich equivalente para representar al edificio alto y
desarrollé las relaciones que conducen a las rigideces caracteristicas de la viga de
reemplazo equivalente. En este proyecto de investigacion se ha continuado con la
investigacion y se ha propuesto la viga sandwich generalizada equivalente para representar
al edificio alto y se ha desarrollado las relaciones que conducen a sus rigideces

caracteristicas.
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Bozdogan (2010) desarrollé el andlisis estructural estatico, dindmico y de estabilidad de
una viga de reemplazo tipo sandwich generalizado (GSB1) utilizando el método de matriz
de transferencia y Moghadasi (2015) desarrollé el analisis estructural estatico y dindmico
de la viga de reemplazo tipo sandwich generalizado (GSB1) utilizando el método de
elementos finitos unidimensionales. En este proyecto de investigacion se ha resuelto el
analisis estructural estatico, dindmico y de estabilidad de la viga de reemplazo tipo
sandwich generalizado (GSB) de forma cerrada utilizando el método continuo.

Chesnais (2010) propuso y desarrollé el andlisis estructural dindmico de la viga de
reemplazo tipo sdndwich generaliza (GSB2). En este proyecto de investigacion se ha
continuado con la investigacién y se desarrollado el analisis estructural estatico, dinamico
y de estabilidad de la viga de reemplazo tipo sandwich generaliza (GSB2) de forma cerrada
con el método continuo y se ha utilizado el método de matriz de transferencia para los

edificios con variabilidad estructural en altura.

Moghadasi (2015) propuso y desarrollo el andlisis estructural estatico de la viga de
reemplazo CTB de uno, dos y tres campos sujeta a una carga lateral uniformemente
distribuida en la altura. En este proyecto de investigacion se ha continuado con la
investigacion y se desarrollado el analisis estructural estatico, dindmico y de estabilidad de
la viga de reemplazo CTB de uno, dos y tres campos de forma cerrada con el método
continuo y se ha utilizado el método de matriz de transferencia para los edificios con

variabilidad estructural en altura.

Se ha desarrollado el analisis estructural estatico, dindmico y de estabilidad de vigas de
reemplazo conocidas en la literatura como la viga de flexion (EBB), viga de corte (SB),
viga Timoshenko (TB), acoplamiento en paralelo de viga de flexion y viga de corte (CTB)
y la viga sdndwich (SWB). Ademas, se ha desarrollado el analisis estructural estético,
dinamico y de estabilidad de vigas no muy conocidas en la literatura pero que fueron
presentadas por Bozdogan (2010), Moghadasi (2015), Migliorati y Mangione (2015) y
Chesnais (2010) como la viga sandwich generalizada (GSB1 y GSB2), viga sandwich
generalizada modificada (MGSB), acoplamiento en paralelo de dos vigas modificada
(MCTB), acoplamiento en paralelo de dos vigas generalizado (GCTB) de uno, dos Yy tres

campos.
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6.3

Se han derivado y solucionado las ecuaciones diferenciales para el analisis estatico de las
vigas de reemplazo y en consecuencia del edificio alto. Generalmente en la literatura se
desarrollan ecuaciones para cada caso en especial como la carga uniforme, la carga
triangular, etc.; sin embargo, en este proyecto de investigacion se ha generalizado el perfil

de la carga lateral.

Se han derivado y solucionado las ecuaciones diferenciales para el analisis dinamico de las
vigas de reemplazo considerando las inercias rotacionales. Un tema poco estudiado pero

que tiene una influencia importante para el analisis dinamico.

Se han derivado y solucionado las ecuaciones diferenciales para el analisis de estabilidad
de las vigas de reemplazo y en consecuencia del edificio alto. Un tema poco estudiado pero
muy importante debido a la elevada esbeltez que presentan algunos edificios altos.

Se ha desarrollado un programa informatico para realizar el andlisis estructural global de
los edificios altos. Este programa realiza el analisis estatico, dinamico y de estabilidad de
las vigas de reemplazo y por lo tanto del edificio alto. Posteriormente se ha verificado la

eficiencia del programa en las aplicaciones numéricas.

RECOMENDACIONES

Desarrollar programas informaticos basados en el analisis global de edificios altos teniendo

en cuenta la interaccion suelo - estructura.

Realizar una clasificacion de las vigas de reemplazo en funcion de los parametros
estructurales del edificio que permita al ingeniero elegir la viga de reemplazo adecuada
para el andlisis. Esto es importante para edificios que presentan algunas rigideces que no

son del mismo orden de magnitud y que pueden ser descuidadas.

Evaluar la aplicacion del método continuo y el método de matriz de transferencia al
modelamiento de estructuras que presentan periodicidad en su longitud como vias férreas,

estructuras de madera, etc.

El calculo de la rigidez al corte global de los sistemas estructurales y del edificio es un
tema delicado que requiere estudios para obtener ecuaciones cerradas. Un enfoque

desarrollado por Franco (2021) es la construccion de un modelo numérico de un solo piso.
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Evaluar la aplicacion del andlisis estructural estatico y dinamico utilizando el método
continuo en edificaciones de albafileria confinada de cuatro y cinco pisos muy utilizado

en el Perd.

Realizar el analisis estructural global de edificios medios y altos que presentan dispositivos
de disipacién de energia utilizando el método continuo y el método de matriz de

transferencia.

Una hipo6tesis fundamental fue el considerar diafragmas rigidos en las losas de entrepiso.
Se sugiere ampliar el estudio para los edificios que presentan losas de entrepiso con grandes

aberturas y/o que son considerados como diafragmas flexibles.

El analisis estructural global de las vigas de reemplazo y del edificio alto se ha desarrollado

en el analisis lineal. Se sugiere ampliar el estudio en el andlisis no lineal.

Es conocido en la literatura que los centros de rigidez y de corte en edificios de varios pisos
generalmente no son coincidentes debido a que su ubicacion no solo depende de las
caracteristicas geométricas sino también de las fuerzas laterales. Se sugiere estudiar la
eficiencia del procedimiento analitico propuesto ubicando el centro de rigidez y/o de corte
en el centro de torsion minimo definido como el lugar de referencia ficticio donde la suma
total de los cuadrados de las rotaciones del piso de torsion del edificio sometido a las

fuerzas de inercia lateral es minima.
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ANEXO

Problemas
General

Objetivos Variables

General

Dimensiones

Independientes

Metodologia
Tipo de investigacion

* (Sera posible desarrollar una

metodologia de analisis

estructural global de los edificios
altos por el método continuo y el

método de matriz de
transferencia utilizando una
formulacion energética?

Especificos

« (Sera posible desarrollar una
metodologia de analisis
estructural global estatico del
edificio alto por el método

continuo y el método de matriz

de transferencia utilizando una
formulacion energética?

* (Seré posible desarrollar una
metodologia de analisis
estructural global dindmico del
edificio alto por el método
continuo y el método de matriz
de transferencia utilizando una
formulacién energética?

* (Sera posible desarrollar una
metodologia de analisis
estructural global de estabilidad
del edificio alto por el método
continuo y el método de matriz
de transferencia utilizando una
formulacién energética?

« Desarrollar una
metodologia de analisis
estructural global de los

edificios altos por el método
continuo y el método de
matriz de transferencia
utilizando una formulacién
energética.

* Método
continuo y

Especificos

* Desarrollar una
metodologia de analisis
estructural global estatico
del edificio alto por el
método continuo y el
método de matriz de
transferencia utilizando una
formulacién energética.

* Desarrollar una
metodologia de analisis
estructural global dindmico
del edificio alto por el
método continuo y el
método de matriz de
transferencia utilizando una
formulacién energética.

* Analisis
estructural global
de edificios altos.

* Desarrollar una
metodologia de analisis
estructural global de
estabilidad del edificio alto
por el método continuo y el
método de matriz de
transferencia utilizando una
formulacién energética.

método de matriz
de transferencia.

« Rigidez
caracteristica.

« Campo cinematico.

« Carga.

Dependientes

« Analisis estatico.

« Analisis dindamico.

« Analisis de
estabilidad.

« Es una investigacion
aplicada.

« El método empleado
es el deductivo.

« El nivel empleado es
cuasi experimental.

Enfoque

* En una primera etapa
tendra un enfoque
cualitativo.

* En una segunda etapa
tendra un enfoque
cuantitativo.

Poblacion

« La poblacion de
estudio comprende a
todos los edificios altos.

Muestra

* La muestra de estudio
comprende a un total de
1017 sistemas
estructurales.
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