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RESUMEN
Objetivos: El objetivo de |a tesis es Construir un modelo categdrico para interpretar

a la logica bivalente.

Materiales y métodos: Se utilizé la blsqueda de bibliografia relacionada con las

categorias y la logica bivalente.

Por el tipo de la investigacion, el presente estudio reune las condiciones

metodologicas de una investigacion tedrica y aplicativa.

Los instrumentos son |a bibliografia y algunos antecedentes relacionados con la teoria

de categorias y la ldgica bivalente.

Después de obtener la bibliografia se procede a formular un funtor que permita

analizar la l6gica bivalente usando categorias.

Conclusiones. Después de realizar y analizar el proyecto de investigacién se
concluyd que la teoria de categorias con la ayuda de los funtares se logra interpretar

la l6gica bivalente.
Recomendaciones.

Se recomienda realizar nuevos trabajos en el futuro con la finalidad de que se
formalice algebraicamente el proyecto de investigacion haciendo uso de
construcciones categoricas, los morfismos y lis funtores. Ademas, exiender los
principios de inferencia de la ldgica bivalente con ayuda de las demas construcciones

categoricas.

Palabras claves: Logica proposicional, Funtores, légica algebraica, Teoria de

Categorias.
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ABSTRACT
Objective: The objective of the thesis is to build a categorical model to interpret

bivalent logic.

Materials and methods: The search for bibliography related to the categories and

bivalent logic was used.

By the type of research, this study meets the methodological conditions of thearetical

and applicative research.

The instruments are the bibliography and some background related to category theaory

and bivalent logic.

After obtaining the bibliography, we proceed to formulate a funtor that will allow us to

analyze the bivalent logic using categories.

Conclusions. After carr&ag out and analyzing the research project, it was concluded
that the category theory with the help of functors is able to interpret the bivalent logic.

Recommendations.

It is recommended that new work be carried out in the future in order to formalize the
research praoject algebraically using categorical constructions, the morphisms and
functors. In addition, extend the inference principles of bivalent lagic with the help of

the other categorical constructions.

Key words: Propositional logic, Funtors, algebraic logic, Category Theory.




INTRODUCCION

La légica ma&‘néﬁca como una rama independiente de las maEnéticas es unarama
profunda de gran amplitud y aplicacién en otras ciencias y ha establecido relaciones
matematicas entre la logica y las matematicas formulandose una teoria de inferencia
completamente explicita que se adecua a todos los ejemplos tipicos del razonamiento
deductivo en matematicas y a las ciencias empiricas. La logica matematica utiliza a
modo de algebra las variables llamadas proposiciones gue pueden tener valores de
verdad o falsedad y realiza operaciones entre ellas y ademas, propone y demuestra
inferencias. Por ofro, lado tenemos la lbgica bivalente que afirma que una proposicion

solo puede ser verdadero o falso;
En resumen: Una légica clasica es un sistema l6gico que admite solo dos valores de

verdad para sus enunciados (premisas y conclusion). En la légica bivalente, una
proposicion solo puede ser verdadera o falsa, no existen valores intermedios de
verdad

Teniendo presente estas ideas en la investigacion tratamos de construir un modelo

categorico para la logica bivalente
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CAPITULO |

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 Descripcion de la realidad Problematica

La I6gica es uno de los campos mas activos en cuanto a sHeﬂexién filosofica, pues
sus fundamentos y métodos rigen la Ciencia. Por lo tanto, el estudio de los métodos
y principios usados para distinguir el razonamiento correcto del incorrecto es
imprescindible para el fundamento del quehacer cientifico.

Popper, K. (1959), en su art‘glo titulado: The Logic of Scientific Discovery, sostiene
que el hombre de ciencia propone enunciados o sistemas de enunciados y
contrasta de forma metddica y usa los principios de la I6gica para analizar las
relaciones que se establecen entre el investigador y el objeto de la realidad objetiva
gue se investiga. De otro lado, el acercamiento de los métodos matematicos para
abordar los principios de la légica se ve reflejada en la fundamentacion de la logica
algebraica, pues ella es una disciplina gue pretende estudiar hechos légicos desde el
marco conceptual de la matematica estructuralista, en ese sentido Boole, G. (1847),
propuso una metodologia de entendimiento de la logica con el algebra. La busqueda
de estructuras matematicas que proparcionen el fundamento de la lagica es y ha sido
incesante, tal como se puede dar fe con las siguientes investigaciones introducidas
por Halmos en algebraic logic (1962) y las algebras cilindricas de Tarski y Henkin en
Cylindric Algebras (1871).

En esa linea de pensamiento, al surgir la teoria de categorias en 1945, por MacLane
y Eilenberg, como una tearia general de estructuras, que proporciona un marco
conceptual para analizar propiedades universales emergentes en las estructuras
algebraicas, en este trabajo de invesligacion se propone un modelo categérico para

interpretar la l6gica proposicional bivalente.

1.2 Formulacién del Problema

1.2.1 Problema General

¢,ESs posible construir un modelo categorico para interpretar la l6gica bivalente?

1.2.2Problemas Especificos
.se puede construir un modelo categdrico que permita interpretar la logica

bivalente?

11




¢, sera posible usar el modelo categorica en el analisis de la l6gica bivalente?

1.3 Objetivo de la Investigacion

1.3.1 Objetive General

Construir un modelo categorico para interpretar a |a logica bivalente.

1.3.2 Objetivos Especificos
La légica cléasica y la teoria de categorias son fundamentales para formular un
modelo categodrico para estudiar la logica bivalente.

Construir una categoria algebraica y un funtor para interpretar y aplicarlo al
estudio de la logica bivalente.

1.4 Justificacion de la Investigacién

Esta tesis esta direccionada al area de la logica bivalente, la cual es usada como de
fundamento de la Ciencia, pues estudia los modos de inferencias, las deducciones y
los conceptas del razonamiento formal, dentro de contextos especificos. Algunas de
sus aplicaciones se pueden apreciar, en la matematica, en la filosofia y teoria de la
computacion. Esta investigacion se realiza desde una perspectiva estructural de la
matematica moderna, se procura traer los beneficios de conceptos y técnicas de las
estructuras algebraicas, con la finalidad de proporcionar una nueva herramienta para
el estudio de la |6gica bivalente y con esto se intenta contribuir a la teoria estructural
de las ciencias formales, la cual trata el desarrollo de técnicas de satisfactibilidad de
inferencias para mostrar que una determinada sentencia es una consecuencia légica
de un conjunto de sentencias (axiomas e hipétesis) validas. Cabe resaltar que los
fundamentos de |a ldgica bivalente se basan en un determinado lenguaje légico. Por
otro lado, se debe resaltar que diversos estudios en logica y computacion fueron
impulsados para dar un tratamiento I6gico al desarrallo de programas, de tal manera
que el isomorfismo de Curry-Howard revela una profunda conexién entre los principios
de la lbgica bivalente y los lenguajes de programacion.

Finalmente, como los argumentos de la légica bivalente usan reglas del razonamiento
basado en los principios de la inferencia, los fundamentos categdricos propuestos

serviran para obtener una nueva optica de la logica bivalente.

12




1.5 Delimitaﬁ'i'n del Estudio

La légica es uno de los campos de la reflexion filoséfica mas activa de este milenio,
rige el estudio de los métodos vy principios usados para distinguir el razonamiento
correcto del incorrecto. En particular la légica intuicionista (o lagica constructivista) es
de sumo interés por parte de la Matematica Aplicada, pues es usada en varios campos
que van desde la implementacién de lenguajes funcionales hasta la teoriaée la
recursién, pasando por la fundamentacién de los lenguajes de programacion, |a teoria

de |a demostracion, |a teoria estructuralista de la matematica entre otras.

En los trabajos de W. Blok y D. Pigozzi (1989) se puede apreciar un estudio sobre
logicas algebrizables, y en él se establece una generalizacion del concepto de algebra
de Lindenbaum asociada a una logica dada. Por lo tanto, se logra extender la
asociacion logica-estructura algebraica a algunas logicas para las cuales no era
posible encontrar una estructura algebraica correspondiente. Mostrandose de forma
clara los vinculos necesarios para relacionar la teoria de categorias con la ldgica
bivalente. Por lo tanto, estos son los campos de la ciencia que delimitan nuestra

investigacion.

1.6 Viabilidad del Estudio

En el ambito de la matematica y las matematicas aplicadas de hoy en dia hay una
aceptacion cada vez mayor por la teoria de categorias, debido a que ella nos permite
realizar nuevas notaciones y generar un nuevo campo visual de andlisis para unificar
diversas construccioneémalgebraicas. Por esta razén la teoria de categorias ha sido

elegida para enmarcar el desarrollo de esta propuesta.
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CAPITULO II:

MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes de la Investigacion

Barceld, A. (2005), en su libro titulado: Representacién formal y (los limites de la)

laicidad. En: Representacion y laicidad. Editorial Fénix Editora, Sevilla, Espana.

Propone un anélisis entre lo légicamente razonable y el pensamiento logico. Los
principales argumentos de su propuesta radican principalmente en los principios que

rigen el razonamiento basado en logica preposicional.

33
Meseguer, P. (1991), en su articulo titulado: Verification of multi-level rule-based
expert systems.

Formaliza el concepto de ldgica desarrollando los principios rectores del marco
conceptual de la l6gica categorica. A demas extiende propiedades estructurales para

verificar diversos niveles de un sistema experto.

5
Merma, M. (2016), en su tesis titulada: "Una interpretacion algebraica de la logica
proposicional y de sus implicancias en férmulas predicativas cerradas con
cuantificadores.

propone una interpretacién algebraica para la légica preposicional, dicha propuesta
es importante para nuestra investigacion porque nos brinda un panorama amplio de

la lo6gica bivalente.

Suppes, P. (1974), en su libro titulado: Estudios de filosofia y metodologia de la

ciencia. Madrid: Alianza Universidad.

Sostiene que los principios de la logica proposicional, obedecen de alguna manera a
cierta regularidad lingliistica anteriores al razonamiento propio de la matematica.
Sustenta sus argumentos modelando los principios l6gicos dentro de estructuras

matematicas.

Ademas, tenemos las siguientes tesis
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2.2Bases Tedricas

Para modelar algebraicamente los fundamentos de la logica proposicional bivalente
con ayuda de la teoria de categorias es necesario proporcionar instrumentos de corte

tedrico propicios para su fundamentacion.

2.2.1 Sistemas Formales
Segun Wikipedia, un sistema formal s un sistema abstracto compuesto por un
lenguaje formal, axiomas, reglas de inferencia y a veces una semantica formal, que
se utiliza para deducir o demostrar teoremas y dar una definicion rigurosa del
concepto de demostracion.

2.2.2 Légica Propoﬁional

Segun Wikipedia, la logica proposicional es un sistema formal cuyos elementos son
proposiciones y cuyas conaimtes lbgicas, estan representadas por operaciones
sobre estas; con la finalidad de formar proposiciones de mayor complejidad.

2.2 3Teoria de Categorias
Segun Wikipedia, la teoria de categorias es un estudio matematico que trata de
axiomatizar de forma abstracta diversas estructuras matematicas como una sola,

mediante el uso de objetos y morfismos.

2.2.4 Sistemas Aﬁma’ticos
Segun Wikipedia, un sistema axiomatico consiste en un conjunto de axiomas que se
usan, mediante deducciones para demostrar teoremas.

.5Teoria de categorias.
Mathematics will perish before the end of this century if the present trend for senseless
abstraction-| call it: theory of the empty set-cannot be blocked up.

Segun la Carta de Siegel a Mordell. (1964).

2.2.5.1 Definicion de categoria

El matematico aleman George Cantor(1845-1918) y el italiano Giuseppe Peano
(1858-1932) inventaron la teoria de conjuntos con la finalidad de establecer
condiciones de existencia y unicidad de los objetos matematicos dentro de un
contexto dado. Sin duda alguna esta teoria tuvo un papel importante en la

fundamentacién de la matematica. Cabe resaltar que esta tearia, hace posible el

15




estudio de los abjetos matematicos a través de sus partes constitutivas (método
analitico). De otro lado, como la matematica moderna se presenta de forma
estructurada, la comprension de los objetos matematicos requiere de una nueva
optica totalizadora que englobe la accion de estos con su entorno (método sintético);
en ese contexto surge la teoria de categorias como alternativa de comprension del
marco estructuralista que el método axiomatico propone.

Esta teoria proporciona a los matematicos un lenguaje y por lo tanto una forma de
razonamiento general, expresado en términos de propiedades universales con ayuda
de diagramas conmutativos con la finalidad de establecer regularidades a través del
comportamiento del objeto matematico. En esta seccion se considera algunas

definiciones expuestas en |a tesis de J. Broncano (2018).

Definicién (Categoria). Esta difinicion a sido tomada ( )Una categoria (C) consta de
una clase de objetos, obj(C), cuyos elementos son denotados por A, B, C,...efc., tal
que para todo par (A; B) G obj(C) x obj(C), existe una clase de morfismos Homc (A;
B) (posiblemente vacio) de modo tal que para toda A, B, C € obj (C) y Eo f € Home
(A; B) y g € Homc (B; C), existe un morfismo llamado composicion de Home (A; B) x
Homg (B; C) — Homg (A; C) el cual serd denotado par g o f € Home (A; C), los cuales

satisfacen dos axiomas:
Axioma 1.

Para cada A € obj(C), existe |n € Homc (A; A), llamado morfismo identidad, tal que

para f € Home (A; B) y g € Home (C; A)secumplefo la=fylaog=g.

Axioma 2.

Dado los morfismos f € Home (A; B), g € Home (B; C) y h G Home (C; D). se verifica

ho(gof)=(hog)af.

Observacion. En adelante, obj(C) y Home (A; B) son clases para evilar algunas

paradojas de la teoria de conjuntos.

Definicion (Diagrama). Sea la categoria C. Un diagrama es una coleccion de vértices
y arcos, etiguetados de manera coherente con objetos y morfismos. Tal como se

puede apreciar.

16
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Definicion (Diagrama conmutativo). Un diagrama en la categoria C es llamada
conmutativa si, para cualquier par de vértices A y B todas las rutas en el diagrama
desde A hasta B son iguales (en el sentido de que cada ruta en el diagrama determina
morfismos compuestos iguales). Por ejemplo, si para todo g" € Home (P; A)y f' €
Homc (P'; C), fo f' =g 0 g", entonces existe un Unico h € Home (P'; P) tal que &l

siguiente diagrama conmuta.

Esdecir,g"=f"ohyf'=g'oh.

Observacion Los diagramas se empelan para establecer y demostrar propiedades
de las construcciones categdricas; tales propiedades a menudo se expresan diciendo
que un diagrama en particular conmuta gracias a la existencia de un unico morfismo

que cumple tal o cual condicidn.
Ejemplo Categoria de conjuntos (Set). Si definimos:

+ Laclase de objetos obj (Set) como la clase formada por todos

los conjuntos.
s Por Homset (A; B) a la clase de todas las funciones de A en B.

« La composicién como la composicidn usual de funciones.

entonces Set es una categoria.

Para tal efecto, verificaremos que se cumplen los axiomas de categoria.

17




Axioma 1.

Dados f € Homset (A; B), g € Homsa (B; C) y h € Homset (C; D) demostraremos que

ho(gof) = (hog)of.

En efecto; si a G A entonces, por definicion de composicion se tiene:
(ho(gof))a)=h((gof)(a)) = h(g(f(a)) = (hog)(f(a) =
((hog)of)(a). Esdecir. ho(gof) = (hag)of.

Axioma 2.

Para cada A € obj (Set), demostraremos que existe [, € Hom( (4; A) tal que

foly = fylyog = g.Paratodof € Homset (A; B) y g € Homse (C; A)
En efecto; la existe por definicion de la aplicacion identidad; ademas verifica

29
(folp(a) = fA) = f(a)sog)(c) = I4(g(c)) = glc) paratodoa € 4y
todo ¢ G C respectivamente.

Definicidon (Categoria pequena). ¢ se llama pequefia si y solo si obj (C) es un

conjunto.

Ejemplo Categoria Carcaj (CA). Un carcaj es una cuadrupla ordenada CA = (Co, Cn,
s, t) formada por dos conjuntos, Co ={i, k,....., j} (el conjunto de vértices) y C1 ={ a,
B... y } (el conjunto de caminos); y dos aplicaciones s,t : C1 — Co gue asocian a
cada camino a € C1 su inicios s(a) y su fin t{a). Por lo tanto, un carcaj se puede

considerar un grafo orientado (que puede tener lazos y caminos maltiples).
Notacion.

El esquema a : i — | en CA significara: el camino dirigido a gue inicia en el vértice i y
termina en el vértice j. Luego un camino dirigido (de longitud n) deiajen CAes una

sucesion de veértices y caminos

(| an, Gn-1,....... , ail ij con n > 0 que verifica:
iniciodea 1=

final de a 1 =inicio de a 2

final de a 2 = inicio de entonces, MatrR es una categoria localmente pequefia.
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Para tal efecto, verificaremos que se cumplen los axiomas de categoria.
final de an =j.

yparael cason=0 se tienei{ = j. Luego asociamos a cada vértice i su camino trivial
e; = (i|] i), el cual debe ser interpretado intuitivamente como permanecer en el

vértice i. Luego si definimos:
La clase de objetos obj(CA) como el conjunto Co
La clase de todos los morfismos Homca como el conjunto C1.

La composicion de dos caminos se hace por concatenacion cuando esto es posible.
Es decir, (j IBp, Bp-15------., B1]K) 0 (I O, Q1. , a1] i) vale cero si k # |, y vale (j |Bp,

entonces, CA es una categoria pequena.

Para tal efecto, verificaremos que se cumplen los axiomas de categoria.
Axioma 1.

La asociatividad de la compasicion es evidente por definicion.

Axioma 2.

Definicién. (Categoria localmente pequefia). La categoria C se llama localmente
pequefia si para cualquier par ordenado de objetas (A, B); Hom C(A; B)es un

conjunto.

Ejemplo Categoria de matrices (Matrr). Sea R un anillo conmutativo y Mmxn(R) el

conjunto de matrices con entradas en R. Si definimos:

* La clase de objetos obj(Matrr) como la clase formada por

todos los enteros positivos.

e La clase de todos los morfismos Homwmatrr(m; n) como la

clase de todas las matrices A G Mmxn(R).

s La composicion como el producto matricial; es decir, para todo
A € Hommarr (M; n) y B € Homwmarr (p; m), implicaque Bo A

= AB € Hommatrr (p; n).
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Entonces, Matrs es una categoria localmente pequefia.
Para tal efecto, verificaremaos que se cumplen los axiomas de categoria.
Axioma 1.

La composicion entre morfismos se hereda de la asociatividad del producto entre

matrices.
Axioma 2.

Para cada m € obj(Matrs) se propone coma morfismo identidad Im € Hommarar (M;

m), a la matriz identidad de orden m.

En efecto, de la teoria basica de matrices sabemos que para toda A € Hommarrr (mM;
n) se cumple A 0 Imn = Alm = A. Andlogamente, para toda B € Homwmatrr (n; m) se

cumple In 0 B =ImB =B.

Definicién (Categoria pre-orden). Una categoria C es pre- orden si, para

cualesquiera A y B, Home (A; B) es vacio o unitario.
Observacion Toda categoria pre-orden es localmente pequenia.

Ejemplo Categoria 0. Es aquella categoria sin objetos, ni morfismos. Los dos
axiomas se satisfacen trivialmente porgue estan universalmente cuantificadas sobre

conjuntos vacios.

Ejemplo Categoria 1. Es aquella categoria que tiene un Unico abjeto, y un unico
morfisma (el morfismo identidad de ese objeto). Los dos axiomas se satisfacen

trivialmente porque la composicion es trivial.

2.2.5.2 Principio de Dualidad.

La teoria de dualizacion aplicada a la axiomatica categdrica permite estudiar sélo un
aspecta de los problemas planteados, pues los resultados que se obtengan seran
cierto si y sélo si lo son sus respectivos duales. La formulacion que aqui se ofrece es
informal e imprecisa, para aquellos lectores gue deseen mayar precision se debe
exigir una aplicacion metodica de la logica formal; por lo tanto, para aquellos
interesados podran hallar informacioén precisa en el libro de MacLane (1971):
Categories for the Working Mathematician. Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New
York.
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Definiciéon (Concepto categérico). Un concepto categérico es el que se puede

definir mediante una sentencia dentro de la categoria.

Definicion (Principio de Dualidad). Si la sentencia categorica P es valida en la

categoria C, entonces su enunciado dual POFtambién es valida en C.

Proposicién Si C es una categoria, entonces C° también lo es y es llamada
categoria dual.

s obj(Cop) := obj(C).Porlotanto A := A para todo A G obj(C).

¢ Homcor(B; A) := Homc(A; B). Luego f°° : B? — A gs un

morfismo en C% siy sdlo si f: A — B es un morfismo en C.

s La composicion es inducida por C y se define de la siguiente

manera:
P 0 g := (g o f)°" para todo f G Home (A; B) y todo g € Home(B; C).
Demostracion: Se verificara los axiomas de categoria.

Axioma 1.

Por definicion de composicion en C% y la asociatividad de la composicion en C, se

tiene.
h®? a(g® o %) = hoP o(f 0 g)? = ((f og)o h)° = (f o(g o h))?* = (h®? 0 g°°) o P
Axioma 2.

Como C es una categoria, para todo A € abj(Ce®P), f G HomC(B; A) y g € Home (A; C)
existe |a € Home (A, A)talque lao f=fygola=g, luego (Ia o f)OF =1, (g o Ia)oF =

goP, 199, o fOP = fOP y g% 0 |4 =g°". O
Observacidn Por definicién de categoria opuesta es evidente que (CoP)r = C.

2.2.5.3 Estructuras Abstractas
2.2.5.3.1 Objetos Categoricos.

Definicién (Objeto inicial). Cierto objeto de una categoria es llamado abjeto inicial si
desde el parte exactamente un Unico morfismo a cada uno de los demés objetos de
la categoria.
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Notacién.
Se representa un objeto inicial por 0'.

Ejemplo En la categoria Grp, donde los objetos obj(Grp) son grupos y clase de

morfismos Homy,,;,(Grp)(A; B) para todo A,B € obj(Grp) son los homamorfismos

entre grupos, se demuestra que cualquier grupo trivial es un objeta inicial.

En primer lugar, demostraremos gue si{e} es el grupo trivial, entonces {e} es un objeto
inicial.

En efecto; si B es un grupo cualquiera, entonces existe un homomorfismo f : 0 — B.

tal que f (e) = e’y es evidente que es Unico.

De manera reciproca, demostraremos que, si A es un objeto inicial, entonces A = {ge}.
Para tal efecto, usaremos la demostracion por contradiccion. Es decir; si asumimos
que A # {e} y es un objeto inicial, entonces llegaremos a una contradiccion.

Como A # {e} admite por lo menos un elemento diferente de elemento nulo e, es decir
A={z,............ }, luego para cierto grupo B = {x.y,....... } con x =y es posible definir
los homomorfismos f, g : A — B como f(z) = x y g(z) = y para todo z € A; los cuales
obviamente son diferentes pues x =y. Por lo tanto, bajo estas condiciones A no puede

ser un objeto inicial.

Definicidén (Objeto final). Cierto abjeto de una categoria es llamado objeto final si a
él llega exactamente un Unico morfismo de cada uno de los demas objetos de la

categoria.

Notacién.

Se representa un objeto inicial por 1.

Ejemplo En |a categoria Set, C es un objeto final si y solo si es un conjunto unitario.

En efecto; demosiraremos que si C = {*} es un conjunto unitario y A un conjunto

cualguiera, entonces C es un objeto final. Consideremos los siguientes casos.
a) Si A =0, es evidente que existe un tnico f : A = C llamada funcién vacia.

b) si A = 0, entonces existe un Gnico f : A — C llamada funcion constante f (z) = *;

para todo z G A.
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Por lo tanto, C es un abjeto final.

De manera reciproca, demostraremos que, si C es un objeto final, entonces C es un

conjunto unitario.

Para verificar tal aseveracion, usaremos su afirmacién contrapositiva. Es decir, si C
no es un conjunto unitario, entonces no es un objeto final. Para tal fin, consideremos

los siguientes casos.

a) si C =0, entonces no existe f ¢ A x C, pues cada elemento de A no tendria imagen

en C. Por lo tanto C na es un objeto final.

b) si existieran x, y G C con x # y, dado cualquier conjunto A # @, es posible definir

por lo menos dos funciones distintas f, g : A — C. Por lo tanto C no es un objeto final.

Definicién (Objetos isomorfos). En toda categoria C, dos objetos A, B son isomorfos
si para f G Hom C(A; B) existe g GHom C(B; A)talquegof=I1A,fog=IB.

Lema.Si 1 y 1' son objetos finales, entonces son Unicos salvo isomorfismo.

Demostracion: En efecto; si 1 y 1' son objetos finales, entonces existe un Gnico h' €
Homc(1'; 1) y un tnico h' € Homg(1'; 1), talque hoh': 1'— 1'yh'oh:1— 1. Luego
por consecuencia de la unicidad de hy h'setienehoh'=lryh'oh="h.

Lema Si 0'y 0" son objetos iniciales, entonces son (nicos salvo isomorfismo.

Definicion (Objeto cero). Cierto objeto en una categoria se llama objeto cero, si es

un abjeto que simultineamente es inicial y final.
Notacion.
Se representa un objeto cero por 0

Observacion Existen algunas categorias que no tienen objeto cero como es el caso
de Set.

Cuando una categoria C tiene abjeto cero para cualquier par de objetos (A; B) siempre

Hom(C(4; B) es diferente del vacio, pues siempre existe el morfismo composicion.
A= 0—- B

Lema En toda categoria, el objeto cero es unico salvo isomorfismo.
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2.2,5.3.2 Morfismo Cero
Definicion (Morfismo cero a izquierda). f : A — B es morfismo cero a izquierda si

fog = foh,paracualquier C € obj(C) y cualesquiera g,h € HomC(C; A).

Definicion (Morfismo cero a derecha). f: A — B es morfismo cero a derechasig o
f = hof,paracualquier C € obj (C)y cualesquiera g,h € HamC(B; C).

Observacion Todo morfismo con dominio 0' es morfismo cero a derecha y todo

morfismo con condominio 1 es morfismo cero a izquierda.

Definicion (Morfismo cero). f: A — B es morfismo cero si es simultaneamente

morfismo cero a izquierda y morfismo cero a derecha.

Proposicién Si C es una categoria con objeto cero, entonces para cada par de
objetos A, B € obj(C) existe un Gnico morfismo cero en Hom C(A; B); denotado por

0Ba.
Definicion (Categoria con morfismo cero). Si para todo 4, B € obj (C) existe 04B :
A — B qgue verifica cada uno de los siguientes items:

a) h 0 08 = 0C,, para todo C e obj(C) y h e Home(B; C);

b) 084 0 h' = 08¢, para todo C e obj(C) y h' e Homc(C; A). entones se dice que la

categaria C posee morfismos cero.
Observacion En toda categoria la coleccion de morfismos cero {08a} es Gnica.
Proposicién Toda categoria con objeto cero es una categaria con morfismos cero.

2.2.5.3.3 Ecualizador y Coequalizador

Definicidon (Equalizador). El Equalizadorde f,g: A — B eselpar (D, h), donde, el
morfismo h: D — A satisface foh = gohy el objeto D es universal respecto de
esla propiedad. Para todo morfismo ' € HomC(C; A) que satisface fof = gof’,

existe un Unico i’ € Hom(C(€; D) que hace al siguiente diagrama conmutativo.

' f
Do A——=B
A g
h':
: f!
C
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Proposicién Si (D,h) y (D',h") son equalizadores de f,g € Hom((4; B) entonces D
es isomorfo a D'y el isomorfismo conmuta con los morfismo hy h'.

Demostracidn: El resultado es consecuencia de la definicion de equalizador.

Proposicion Si f': D' — D esisomorfismo y es un equalizador de f,g G Hom C(A;

B) entonces (D', h o ') es un equalizador parafy g.

Proposicién El ntcleo (ker(f),K) del morfismo [ : A —» B es el equalizadorde f,0 €
Hom( (4; B).

Lema Toda categoria € con objeto cero si tiene equalizador, entonces tiene nicleos.

Definicién (Coequalizador). El coequalizadorde f,g : A — B eselpar (£, h), donde
el morfismo h € HomC(B; E) satisface la igualdad hof = hog y el objeto E es
universal respecto de esta propiedad. Para todo h' € HomC(B; C) conh'of =

h' o g existe un Gnico ' € Hom((E; C) que hace al siguiente diagrama conmutativo.

I
A - B 7 1 1
g :

[
k' ¥

C

2.2.3.5.4 Pushout y Pullback
Definiciéon (Pullback). Un Pulback para los morfismos g: 4 - B yf:C —» B

ocurre si y solo si, los morfismos f'y g' satisfacen las siguientes propiedades:

a) Conmuta el siguiente diagrama

P g C
f’l 1.!’
A B

g

b) Para todo g" € HomC(P'; A)y f" € HomC(P'; C)sifof"’ = gog", existe

un Unico h € Home(P'; P) tal que el siguiente diagrama conmuta.

25




Esdecir,g”" = f'ohyf"” = g'oh.

Lema Dado el Pullback parag: A - Byf: C—= B

p g C
A
A B

Es otro Pullback para fy g, entonces existe un Unico isomorfismo h € HomC(P; P")
talque f' = f"fohyg = g"oh.

Definicion (Pushout). Un Pushoutparag: A — Cyf: A — B ocurre siy solo si,

los morfismos f'y g' satisfacen las siguientes propiedades.

a) Conmuta el siguiente diagrama.

1=

C— P
!

b) Para todo /" € Hom C(B; Py g" € HomC(C; P)si "o f = ¢g"og, entonces
existe un Unico h € Hom(C(P; P") tal que el siguiente diagrama conmuta.

26




Lema Dado el Pushoutparag: A - Cyf: A= B

También es Pushout de f y g, entonces existe un Unico isomorfismo h € HomC (P"; P)

talque g’ = hog"yf = hof".

D
'
P

A—1 B

L

('r%" P
rFl’

2.2.5.3.5 Producto y Coproducto

Definicion (Producto). El producto de dos objetos AB € C es el triplete
(Ax B, mA,nmB), con Ax B € obj(C), A € HomC(Ax B; A) y nB € HomC(A x B; A),
llamados proyecciones canodnicas, los cuales cumplen la siguiente propiedad
universal respecto al objeto Ax B. Dado C € obj(C) si f € HomC(C; A) y g €
Hom((C; B) entonces existe untnico h = (f,g) € HomC(C; A x B) tal que

Oh = f,0h = g. Es decir, el siguiente diagrama conmuta.

B
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Proposicion Si (Ax B,nA,nB) es el producto de A,B € obj(C) y existe un
isomorfismo h E HomC(P'; Ax B), entonces (P'; mdo~h,mBo~h) también es un
producto de Ay B.

Demostracion: Dado C € obj(C) y f € HomC(C; A), g€ HomC(C;B),
demostraremos gue existe un Unico h € HomC(C; P") tal que (tAo ~h)oh = fy
(rBo~h)oh =g

En efecto; como (A x B,mA,nB) es el producto de A,B € obj(C) existe un unico
morfismo g' € HomC(C; AxB) tal que mAdog' = f yaBog = g. Como ~h €
HomC(P'; A x B) es un isomarfismo existe ~h —1 € HomC(Ax B; P"). Por lo tanto,
si definimos h =(~h—10g) € HomC(C;P"), entonces existe un Unico
morfismo h € HomC(C; PYtalque o (mAo ~h)oh = fy(mBo~h)oh = g.

Teorema Si (Ax B,mA,nB) y (P,n'A,n'B) son los productos de los objetos 4,B € C,

entonces 4 x B es isomorfo a P.

P
- 3 W
A ¥ e
- Ax B B
i j /
| ¥ g
P

Demostracion: Del diagrama conmutativo adjunto,

se deduce:

(Ao fHNof' =addo(fof) =adof' = a'dolP’

(mMBof)of' =mBo(fof) = naBof’' =nBolP

Es decir, Iry f o f 'hacen conmutar el diagrama, luego por la unicidad en la definicion
del producto se deduce f o /' = I, y de manera Simétrica se obtiene f'o f = I,.5.

Por lo tanto, A x B es isomorfo a P.o

Lema Si C una categoria con objeto cero y producto y definimos & €
HomC (Aj; Ak) para cada j,k € {1,2} tal que &y = 0 cuandoj # ky &jj = laj,
entonces existen id] € HomC(Aj; A1 x A2) llamados inclusiones, tales que = Ak o

'I:Aj = fies Vj,k.
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Demostracion: La afirmacion se deduce de los siguientes diagramas conmutativos y

la propiedad universal de praducto, se logra verificar.

_‘l| -_ll

Liy 0
TAy

Ay ot A x Ag

/

Proposicién. Si C es una categoria con productos binarios, entonces para f €

Hom((A; C)y g € HomC(B; D), existe un Unico morfismo f x g definido por

fXxg= (fonA,gonB) € HomC(Ax B; Cx D) tal que el siguiente diagrama

conmuta.

Demaostracion: Se deduce por la definicidon de producto.

/..‘1 f/(’
LR —— Y 5
Fxg -
B m D

Observacién Por definicion de producto, se cumple cada una de las siguientes
proposiciones.

a) Iy X Iy = L.

b) (f,g)oh = (foh.goh).

) (fxg)o(hxf") = (fok)x(gof").
d)(fxg)o(hf) = (fohgof).

Teorema En toda categoria, si existe Ax(Bx ) y (Ax B)x C, entonces son

isomorfos.

Teorema En toda categoria si existen los productos binarios, entonces existe el
producto para un ndmero finito de objetos.
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Definicion (Coproducto). El coproducto de A, B € obj((), es el triplete (A[]B; i, i5),
donde A]/B € 0bj(C), i, € Hom(C (A, "B) e iy € HomC (B, A£JRB), llamados inclusiones

canonicas, que satisfacen la siguiente propiedad universal.

Dado € € obj(C), g€ HomC(A,C) y h € HomC(B,(), existe un Unico morfismo
g\Jh € HomC(AEJB,C)talque foiy = g,f oip = h.Esdecir, el siguiente diagrama

conmuta.
A
iA
AlB-sC
s
h
B

Proposicion Dado el coproducto (A£f B,is iz) de A B € obj(C), si existe un
isomorfismo h € Hom C(A B; (), entonces ((Q; hoi,, hoiy) también es un coproducto

para Ay B.

Proposicién Si (A£]B,iA,iB) y (Q,i'4,{'B) son coproductos de los objetos A; B,

entonces ALJB es isomorfo a Q.
Tearema Si existen 4 1j (") y ("B) [] C, entonces son isomorfos.

Lema Sea C una categoria con abjeto cero y coproductos, si para cada j, k € {1,2},
se define JK € Hom C(A]; Ak) tal que JK = 0 cuando j = k y J] = i4j, entonces
existen ndj € Hom C(AX A2; AJ), tales que nK o iAj = j,Vj, k.

Teorema En toda categoria si existe coproductos binarios, entonces existe el

coproducto para un numero finito de objetos.

2.2,5.3.6 FUNTOR

En toda categoria C se puede apreciar, que la clase Hom C cobra sentido explicito
cuando para todo par ordenado de objetos (A, B) se define Hom( (A, B). Luego si
definimos HomC(—; —):C xC — C se deduce que Hom((—; —) nos permite
establecer conexiones entre diversos objetos. Por lo tanto, es necesario definir la

nocion de preservacion de estructura entre dos categorias en el sentido: objetos-
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objetas, morfismo-morfismo, morfismo identidad- morfismo identidad y la misma

operacion de composicion. En ese sentido se requiere definir a los funtores.

Definicion (Funtor o Funtor Covariante). Sean C y D dos categorias. Un funtor

covariante de C en D (denotado como F : ¢ — D) consiste en dos aplicaciones:
1.La aplicacion objeto F, que asigna a cada objeto A de C un objeto F(A) de D.

2.La aplicacion morfismo F, que asigna a cada morfismo f: A — B de C el morfismo
F(f): F(A) —y F(B)deD.

y satisface los siguientes axiomas:
Axioma 1.
F(fog) = F(f) oF (g)-
Axioma 2.
Paracada A G C,F(IA) = IF(A).

Ejemplo Sean las categorias C y Set. Si A es un objeto fijo en C, entonces
Hom C(A; —): € —> Set es un funtor covariante. Para verificar la afirmacion se
debe observar como actéba Hom C(4; —) sobre los objetos y morfismos de C. Es

decir:

Hom c(A; —) : obj(C) — obj (Set)

B = Hom C(A; —)(B) = Hom C(4; B)
Home(A; — ) HomC(B; C) - HomF(B); F(())
f = Homc(A; —)(f) = HomC(4; f)

con:

Hom C(4; f): Hom C(A; B) - Hom C(4; ()
hHomc(4; f)(h) = foh

satisface los dos axiomas de funtor covariante.
Axioma 1.

Sif e HomC(B; C)y g € Hom(C(C; D), entonces go f € HomC(B; D). Por lo tanto:
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Home(a; go f)(h) = (go Hoh= go(foh)

Home(A; g)(f o h) Home(A; g"Home(4; fY(R)"Hom c(A; g) o Hom c(4; f))(R)
para todo h € Hom €(4; B).

Axioma 2.

Como para cada B € obj (C) existe IB € Hom C(B; B), se tiene:

Hom c(4; IB)(g) = IBog = g = (Home(A;B) o g para todo g € Hom( (4; B).

Definicion (Funtor contravariante). Sean C y D dos categorias. Un funtor

contravariante de C en D (denotado como F : ¢ — D) consiste en dos aplicaciones:
1.La aplicacion objelo F, que asigna a cada objeto A de C un objeto F(A) de D.

2.La aplicacion marfismo F, que asigna a cada morfismo f : A = B de C el morfismo
F(f): F(B) » F(A)deD.

y satisface los siguientes axiomas:
Axioma 1.

F(fog) = F(g)oF(f).

Axioma 2.

Paracada Ae C,F(IA) = IF(A).

Los funtores que preservan la direccion de morfismos se llaman funtores covariantes

y los que cambian su direccion se llaman funtores contravariantes.

Ejemplo Sean las categorias C y set. Si B es un objeto fijo en C, entonces
HomC(—; B) : € —> Set es un funtor contravariante. Para verificar la afirmacion se
debe observar como actia HomC(—; B) sobre los objetos y morfismos de C. Es

decir:

Homc(—; B) : obj(C) — obj(Set)

A - HomC(—; B)(A) = HomC(A; B)

Home(—; B) : HomC(A; B) — HomSEAF(A); F(B))
f = Homc(—; B)(f) = Homi(f; B)
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con:
Hom C(f; B): HomC(4; B) - Hom C(C; B)
h - Home(f; B)Y(h) = hof

Se verifica que HomC(—; B): C — Set satisface los dos axiomas de funtor

contravariante:
Axioma 1.

Si fGHomC(C; A) y g&G HomC(D; ), entonces para todo h G Hom C(A; B) se

cumple:

HomC(f 0 g; B)(h) = ho(fog) = (hof)og

HomC(g; B)(ho f) Hom C(g; B)(Hom £(f; B)(h)»

(Hom C(g; B) o Hom E£(f; B* (h)

Axioma 2.

Como para cada A G obj(C), existe IA G HomC(A; A), se deduce:

Hom c(lA; B)(g) = golA = g = goinom e (A; B) paratodo g G Hom C(4; B)

Definicion (Composicion de funtores). Seanlos funtores F: € - Dy G: D — B.lLa
composiciébn Go F: (¢t = B se define como: (G o F)(A) = G(F(A*y (G o F)(f) =
“F(f))

Observacién En toda categoria C, si definimos I: € — € como I(A) = Ay I(f) =

f, cumple los siguientes axiomas:

Axioma 1.

Igof)=gof = I(g)oi(f)

Axioma 2.

I(IA) = [A = [j(A) Por lo tanto es un funtor y seria llamado funtor identidad.
Proposicion Si definimos:

1. La clase de objetos obj (Cat) como la clase formada por todas las categorias.
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2.La clase de todos los morfismos Homeat(C; B) como la clase de todos los funtores

entre las categorias C v B.

3.La composicion como la composicion definida en 4.3.5 entonces Cat es una

categoria, llamada categoria de categorias.

2.2.5.3.7 Propiedades que Preservan los Funtores

Definicién (Funtor que preserva productos). Se dice que el funtor F: € —> B
preserva productos, si (F(A x B), F(ni), F(n2)) es un praducto de F(A)y F(B) en la
categoria B.

Definicidon (Funtor y objeto cero). El funtor F : ¢ — B preserva objeto cero, si F(0)

es objeto cero en la categoria B.

Definicion (Funtor y morfismo cero). Se dice que el funtor F: ¢ —> B preserva

morfismo cero si F(0) es un morfismo cero en la categoria B.

Lema Sea F : ¢ —> B es un funtor. F preserva objeto cero si y solo si F preserva

morfismos cero.

.6 LOGICA
Las matematicas constituyen la ciencia de la forma y la cantidad; el razonamiento

matematico es simplemente l6gica aplicada a la observacion de la forma y la cantidad.

Segun Edgar Allan Poe. (1809-1849), explica lo siguiente:

El proyecto logicista (reducir la matematica a la l6gica) iniciado por North Whitehead

(1861-1947) y Bertrand Russell (1872 -1970) fracaéo tras la demostracion del teorema
de imcompletitud de Kurt Godel (1906 - 1978). Sin embarg% este fallido proyecto
mostro algunas lecciones importantes; una de ellas muesira gue los limites entre la
lagica y la matematica no estan tan claros como parecian y que existe una suerte de
continuidad entre ambas disciplinas. Existe una gran cantidad investigaciones que,
siguiendo la direccion del proyecto logicista, formulan interpretaciones logias de la
matematica, pero hay pocos que siguen el camino inverso. Esta tesis pretende
establecer la posibilidad de interpretar en términos matematicos, especificamente

algebraicos, ciertos fragmentos especificos de la logica bivalente.
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Se entiende por |6gica bivalente, aquella logica, que admite, para cada proposicion,

dos valores derivativos a saber: verdadero o falso. Es decir, no hay una tercera

opcion. Ademas, son validos los siguientes dos principios:

Principio de No Contradiccion.

Si una proposicion es verdadera no, puede también ser falsa.

Principio del Tercio Excluido.

Si una proposicion es falsa, entonces su negacion es verdadera y viceversa.

En este capitulo describiremos los principios y las nociones fundamentales y

necesarias para la comprension de nuestra propuesta de investigacion.

2.2.6.1

Historia de la Légica por su Objeto de Estudio

La légica ha tenido significados diferentes, tanto en relacion a sus propésitos como a

sus objetos de estudio o del valor epistémico de sus conclusiones. Este proceso

evolutivo ha contribuido a distinguir cuatro grandes periodos, de los cuales

hablaremos a continuacion:

a)

b)

La c’)gica Griega. La cultura griega de los siglas clasicos se
caracterizd, enire otras muchas cosas, por ﬁl rol destacado que
tenian en su sociedad el discurso y la palabra. Los sabios y maestros
de oratoria, conscientes del valor de sus ensefanzas, no
desaprovecharon la oportunidad y fueron de isla en isla, de puerto
en puerto, ensefando retdrica, escribiendo leyes y constituciones, v,
sobre todo, haciéndose inmensamente ricos.

La Légica Medieval. Esta directamente orientada al ejercicio
racional de la blisqueda de la divinEad, uno de los aportes que
debemos destacar en este periodo, es que comienzan a hacerse
populares las Tres Leyes de la Logica:

2
e Ley de identidad. Todo ente es un ente

e Ley de contradiccion. Ningln ente es y no es
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» Ley del tercero excluido. Los entes son 0 no son.

c) La Légica Moderna. Es una etapa histériﬁl del conocimiento
humano, donde el racionalismo destaca la universalidad de las
verdades matematicas, asi como la alta abstraccién de sus objetos
y sus argumentos. Por lo tanto, se busca un simbolismo universal

libre de antigliedades.
d) La logica Matematica. Se caracteriza por la introduccion de la

matematica en la logica, este hecho fue un paso fructifero para la
logica, porque favorecio el pensamiento analitico de sus corjéeptos
sin considerar |la preeminencia de su valor filosafico. A partir aqui en
adelante la logica experimentara un crecirr'ﬁnto sustantivo en sus
alcances, conceptos y métodos. Asé mismo se hacen populares dos
maneras de abordar el estudio de la légica: desde el punto de vista
del significado de sus simbolos (la semantica) o de su manipulacién
(sintaxis).

2.26.2 ;Qué es la Logica?

En esta tesis asumimos que la ldgica en general es el estudio del razona-miento valido
o correcto y para deEr una logica en particular se debe definir un lenguaje artificial;
con un alfabeto y unas reglas gramaticales de formacion de expresiones bien
formadas (ebf) a los cuales se les atribuye significado mediante interpretaciones

semanticas.

2.2.6.3 Aplicaciones de la Légica

La logica se ha aplicado con éxito a la matematica y a su fundamento (G. Frege, B.

Russell, D. Hilbert, P. Bernays, H. Scholz, R. Carnap, T. Skolem), a la fisica
Carnap, A. Dittrich, B. Russell, E. Shannon, N Whitehead, P. Fevrier), a la biclogia %
Woodger, A. Tarski), a la psicologia (B. Fitch, G. Hempel), al derecho y a la etica (K.
Menger, U. Klug, P. Oppenheim), a la economia (J. Neumann, O. Margenstern), a la
metafisica (J. Salamucha, H. Schoz, M. Bonchenski), asi mismo sus aplicaciones a la
ciencia de la computacién han sido extremadamente provechosas.
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2.2.6.4 LaNoci6én de Verdad

Un valor de verdad es un ente que se hace corresponder a una expresion hien
formada al clasificar a esta con respecto a la verdad o falsedad, en forma intuitiva una
proposicion es verdadera si su contenido gue transmite esta en concordancia con la
realidad, en el siguiente sentido: existe un procedimiento para verificar se ella
describe o0 no el contenido transmitido. Asi mismo &be ser posible, de alguna
manera, decidir se una proposicion es verdadera 0 no. Segun cuales sean los valores
de verdad que se reconocen y segun las relaciones que se admitan entre ellos,
determina la légica que uno defina.

a) Proposicién

Es una expresion que puede ser afirmada o negada

b) Argumento
Un argumento es un grupo de proposiciones llamadas premisas al que sigue una
conclusién.

c) Argumentos Deductivos Validos

Un argumento deductivo es valido si a partir de todas sus premisas ver-daderas se

obtiene una conclusion verdadera.

Observacidon La verdad y la falsedad son at%utos de las proposiciones, |a validez y

la invalidez son atributos de los argumentos. La verdad o la falsedad de la conclusion
de un argumento no determina por si misma la validez o invalidez del argumento. Mas
aun, el hecho de gque un argumento sea valido no garantiza la verdad de su
conclusion.

a) Lenguaje Formal

Un lenguaje formal esta dado por un conjunto de simbolos que se combinan entre si
para formar expresiones bien formadas (ebfs) mediante reglas de formacion
especificadas con anterioridad.

Definicién (Alfabeto). Un alfabeto A es un conjunto contable de simbolos.

Ejemplo El alfabeto castellano.
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a
Definicién (Expresién).d.lna Expresién es cualquier sucesion finita de simbolos
construida con ayuda de un alfabeto U, incluyendo la palabra vacia A. Luego si U * =

{expresiones sobre U}, entonces:
Us=UieNUidondeUi = UxUx.....x Uy U0 = A.i veces
Ejemplo Si U = {0,1}, entonces U * = Uien U!

Observacion Una expresion también suele definirse como una concatenacion finita

de simbolos de U y suele representarse mediante = 51525s......... Sn.

Definicién (Longitud de una expresion). La longitud de una expresion es el nimero

de simbolos (incluyendo repeticiones) de A en ella.

Asi por ejemplo si —=s"2s3  sn, entonces su longitud es representada por | = n.
Definicién. (lgualdad entre expresiones). Dos expresiones — = 515253 sn y
0=ri1r2r3 rnsoniguales —=0siysolosis=rparacadaiG{1,2,3,...,n}\
Definicidon (Concatenacion de expresiones). Dadas dos expresiones — = s1s2s3

sny0=rir2r3 rn, la concatenacién entre ella es denotada por —0 y es
definido como —0 = s152s3 sn.ri r2r3

Proposicion Para todo — G A*, se cumple —A = A— = —.

Definicién (Lenguaje formal). Un lenguaje formal L es una pareja ordenada (A, E)
donde A es un alfabeto y E C A* es el conjunto de expresiones bien formadas (ebfs)

mediante ciertas reglas sabre el alfabeto.

Observacién Cuando E = A* se puede obviar el lenguaje Ly solo hablar del conjunto
generado sobre su alfabeto.

Ejemplo Dado el alfabeto A ={0,1} es posible definir el conjunto de expresiones como
A* = {A, 01, 00, 01,10,11,100,...... } y asi obtener por ejemplo las ebfs E =
{1,10,100,1000}.

a) Teoria Formal

Para construir un sistema l6gico es necesario crear una coleccidn de reglas (como las
creadas en gramatica) denominadas " reglas de inferencia", estas indican como
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obtener "conclusiones" a partir de "premisas". Por tal razon es necesario tener

presente el concepto de tecria formal.

Definicion (Teoria formal). Se llama teoria formal T a cualquier subconjunto de un

lenguaje formal L.

Definicién (Sistema deductive). Un sistema deductivo D es el par (T, R), donde:
1. T es una teoria, cuyos elementos son llamados axiomas, y
2. Res el conjunto de reglas de inferencia.

Observacion En general un sistema deductivo es un mecanismo que sirve para
generar una teoria. Ademas, observé gque los axiomas pueden ser vistos como reglas
de inferencia con cero premisas. Lo que reduce el concepto de sistema deductivo a

una coleccion de reglas de inferencia.

a) Sistema Formal
Definicién (Sistema formal). Un sistema formal F es el par (L; D) donde L es un

lenguaje formal y D es un sistema deductivo con reglas de inferencia y axiomas
definidos sobre L.

Observacion En cualquier sistema formal F, el sistema deductivo es una gramatica
para las ebf del lenguaje pues las divide en dos categorias, aquellas que si son
consecuencia de los axiomas y las que no.

Definicion (Deduccion formal). La deduccién de una ebf en el sistema formal F a
partir de un argumento r es un conjunto finito y ordenado de ebfs tal que, al aplicar las

reglas de inferencia de R se concluye -0.

Definicion Consecuencia formal). Una ebf " es consecuencia formal de un
argumento r en el sistema formal F, si existe una deduccién formal de * a partir de r

en F. Es te hecho seria denotado por r hF

Definicion (Teorema). Una ebf es un teorenﬁ del sistema formal F si es
consecuencia del vacio. Es decir, la deduccion de no requiere de una premisa (solo
se usan axiomas y teoremas obtenidos previamente). En este caso escribiremos 0 hF
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Semantica y Sistemas Légicos

En l6gica las semanticas son instrumentos para dar la nocién de validez y/o veracidad
de las ebfs sobre L.

Definicién (Semantica). Una semantica S se define como el par (C, =), donde C es
una coleccion de entes similarﬁ entre si y = es una relacion de satisfactibilidad entre
estos y las ebfs de L. Luego, se dice que * G L es satisfactible bajo S si y sélo si
alguna relacion especifica se satisface entre algin elemento T G C y Este hecho seri

denotado como =T

B
Definicién (Sistema légico). Un sistema logico es el triple (L, D, S) donde, L es un

lenguaje formal, D un sistema deductivo y S una semantico.

Definicién (Consecuencia semantico). En un sistema logico, la ebf — e L es
consecuencia semantica de un conjunto r de premisas, representado por r = —, si
cada objeto T e C de la semantica S que satisfaga a las ebfs de r también satisface a

a
Definicign (Satisfactibilidad de una teoria). Dada una teoria T en un sistema logico
y T e C un objeto de la semantica S, se dice que T satisface a T (denotado por =TT),

si=T —paracada—eT.

Befinicién (Validez l6gica). Dado un sistema légico, una ebf — e L es l6gicamente
valida, expresado por = —, si todo objeto de la semantica S la satisface.

Definicion. (Consistencia). Se dice que una teoria T de un sistema logico, es
consistente si y solo si carece de contradicciones. En caso contrario se dice que la

teoria es inconsistente.
Definicién (Completud). Un sistema logico es completo respecto a alguna

propiedad, si toda ebf que tenga la propiedad también es un teorema de dicho sistema
légico. En caso contrario se dice que este es incompleto.

Definicién. (gecidibilidad). Una teoria es decididle si existe un procedimiento
efectivo para determinar si una ebf es teorema o no de la teoria. Es decir, si hay un
algoritmo que en una cantidad finita de pasos puede afirmar o negar la pertenencia
de la ebf en |a teoria.

2.25.7 LOGICA BIVALENTE O PROPOSICIONAL
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2.2.5.7.1 Sintaxis de la Légica Proposicional

En esta seccion se definira las componentes de los sistemas formales. Los simbolos
de los alfabetos tienen adjunto un nimero no negativo llamado ariedad el cual
proporciona informacién respecto al modo de leerlo en el contexto del lenguaje formal

gue se estd usando.

Definicidn (Lenguaje formal proposicional). El lenguaje formal para representar la

logica bivalente (logica proposicional) LProp es definido por los siguientes elementos:

1.Un alfabeto U esta dividido en:
a

a) simbolos de aridad cero, Qo= ={(,), Po, P1, P2, ......... } los cuales a su vez, se

clasifican en simbolos de agrupacion: {(;)}, y en letras proposicionales o atomos: Atw
={po, p1.,p2, -...... }.

b} conectores de aridad uno, Q1 = {-}

c) conectores de aridad dos, (2 = {=,= A, V}. Ademas, estos conectivos seran

llamados como:

Conectores

~ (negacion)

A (conjuncion)

V (disyuncién)

= (condicional)

«< (bicondicional)

Nombres de los Conecitores Logicos.

1.Ciertas reglas describen como construir las ebfs en Lewop que suelen ser llamadas
también proposiciones.

R1: Si p G Ato, entonces p es una propasicion, es decir p € Lerop.
Ra: Si v es una proposicion, entonces -v es una proposicion.

Ra: Si v ,0 son proposiciones y o € Q2, entonces (v o 0) s una proposicion
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Ra: Ninguna otra cosa es una ebf de Lerop.

Teorema Una propiedad se cumple para toda proposicion de L si y solo si se
satisfacen las siguientes condiciones:

1.Todas las propasiciones p € A cumplen la propiedad.
2.5i la proposicion v cumple la propiedad, entonces -v cumple la propiedad.

3.5i cualesquiera dos proposiciones v y 0 cumplen la propiedad entonces también la
cumplen (v A 0) para todo A € Q2 y toda proposicion v ,0 € Lprop.

Demostracion: En efecto; si suponemos que todas las proposiciones de Lpmp
cumplen con la propiedad, entonces por R1 todo p € Aw los cumplen. Por lo tanto se
verifica (1). De otro lado, por las reglas Rz y Ra se verifican simultaneamente las
condiciones (2) y (3). De manera reciproca, si suponemos que se cumplen las
condiciones (1), (2) y (3). entonces demostraremos que toda proposicion de Lrrp la

cumple.

En efecto; la demostracion serd hecha por induccion sobre la longitud de las

proposiciones.

Si v tiene longitud uno, entonces v € Aw y por la regla R1 se concluye que v cumple la
propiedad. Ahora supongamos que toda v € Lerop tiene longitud n y cumple con la
propiedad, entonces por Rz y Rz se concluye que —v también cumple con la
propiedad. Por lo tanto, para cualguier numero natural m, si la longitud de v es m,
entonces la proposicidon v cumple con la propiedad, con lo que se verifica la

afirmacion.

Lema Todas las ebfs de Lpwp tienen tantos paréntesis izquierdos como paréntesis

derechos.
Demostracion: Si definimos la propiedad P: tiene tantos paréntesis izquierdos como

derechos, entonces demostraremos que P satisface las reglas (1); (2) y (3) del
teorema anterior

1.Las letras proposicionales {po; p1;pz;...... } tienen 0 paréntesis izquierdos y 0
paréntesis derechos. Por lo tanto, cada p € Aw cumple P.
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2.Supongamos que v € Leop cumple P. Entonces - tiene los mismos paréntesis que

v, s decir -v cumple con P.

3.Finalmente supongamos que v, 0 € Lrrop cumplen con P. Entonces (v o o) tiene los
mismos paréntesis de v,0 y un izquierdo mas y un derecho mis. Por lo tanto (v o 0)

cumple con P.

Definicidon (Axiomas). Es un subconjunto de las ebf (proposiciones) de Lrwop de las
cuales se deducen otras proposiciones formales mediante la aplicacion de las reglas
de transformacitn del lenguaje. Los axiomas, no tienen significado ni valor de verdad.
En particular, no son enunciados verdaderos y, por tanto, no se los elige por su

evidencia.

Definicién (Teoremas). Son las ebfs de Leop que se deducen de los axiomas
mediante |a aplicacion de alguna regla de transformacion. Los axiomas se consideran
deducibles de si mismas, por lo tanto son teoremas. Asi, el conjunto de los axiomas
de Lprop esté incluido en el de los teoremas.

2.2.5.7.2 Semantica de la Légica Proposicional.
La razdn principal del estudio de la légica proposicional es el de extensionalidad de

las proposiciones, el cual dice que el valor de verdad de una ;ﬁoposicic'm depende
Gnicamente del de sus subformulas. Esto motiva la definicion de funciones de valores
de verdad que se extiendan a todo Lprop.

Definicion (Semantica). Una semantica se define como el par (Aw, S), donde S es

una relacion de satisfactibilidad definida de la siguiente manera:
1.5: LPrc}p—"{V F}
2.5i S (p) =V, entonces p es verdadero y si S (p) = F, entonces p es falso.

Definicién (Evaluacion de veracidad). Una valuacion o asignacion de valores de
verdad consiste en una funcién v : Aw — {0,1} que asigna a cada letra proposicional

un valor veritativo.

Definicién (Razonamiento). Es cualquier secuencia finita de proposiciones de L que
tiene la siguiente estructura:
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porpifpztfpn=a.

Donde n es un niamero entero positivo. A las proposiciones p;, i =0, 1,....., n se les

llama premisas del razonamiento y a la proposicion g, conclusidon del mismo.

Definicion (Razonamiento valido). Es todo razonamiento donde la conclusion g es

verdadera cada vez que todas las premisas pi, i=0, 1, ..., nlo sean.

Observacion Un razonamiento valido también se llama inferencia y queda

representado por el siguiente esquema.
P1

P2

Pa

q

Definicién (Falacia). Es un razonamiento no valido.

Definicion (Demostracion). Es un razonamiento que establece la veracidad de un

teorema.

2.2.5.7.3 Los Conectivos Ldégicos y Tablas de
Verdad

E\da elemento de Q1 y Q Q2 son dislinguibles una de otra por sus valores de verdad.
Esto quiere decir que el significado de cada conectivo logico puede ilustrarse

mediante una tabla, conocida como tabla de verdad.

Definicion (Tabla de verdad). Una tabla de verdad es un arreglo rectangular que
contiene los valores veritativos de la proposicion y en cada linea se muestra un posible

valor.

A continuacion, se presentamos la tabla de verdad asociada a cada una de las

operaciones definidas en la lagica proposicional.
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1. (Negacién).
La conecliva — define una funcién de verdad f—: {V,F}— {V,F}como:

f=: V.F}= {V.F}

f=(V)=F

f=(F) =V

el cual se puede resumir en la siguiente tabla llamada tabla de verdad.
P |
v o|v
folf

2. (Conjuncidn).

La conectiva A define una funcidon de verdad:
fH{V,FYx{V,F} = {V,F}

como:

fre (V. ER2 - (V. F}

frwwy =V
[RVLF) = F
fRELV) = F
fAEF) = F

el cual se puede resumir en |a siguiente tabla llamada tabla de verdad.

P |da |p"q
v v v
v | f f
f v | f
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3. (Disyuncion).

La conectiva V define una funcion de verdad
fo: {V,F}x {V,F}->{V,F}

como:

e ({V.FP2-{V,F}

frwwy =v
fRVLE) =V
fREV) =V
fAEF) = F

el cual se puede resumir en |a siguiente tabla llamada tabla de verdad.

P |a [pVq
v (v |V
v |f v
folv |v
f |f |v
4. (Implicacién).

La conectiva = define una funcién de verdad

Fe: (V,F)x{V,F} - {V,F}
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y tiene la siguiente tabla llamada tabla de verdad.

P |9 P—q
v v v
v (f |f
folv |f
fof v

5. (Bicondicional).
La conectiva & define una funcion de verdad
Fe: (V,F}x{V,F}— (V,F}

y tiene la siguiente tabla llamada tabla de verdad.

P |9 |pP=Q
v |V |V
v |f |f
folv |f
f f v

2.2.5.7.4 Lbgica Bivalente y la N-Categoria

En esta seccion estudiaremos los temas relacionados a ldgica bivalente con la

finalidad de buscar una interpretacion categorica de la ldgica.

Definicién (N-Categoria). Una N-Categoria es una categoria pre-orden C con un

funtor contravariante N : C — C, tal que.
a) C tiene objeto final 1,

b) C tiene coproductos finitos,

47




c) y el funtor N2 = N o N es definido como N?(A) = A y N%(f) = f para cada A € obj (C)
y todo morfismo f en C.

d) f: A — B es un morfismos de C si y s6lo si N(A) [] B es isomorfo al objeto final 1

para cualquier par de objetos Ay B.
Proposicion En toda N-Categoria existe objeto inicial.

Demostracion: La existencia del objeto inicial queda garantizado al ser definido por
0" = N(1). A continuacion verificaremos que para todo B € obj(C),HomC(0'; B) es

un conjunto unitario.

Como C tiene objeto final 1, para todo B € obj (C) existe un Unico morfismo f :
N(B) - 1.Porlotanto HomC(N(1); N2(B)) = Hom(C(0’; B) esun conjunto unitario,
tal como se queria verificar.

Proposicion Toda N-Categoria tiene productos binarios.

Demostracion: Para cada A, B € obj(C) definimos su producto A x B como A x B =
(N(N{A) LI N(B)) y las proyecciones canonicas como 1A = N(in)), = N(ine) donde
inga), inge) son las inclusiones del coproducto N(N(A) [] N(B), entonces demostraremos

que el triple (A x B,ma,mie ) es el producto de los objetos A, B.

Para ello, demostraremos gue para todo € € obj(C)sif € HomC(C; A) v g €
Hom((C; B) enitonces existe un unico h € HomC(C; Ax B) tal que myoh =
f,my oh = g.

Como f € HomC(C; A)yg € HomC(C; B) por definicién de funtor contravariante N :
C = C,N(f) € HomC(N(AZ; N(C)) y N(g) € HomC(N(B); N(C))respectivamente.
Luego por la propiedad universal de (N{A) ] N(B); ina); ing)), existe un Gnico morfismo
f'r N(AIN(B)Y = N(C).

Finalmente si aplicamos el funtor contravariante N, se comprueba que existe un Unico
morfismo h = N(f'): € = N2(C) - N(N(A)[IN(B) que cumple myoh =
f,my oh = g.

Proposicién En toda N-Categoria el objeto N(N(A) x N(B) es isomorfo al objeto A]B.

Demostracion: Consecuencia directa de la definicion de producto en la N-Categoria.
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Corolario En toda N-Categoria el abjeto NyN(A) x BJ es isomorfo al objeto A[[N(B).

Proposicion A todo objeto final de la N-Categoria le corresponde el valor de verdad
{V) en LProp.

Demostracion: En efecto; como C es una categoria pre-orden, HomC(A; 1) es
unitario para cada A € obj(C). Por lo tanto, a 1 le llegan los morfismos de todos los

demas objetos pero del no parte ninguno.

Luego si interpretamos a los morfismos de C como implicaciones y a sus objetos como
proposiciones de Lrp se concluye que Uaeosjic) HomC (4; 1) es equivalente a la ebfu

— V en Lrrop ¥ cOmo esta siempre es verdadera. Por lo tanto, se verifica la afirmacién.

Proposicién Todo objeto inicial de la N-Categoria le corresponde el valor de falsedad
{F) en LPmp.

Demostracidn: Como C es una categoria pre-orden, Hom(C(0'; B) es unitario para
cada B € obj (C). Por lo tanto, de 0' parten morfismos a todos los demas objetos, pero

a él no le llega ninguno.

Luego si interpretamos a los morfismos de C como implicaciones y a sus objetos como
proposiciones de Lerop se concluye que (Usessiic) HomC(0'; B) es equivalente a la ebf

F — u en Lrrop ¥ COMoO esta siempre es falsa se verifica la afirmacion.

Proposiciéon En toda N-Categoria a (A[[B; i,,igz) le corresponde la proposicion (u
V' 0} en LProp.

Demostracion: En efecto; como C es una categoria pre-orden si interpretamaos a los
morfismos de C como implicaciones y a sus objetos como propasiciones, entonces a
iy € HomC(A, AIB) e iz € HomC(B, A[[B) les corresponden las siguientes

propasiciones v = (WV0)y0 — (v V 0) en Lpwop.

Ademas como el coproducto cumple la siguiente propiedad universal: Dado C €
obj(C),g € HomC(A,C)yh G HomC(B,C), existe un unico morfismo g]Jh €
HomC(A]]B,C) tal que fois =g, foiz = h se obtiene la siguiente proposicion

compuesta:

(v = A0 >N (@VO0) — ¥y
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Por lo tanto; si (v = y) ¥y (0 — y) son proposiciones validas, entonces (uV 0) = Y

también lo es. Por lo tanto, se verifica la afirmacién.

Proposicion Dados los objetos A, B en la N-Categoria, si existe el producto (A x B,

a, T8), entonces le corresponde la proposicion (0 A 0) en Lprop.

Demostracion: En efecto; como C es una categoria pre-orden si interpretamos a los
morfismos de C como implicaciones y a sus objetos como proposiciones, entonces a
m, € HomC(AX B; A) vy nmy; € HomC(A x B; A) les carresponden las siguientes
proposiciones (vA0) - vy (vAQ0) — 0en Lprop.

Ademés como el producto cumple |a siguiente propiedad universal: Dado ¢ € obj((C)
si f € HomC(C: A) vy g € HomC(C; B) entonces existe un unico h = (f,g) €
HomC(C; Ax Bytalquem, 0h = f,mz 0 h = g. se obtiene |a siguiente proposicion

compuesta:
((r =)A= 0) = (¥ = (vA0))

Por lo tanto; si (y — u) y (y — 0) son proposiciones validas, entonces y —» (v A0)
también lo es. Por lo tanto se verifica la afirmacion.

Proposicion En toda N-Categoria al funtor contravariante N : € — C le corresponde
la negacién en Lpiop.

Demostracion: En efecto; si f: A = B en C, enlonces por definicion de funtor
contravariante se tiene N(f) : N(B) = N(4). Luego si interpretamos a los morfismos
de C como implicaciones y a sus objetos como proposiciones, se deduce gue a la
proposicion v — ¢ se le asocia bajo el funtor N la proposicidon — ¢ — —V en Lprop.

Por lo tanto, se verifica la afirmacion.
Proposicién En toda N-Categoria N(A) [] B es un objeto final.
Demostracion: Evidente por definicién de N-Categoria.

Proposicién En toda N-Categoria al objeto N(4)]] B le corresponde la proposicién
(—=vV ¢) en LProp.

Demostracion: En efecto; como C es una categoria pre-orden si interpretamos a los

morfismos de C como implicaciones y a sus objetos como proposiciones, entonces
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por proposicién 6.4.7 se deduce que a N(A)[[B le corresponde la siguiente
proposicion (—wv V ¢) en Lewop.

2.6. DEFINICION DE TERMINOS.
1. AXIOMAS.

Es un subconjunto de las ebf (proposiciones) de Lriop de |as cuales se deducen otras
proposiciones farmales mediante la aplicacion de las reglas de transformacion del
lenguaje. Los axiomas, no tienen significado ni valor de verdad. En particular, no son

enunciados verdaderos y, por tanto, no se los elige por su evidencia.

2. LOGICA

Una logica clasica es un sistema logico que admite solo dos valores de verdad para
sus enunciados (premisas y conclusién). En la l6gica bivalente, una proposicion solo
puede ser verdadera o falsa, no existen valores intermedios de verdad

a
3. LOGICA BIVALENTE

Una logica clasica es un sistema logico que admite solo dos valores de verdad para
sus enunciados (premisas y conclusion). En la lagica bivalente, una proposicion solo
puede ser verdadera o falsa, no existen valores intermedios de verdad. El clasico
sistema de |6gica bivalente es la légica aristotélica que se sustenta en tres principios
basicos:

a) Principio de identidad: es verdad que A es idéntico a A (a sl mismo). 4 = 4
b) Principio de no contradiccion: A no puede ser A y no-A al mismo tiempo.
(A A —A4)

c)Principio del tercero excluido: A es verdadero o es falso, no hay una tercera
posibilidad. A v =4

4. LOGICA PROPOSICIONAL

Segun Wikipedia, la logica proposicional es un sistema formal cuyos elementos son

proposiciones y cuyas con&i\ntes logicas, estan representadas por operaciones
sobre estas; con la finalidad de formar proposiciones de mayor complejidad.

5. FUNTOR CONTRAVARIANTE

51




Sean C y D dos categorias. Un funtor contravariante de C en D (denotade como
F: € — D) consiste en dos aplicaciones:

La aplicacion objeto F, que asigna a cada objeto A de C un objeto

F(4) de D.

La aplicacion morfismo F, que asigna a cada morfismo f: A —— B de C el morfismo
F(f): F(B)—— F(A)deD.

y satisface los siguientes axiomas:
Axioma 1.

F(f B g) = F(g) B F(f).
Axioma 2.

Paracada 4 € C,F(I4) = IF(A).

Los funtores que preservan la direccion de morfismos se llaman funtores covariantes

y los que cambian su direccion se llaman funtores contravariantes.
6. MORFISMO CERO A IZQUIERDA.

f+ A — B esmorfismo cero aizquierdasif @ g = f @ h, para cualquier C €
obj(C) y cualesquiera g,.h € Hom C(C; A).

Morfismo cero aderecha. f : A —— B es morfismo ceroaderechasig B f = h

f , para cualquier € € obj(C) y cualesquiera g,h € Hom C(B; C).

Morfismo cero. f : A —— B es morfismo cera si es simultaneamente morfismao cero

a izquierda y morfismo cero a derecha.

7.N-CATEGORIA. Una N-Categoria es una categoria pre-orden C con un funtor
contravariante N : € — C, tal que.

a) C tiene objeto final 1,
b) C tiene coproductos finitos,

c) y el funtor N2 = N o N es definido como N2(A) = Ay N3(f) =f paracada A € obj (C)

y todo morfismo f en C.
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d)f: A - B esun morfismos de C siy sélo si N(A)]] B es isomorfo al objeto final 1

para cualquier par de objetos Ay B.

e .
8. TEORIA DE CATEGORIAS

Segun Wikipedia, |la teoria de categorias es un estudio matematico que trata de
axiomatizar de forma abstracta diversas estructuras matematicas como una sola,
mediante el uso de objetos y morfismos.

9.SISTEMAS FORMALES

7
Segun Wikipedia, un sistema formal es un sistema abstracto compuesto por un
lenguaje formal, axiomas, reglas de inferencia y a veces una semantica formal, que

se utiliza para deducir o demostrar teoremas y dar una definicion rigurosa del
concepto de demastracion.

10.SISTEMAS AXIOMATICOS

Segun Wikipedia, un sistema axiomatico consiste en un conjunto de axiomas que se
usan, mediante deducciones para demostrar teoremas.

11. RAZONAMIENTO VALIDO

Es todo razonamiento donde la conclusion q es verdadera cada vez que todas las

premisas pi,i=01,............. , hlo sean.

(69 . .
2.7. FORMULACION DE LAS HIPOTESIS
2.7.1 Hipotesis General

« Es la calegoria logica una herramienta para analizar la logica

bivalente.

2.7.2 Hipoétesis Especificos
+« Los conectores ldgicos son susceptibles a ser estudiados desde el

dominio de la tecria de categorias.

+« La logica bivalente se puede caracterizar con ayuda de objetos,
morfismos y funtores.
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CAPITULO Il

METODOLOGIA
Disefio Metodolégico
Esta investigacion se desarrolla a partir de un esiudio de caso, aplicado en el ambito
de la légica proposicional bivalente, donde los fundamentos de la teoria de categorias
son las unidades de analisis, pues se pretende construir un modelo categérico para
interpretar los fundamentos del calculo proposicional de la l6gica bivalente, para tal

fin utilizaremos el método tedrico.

3.1.1Tipo de Investigacion
Por el tipo de la investigacién, el presente estudio retne las condiciones

metodolégicas de una investigacion teérico.

3.1.2 Nivel de Investigacién
De acuerdo a la naturaleza del estudio de la investigacion, reline por su nivel las
caracteristicas de un estudio de nivel tedrico y exploratorio.

3.1.3 Diseno
Por ser un tema de caracter tetrico, el disefio de la investigacion es de caracter

basicamente explicativo basada en la discusion y el analisis critico.

3.1.4 Enfoque

De acuerdo a la naturaleza del disefio de la investigacion, su enfoque es cualitativa.

3.2 Poblacion y Muestra

&bido a que la investigacién es tedrica en la investigacion no hay poblacion ni

muestra.

3.3 Operacionalizacion de Variables e Indicadores

La investigacion no tiene variables dependiente ni independiente.
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3.4 Técnicas e Instrumentos de Recoleccién de Datos

Se utilizd la basqueda de bibliografia relacionada con las categorias y la logica

bivalente.

4.1Técnicas a Emplear
Por el tipo de la investigacion, el presente estudio retune las condiciones

metodologicas de una investigacion tedrica y aplicativa.

3.4.2 Descripcion de los Instrumentos
Los instrumentos son |a bibliografia y algunos antecedentes relacionados con la teoria
de categorias y la logica bivalente.

3.5Técnicas para el Procesamiento de la Informacion

Después de obtener la bibliografia se procede a formular un funtor que permita
analizar la ldgica bivalente usando categorias.
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CAPITULO IV.

SUGERENCIAS CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
4.1 SUGERENCIAS

Las sugerencias de los trabajos futuros son las siguientes:

a) Por ser logica bivalente un instrumento de base para las ciencias formales y
facticas, un trabajo futuro pendiente de nuestra propuesta seria formalizar un
procedimiento para algebrizarla con ayuda de los objetos, los morfismos y las

construcciones categoricas.

b) Extender los principios de inferencia de la logica bivalente con ayuda de las demas

construcciones categoricas.

c) Implementar un marco interpretativo categorico que extienda las interpretaciones

de la légica bivalente a otras ldgicas como por ejemplo la modal.
4.2CONCLUSIONES

Primera. - Se ha construido una categoria llamada N-categoria con la finalidad de
utilizarla como marco de referencia para realizar interpretaciones apropiadas de la
légica bivalente.

Segunda. - Se ha demostrado algunas propiedades de la N-categoria con la finalidad

de ser utilizados para caracterizar la loégica bivalente.

Tercera. - Se ha demostrado que se puede algebrizar los fundamentos de la ldgica

bivalente con ayuda de |a teoria de categorias.

Cuarta. - Se ha propuesto una nueva optica de analisis para los fundamentos de la
l6gica bivalente.

4.3 RECOMENDACIONES.
Podemos establecer las siguientes recomendaciones

a) Continuar con una ampliacion de la tesis de tal manera gue se obtenga

conocimientos sobre logica multivalente usando N-categorias,

b) Implementar en la Facultad de ciencias estudios mas avanzados sombre

morfismos y funtores dentro de la l6gica del pensamientos y l6gica matematica
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