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RESUMEN

El presente trabajo consiste en el estudio de algunas propiedades de los nimeros
primos como son: funcién cantidad de ndmeros primos m(x), funcion cantidad de
nameros primos gemelos m,(x), funciéon de Mangoldt A(x), funcién de Chebyshev
9(x), suma de inversos de numeros primos. El trabajo finalizara con la demostracion
del teorema de Brun, que dice que la suma
> (e
p primo p p+2
p+2 primo

es convergente, que refuerza la idea que la cantidad de nameros primos gemelos es

finita, esto es, que la conjetura de los nimeros primos gemelos es falsa.

Palabras claves: Nameros primos, nimeros primos gemelos, funciones aritméticas,

conjetura de los nimeros primos gemelos, teorema de Brun.



ABSTRACT

The present work consists is the study of some properties of the prime numbers such
as: number os prime numbers function 7(x), number of twin prime numbers function
1, (x), Mangoldt function A(x), Chebyshev function 9(x), summation of reciprocal
of prime numbers. The work will end with the proof of Brun's theorem, which says

that
(1 1 )
p p+ 2

Is convergent, which reinforces that the number of twin prime numbers is finite, that

p primo
p+2 primo

is, the twin prime numbers conjecture is false.

Keywords: Prime numbers, twin prime numbers, arithmetic functions, twin prime

numbers conjecture, Brun's theorem.



INTRODUCCION

Desde tiempos muy antiguos los nimeros primos han sido objeto de estudio e interés.
En la Grecia antigua, fueron estudiados por los pitagoricos y Euclides. Los pitagéricos
estaban fascinados con los nimeros primos por su caracteristica de ser indivisibles.
Euclides demostrd que los numeros primos son, en cantidad, infinitos.
Todos los nimeros primos a excepcion de 2 son impares, esto es, dados p, g numeros
primos se tienequep —qg =2 cuandop,q #2yp—q=1siysolosip=3yq=
2. Nos haremos la siguiente pregunta: ;Qué podemos decir cuando p — q = 2? Los
nameros primos p, q tal que p — g = 2 son llamados nimeros primos gemelos.
En 1912, en un congreso matematico internacional, Edmund Landau mencion cuatro
viejas conjeturas que parecian irresolubles en ese momento.
e Conjetura de Golbach: Todo nimero natural par mayor que 2 puede escribirse
como suma de dos nimeros primos.
e Entre dos numeros naturales cuadrados perfectos consecutivos existe un
ndmero primo.
e Conjetura de los primos gemelos: Existen infinitos nimeros primos gemelos.
e Conjetura de Landau: Existen infinitos nimeros primos de la forman? + 1 con

n € N.

Conjeturas que hasta el momento no han sido corroboradas o refutadas.
Viggo Brun (1885 - 1978) atribuye a Paul Stackel (1862 - 1919) el primer uso del
término " "numeros primos gemelos”. Stackel obtuvo algunos célculos numéricos

relacionados con las conjeturas mencionadas arriba.



La constante de Brun B es definida como la suma de los reciprocos de todos los

ndmeros primos

B = (1+1)+(1+1>+<L+i)+...
3 5 5 7 11 13

Si esta serie fuese divergente entonces responderia afirmativamente a la conjetura de
los nimeros primos gemelos inmediatamente. Brun probo, en cambio, que esta serie
es convergente. El presente trabajo de tesis se da a la tarea realizar detalladamente la
prueba de tal afirmacion.

Posteriormente; Selmet (1942), Froberg (1961), Bohman (1973), Shanks & Wrench
(1974), Brent (1975, 1976), Nicely (1995, 2001) y otros, realizaron mejores
estimaciones numeéricas de la constante B. Recientes calculos arrojan que

B =1.9021605831 ...

usando grandes bases de datos de nimeros primos gemelos.

10



Capitulo 1

Planteamiento del problema

1.1. Descripcion y formulacion del problema

Un numero primo es un numero mayor que 1 con solamente dos divisores, 1y el mismo
numero. Euclides probd, S. 1l A.C., que existe una cantidad infinita de nimeros
primos y que todo numero natural mayor que 1 es producto de una combinacion Unica
de nimeros primos (teorema fundamental de la aritmética). También, se sabe que la
suma de los inversos de los nimeros es infinita. Los ndmeros primos gemelos son
pares de nimeros primos (p, p + 2). La conjetura de los nimeros primos gemelos dice
que los pares de numeros gemelos es infinito. Sin embargo, el teorema de Brun sobre
los nimeros primos gemelos indica que la suma de los inversos de los nimeros primos
gemelos es convergente. Esta suma mencionada es llamada constante de Brun. Esto
no responde a la conjetura de los nimeros primos gemelos, pero si da luces que la
cantidad de numeros primos gemelos es finita, esto es, la conjetura podria ser falsa. La
convergencia de la suma muestra la escasez relativa de los primos gemelos dentro de
los nimeros primos. El teorema de Brun sobre primos gemelos, de hecho, da un limite

superior al numero de pares primos gemelos menor o igual a cierto nimero.
1.2. Formulacion del problema
1.2.1. Problema general

¢La serie de los reciprocos de los nimeros primos gemelos es convergente?

1.2.2. Problemas especificos

11



- ¢Cudl es la funcién f: RT - R* tal que m(x) < f(x) con x > a para algin
a € Rt?
- ¢Cuél es la funcién g: R* - R* tal que m,(x) < g(x) con x > a para algin

a € R*?

1.3. Objetivos de la investigacion
1.3.1. Objetivo general
Probar si la serie de los reciprocos de los numeros primos gemelos es

convergente.

1.3.2. Objetivos especificos

Determinar una funcion f:R* - R* tal que m(x) < f(x) con x = apara
algin a € R*.

Determinar una funcién g: R —» R* tal que m,(x) < g(x) con x = apara

algin a € R*.

1.4, Justificacién de la investigacion

La presente investigacion se justifica ya que se basa en la teoria de los nUmeros primos,
los cuales juegan un papel muy importante en la teoria de nimeros y en nuestra vida
cotidiana por ejemplo en los bancos o en centros financieros para seguridad de las
transferencias bancarias y otras operaciones en donde se necesita nimeros muy
grandes que sirvan como claves y dificiles de ser detectados ademas para ello también
utilizan la criptografia. Por otro lado, en la actualidad existen muchos problemas sobre
ndmeros primos que se encuentran sin demostracion, tales como: la conjetura de los
nameros primos gemelos, la conjetura de Goldbach, la nueva conjetura de Mersenne,
la famosa hipotesis de Riemann tiene una relacion muy estrecha con los numeros
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primos, etc. Todo esto son motivos suficientes para realizar investigaciones en esta

rama de la matematica.

1.5. Delimitacion del estudio

La investigacion se encuentra enmarcada dentro del anélisis matemético y la teoria de
nameros, en particular se estudia la constante de Brun, que guarda relacion con la
conjetura de los nimeros primos gemelos, en forma detallada y con diversos ejemplos
ilustrativos, para convertirse en un punto de partida para cualquier estudiante y/o
docente interesado en el tema.

Por la naturaleza tedrica de la investigacion, ésta no tiene limitantes, temporales,

espaciales ni sociales.

1.6. Viabilidad del estudio

e La investigacion es viable dado que existen materiales bibliograficos en
bibliotecas especializadas, en internet, en repositorios académicos nacionales e
internacionales, que son suficientes para su desarrollo.

e Respecto a lo econdmico, es autofinanciado por el tesista, ademas se cuenta con

materiales de escritorio y de impresion.
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Capitulo 2

Marco tedrico

2.1. Antecedentes de la investigacion

e Nivel Internacional

Walsh, N. (2010): en su tesis titulada “Progresiones aritméticas en subconjuntos de
los primos” — Argentina. Para optar el titulo de licenciado en Matematicas menciona
que, en el 2004, en uno de los trabajos mas importantes de los Gltimos tiempos en
teoria de numeros, Ben Green y Terence Tao demostraron que los nimeros primos
poseen progresiones aritméticas arbitrariamente largas. En este objetivo de este trabajo
es demostrar que los métodos de Green y Tao se pueden adaptar para encontrar
progresiones aritméticas arbitrariamente largas en diversos subconjuntos de los
primos. Un ejemplo de aplicacion del resultado es para el conjunto de primos gemelos.
Barrero, E. (2013): en su tesis titulada “La conjetura de los primos gemelos en un
mundo paralelo al mundo de los nimeros enteros” — Colombia. Para optar el grado
académico de maestria en Ciencias Matemaéticas, analiz6 algunas conjeturas sobre el
namero de polinomios primos gemelos para el anillo de polinomios de coeficientes en
un cuerpo finito Fq[X]. En el primer capitulo, se establece los requerimientos minimos
de la teoria aritmética de polinomios sobre un cuerpo finito Fg. En el segundo capitulo,
se examino el trabajo de Effinger, Hincks y Mullen, donde se establece una conjetura
aun no demostrada. En el tercer capitulo, se estudia el trabajo de Pollack, donde se
propone una nueva conjetura y se establece, bajo ciertas condiciones, una estimativa

para la existencia de polinomios primos gemelos.
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e Nivel Nacional

Tantarico, G. (2019): en su tesis titulada “Teorema de los niimeros primos” — Peru.
Para optar el grado académico de maestria en Matematicas, analizo la demostracion
del Teorema de los nimeros primos usando herramientas del analisis complejo. El

teorema de los nimeros primos

lm T _

X—+o00 X
Donde 1(x) es la cantidad de nimeros primos menores o iguales a x.

2.2, Bases tedricas

2.2.1. Preliminares
Definicion 1.
Dados n,d € N. Se dice que d es divisor de n, 0 que d divide n, si existe g € N tal

que n = qd. Denotaremos esto como d|n.

Ejemplo 1.
a) 1 divide a cualquier numero natural.
b) Todos los divisores de 28 son 1,2,4,7,14 y 28.

c) Todos los divisores de 23 son 1y 23.
Definicion 2.

Un namero natural p es un nimero primo si p > 1y tiene solamente dos divisores.

Ejemplo 2.
Los numeros primos menores que 100 son: 2,3,5,7,11,

13,17,19,23,29 31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83, 89 y 97.
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Proposicion 1. Teorema fundamental de la aritmética.

Dado un nimero natural n > 2, existen (nicos m4, ..., m,, € N y Unicos nimeros
H mq my

primosp; < -+ <p,,conr EN, talquen=p; ' ..p,".

(Ver teorema 1.10, capitulo 1, pagina 17, Apostol [1])

Proposicion 2.

El conjunto de todos los nimeros primos es infinito.

Demostracion.

Supongamos que existe solo una cantidad finita de nmeros primos, esto son py, ..., Pn
nameros primos diferentes. Consideremos N = p; ...p, + 1 > 1. Por la proposicién
1, existe p; numero primo tal que divide a N. Luego, p; dividea N —p; ...p,, = 1.

Esto implica que p; = 1. Contradiccion. Por tanto, existen infinitos nimeros primos.

Definicion 3.
Una sucesion en R es una funcion f: N — R. Denotaremos una sucesion como

(X )nen, 0 simplemente (x,,),,, donde x,, = f(n).

Definicion 4.
Una sucesion (x,,),, se dice convergente si existe x € R tal que para todo € > 0 existe
N € N cumpliendo |x,, — x| < € paratodo n > N. Se dice que x es el limite de (x;,),.

Denotaremos esto como lim x,, 0 x,, — x.
n

Una sucesion en R se dice divergente en caso no sea convergente.

16



Proposicion 3.

El limite de toda sucesion convergente en R Unico.

Demostracion.

Sea (x,), una sucesion en R convergente y x,y € R limites diferentes de (x;,),.

Ix yl |x Y|

Tomando € = > 0 existen N,M € N tal que |x,, — x| < ——paratodon = Ny

|, — ¥l < byl para todo n = M. Tomando L = max{N, M} tenemos que

|x — x;, +x;, — ¥l

< lx =+ x, -yl

X — X —

I yI+I yl
2 2

|x —y|

N

De donde, |x — y| < |x — y|. Contradiccion. Por tanto, el limite de una sucesion

convergente es Gnica.

Definicién 5.

Sea (a,), sucesion en R. Definiremos una nueva sucesion como sigue

ar = a; + -+ ay.

I
NgE

k=1
La sucesion (s,,),, serd llamada serie de términos (a,,),, y denotada como
2,
nz1

Denotaremos a su limite como

Proposicion 4.

Si la serie

17



en R es convergente, entonces

Demostracion.
Consideremos la sucesion (S,,),,, donde S,, = Y.;—; ax, que converge a L = Y.;_; ay.
La subsucesion (S,_1), converge a L también. Luego,

lima, =limS,—-S,.1=L—L=0.

Ejemplo 3.
El reciproco del teorema anterior es falso. En el ejemplo 23, capitulo 4, pagina 106,
Lima [6]; se comprueba que

Dk

nz1

es divergente, sin embargo

lim— = 0.
nn

Definicién 6.

Un par de nimeros primos gemelos son dos ndmeros primos de la forma (p,p + 2).
Ejemplo 4.

a) Algunos pares de primos gemelos son: (3,5),(5,7),(11,13),(17,19) vy

(29,31).

18



b) EI nimero 23 no pertenece a ningun par de primos gemelos, debido que 21y

25 Nno son nimeros primos.

Definicion 7
Sean x € Ry N € Z. Se dice que N es el maximo entero, denotado como [x], si

N = max{n € Z:n < x}.

Proposicion 5.
Sea x € R. El entero [x] es el Unico entero tal que [x] <x <|[x]+ 1.

Equivalentemente, x — 1 < [x] < x.

Demostracion.
Por definicion [x] < x. Ahora, suponer que x = [x] + 1 implicaria que
[x] +1€{n€Z:n < x}
Tomando méaximo en el conjunto anterior tenemos
[x] +1 < max{n € Z:n < x} = [x]

Que es una contradiccién. Asi, la suposicion anterior es falso. Por tanto, x < [x] + 1.
Falta probar la unicidad. Ahora, supongamos otro n € Z tal que

n<x<n+1.
De donde,

n—1<—-—x<-n.
Sumando con
[x] <x<[x}+1
tenemos
[x] —n—-1<0<[x]+1—n.

19



De donde
-1<[x]-n<1

Como [x] —n € Z, debemos tener que

esto es,

Termina la prueba.

2.2.2. Funcion 0
Definicion 8.
Sea I € R intervalo no acotado superiormente, f:1 - R, g: I - R* funciones y a €
1. Se escribe:
a) f(x)=0(g(x))six = a,siexiste M > 0 tal que |f(x)| < Mg(x) Vx = a.
b) f(x) = O(Q(x)) six > a,siexiste M > 0tal que |f(x)| < Mg(x) Vx > a.

c) f(x)=0(g(x)),siexistt M >0ya € Rtal que |[f(x)| < Mg(x) Vx = a.

Proposicion 6.
Sea I € R intervalo no acotado, f,h:I - R, g,p:I » R* funciones, A€ Ry a € I
tales que
flx) = O(g(x)),h(x) = O(p(x)) six = a.
Se cumple:
a) f(x)+ Ah(x) = 0(max{g(x),p(x)}) six = a.
b) f(x)h(x) = O(g(x)p(x)) six = a.

c) Sif, g son integrables sobre [a,x] < I con x > a, entonces

20



fxf(t)dt =0 <fxg(t)dt> six > a.

d) Sif, g son integrables sobre [x, +c0) € I con x > a, entonces

fmf(t)dt =0 <f+oog(t)dt> six = a.

Todo lo anterior vale, también, para x > a.

Demostracion.
Por hipotesis, existen M, N > 0 tales que
lf )l < Mg(x), |[h(x)| < Np(x) Vx=a.
a) Dado x > a, tenemos

|f (x) + 2h(x)| |f GOl + [A][h ()]
Mg(x) + |AINp(x)
(M + [2IN) g (x) + (M + [2|N)p(x)

(M + |2IN) max{p(x), g(x)}

IAIAIN A

Esto es,
£ () + Ah(x)| < (M + [AIN) max{p(x), g(x)} Vx > a.
Por tanto,
£ + Ah(x) = 0(max{p(x), g()}) si x > a.

b) Dado x > a, tenemos

f IR = [f)]h()]
< Mg(x)Np(x)
= (MN)g(x)p(x)

Esto es,
lf(x)h(x)] < (MN)p(x)g(x) Vx = a.
Por tanto,

f()h(x) = O(p(x)g(x)) six = a.

21



¢) Dado x > a, tenemos

| o < | rlde
< fog(t)dt
= fog(t)dt
Esto es,
fo(t)dt < Mf:g(t)dt Vx > a.
Por tanto,

jxf(t)dt =0 <jxg(t)dt> six > a.

d) Dado x > a, tenemos

+0oo +oco
[ roal < [ o
X X
+o0
< Mg(t)dt
X
+00
= MJ g®)dt
X
Esto es,
+ oo + 00
f f()dt SMf g(tdt vx=>=a.
X X
Por tanto,

f+oof(t)dt =0 <f+oog(t)dt> six = a.

Terminamos de probar las proposiciones para el caso x > a. Las demostraciones

anteriores valen para x > a.
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2.2.3. Funcidn logaritmo y funcién exponencial
Definicién 9.

Se define la funcion In: R* = R como

*1
lnxzf —dt.
1 t

El nimero In x es llamado el logaritmo natural de x o, simplemente, logaritmo de x.

Proposicion 7.

La funcidn logaritmo es una biyeccion C* estrictamente creciente con
, 1
In"x =—
X
En consecuencia,comoIn1 = 0setienequelnx < 0si0 <x <1ylnx >0six >

1. Ademas,

Inxy=Inx+Iny, Inx"=rlnx Vx,y>0,reR.

Demostracion.

Ver teorema 21 y corolarios, capitulo 9, seccién 7, paginas 275-276, Lima [6].

Definicion 10.
Se define la funciéon exponencial exp:R — R* como la inversa de la funcién

logaritmo. Se define el nimero

Proposicion 8.
La funcidn exponencial es una biyeccidon C* estrictamente creciente con

exp’(x) = exp(x).
23



Ademas,

exp(x) =e* Vx€R.

Demostracion.

Ver teorema 22, capitulo 9, seccidn 7, paginas 277-278, L. Lima [6].

2.2.4. Funcién de Mangoldt y de Chebyshev
Definicion 11.
Se define la funcién de Mangoldt A : N - R como

A(n) = { Inp , n=p"paraalginp primoyme€ N
- 0o , otro caso

Ejemplo 5.

Algunos valores para la funcién de Mangoldt son:

N A(n) N A(n) n A(n)
1 0 11 In11 21 0
2 In 2 12 0 22 0
3 In3 13 In13 23 In23
4 In 2 14 0 24 0
5 In5 15 0 25 In5
6 0 16 In2 26 0
7 In7 17 In17 27 In3
8 In 2 18 0 28 0
9 In3 19 In19 29 In 29
10 0 20 0 30 0

24



Proposicion 9.

Dado n € N se tiene

Z A(d) = Inn.

deN
din

Demostracion.

Paran = 1 tenemos,

ZA(d) — A1) =0=1In1.

deN
d|1

Para n > 1, por la proposicion 2.2, existen unicos my, ..., m, € N y Gnicos nimeros
primos p; < - < p,, conr € N, tal que n = p;"* ...p;'". De esto,
Div(n) = {pfl ...pfr: k; € {0, ...,m;} Vi € {1, ...,r}}.

Por definicion de A, los divisores d de n que cumplen A(d) # 0 son de la forma pf

conk € Ny k < m,. Luego,

> a@ Z i Ap})

deN i=1k=1
din

Se sigue el resultado pedido.
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Lema 1.

Sean f : N -> Ry F : R* - R funciones tal que

0, 0<x<1
Fix) = { 1, x=1
Dado x > 0 se cumple:
a)
X
[x] = F(E).
keN
k<x
b)

mZENf(m) 5= > r@.

meN deN
msx msx dlm

Demostracion.

a) Cuando x > k se tiene = = 1. Luego,

2F@) = 21

keN keN
x k=<x

[X]
- 21

k=1
= [x]

b) Usaremos el item anterior en la primera igualdad a seguir

NI IEDWEINIC

meN meN keN
msx ms<x ksi
m

- Sy e

meN keN
msx mksx

= > ) femF()
e e

Como x > mk, tenemos que % > 1y, asi, F ( ) = 1. Luego,

x
mk



> faF ()

z fm) [%]

meN meN keN
msx msx mksx
= D) fm
meN keN

msx mksx

= > )

meN keN
msx mks<x

= > fm
ke

Haciendo [ = mk, tenemos m|l. Luego,

mzeNf(m) Z]=> > ram.

leN meN
msx I=x mjl

Como se queria.

Proposicion 10.

Dado x > 1 se tiene

Z A(m) [%] = z A(m) [%] = In[x]!.
m=1 meN

msx

Demostracion.

Probemos la igualdad de las dos sumatorias. Si m > x se tiene que %e (0,1). De

donde, [%] = 0 cuando m > x. Se tiene que

27



]
=<
3
—
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S sl 3wl

m=1 meN

= Y am ]+ Y amo
meN meN
<X 7;1C>x
= nZ:NA(m) [E] +0
<X X
= %A(’”) ]

Esto comprueba la igualdad de las sumatorias.

Probemos la segunda igualdad. Por la proposicion anterior

S = 33w

meN meN deN
msx msx d|m

= In[x]!
Donde, la primera igualdad y la segunda igualdad se sigue del lema 2.1 b), con f = A,

y la proposicién 2.9 respectivamente. Se comprueba lo pedido.

Proposicion 11. Identidad de Legendre.

Dado x > 1 se tiene

[x]! = 1_[ (D) = 1_[ paCxD)

p primo p primo
psx

Donde
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]
o0 Inp

cwn =3 (5] S'[)

m=1

Demostracion.
Probemos la primera igualdad. Por la sumatoria de la proposicion 2.10 y recordando

que A(n) # 0 cuando n es exactamente una potencia natural de p, tenemos
X
Z A(m) [—]
m
m=1
X
A") [—]
Z 2 pk

p primo k=1

- ¥ Sl

p primo k=1

_ Z In p2?=1[ﬁ]

p primo

- In 1_[ pz&wﬂ[ﬁ]

p primo

In[x]!

De donde, como In es inyectivo,

= [ o0

p primo

Probemos, ahora, la igualdad de las sumatorias para a(x.p). Seam > [:2—:] Se sigue,

In x
= —_
Inp
= Inx—-mlnp <0
x
= 11’1<p—m)<0

X
= 0< p—m <1
X
De donde,
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a(x.p) = Z [pim

m=1
Inx
| o
X X
AR Z >
m= =ﬂ]+1
Inp
Inx
mp .
X
= Z[p—rﬂ D, 0
m=1 _[Inx
m—m‘l‘l
Inx
|
> =]+ o
m
m=1 p
Inx
ms
2.l
m
m=1 p

Probemos, ahora, la segunda igualdad para [x]!. Cuando p es primo tal que p > x se
sigue,

= Inp>Inx

Inx
= O<l_<1

In x
Inpl
Asi, cuando p > x tenemos

In x
Inp

e

i

a(x.p)

m

Luego,
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! = [ ] peer

p primo

1—[ pa(x-p)

1_[ pa(x-p)

p primo p primo
p<x p>x
_ a(x.p) 0
= | | peP | | p
p primo p primo
p<x p>x
— | | pa(x.p) | | 1
p primo p primo
p<x p>x

= 1_[ pexp) (1)

p primo
psx

p primo

p<x

Concluye la prueba.

Definicion 12.

_ 1_[ pa(xp)

Se define la funcion de Chebyshev, 9: N — R como,

9(n) = Z In p

p primo
psn

Ejemplo 6.

Algunos valores para la funcién de Chebyshev son:

n 9(n)

1 0

2 In 2
3,4 In2+1In3
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56 In24+In3+1In5

7,8,9,10 In24+In3+In5+1n7
11,12 In2+In3+In5+In7+1In11
13,14,15,16 In2+In3+In5+In7+In11+1n13

2.2.5. Acotacion de r(n)
Lema 2.

Dado n € N se tiene

2" < (2”) < 4n
n
En consecuencia,

nin2 <In(2n)! —2Inn! < 2nln2

Demostracion.

Probemos por induccion sobre n. Paran = 1, se tiene

2n\ _ (2\ _ o _ on
(n)_(l)_z_z
que es mayor o igual que 2 = 2™ y menor que 4 = 4™,

Supongamos valido para n € N arbitrario. Luego,

(Z(n + 1)) _ (2n +2)!
n+1 a (n+ 1! (n+1D!
2n+2)(2n+ 1)(2n)!

(n + 1)2(n!)?

(55 )

Notemos que

21 1 c112)
n+1 n+1 ’

Y, por hipdtesis inductiva,

(2.1)
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2n
2" < ( ! ) <4
Luego, por (2.1), tenemos que
2(n+1) n ny _ [on+l gn+1
( e )e [2(1)27, 2(2)4™) = [27+1, 4n+1),

Se prueba asi que

2n)!
2n)=( ) <4" vneN
n

n
2" < ( G
Aplicando In tenemos
nin2 <In(2n)! —2Inn! <nln4 =2nln2.

Concluye asi la prueba.

Lema 3.

Dadon € N,n>2ya € (0,1) se cumple

nln?2
a) < n(2n),
In2n
n (4ln2 Inn
b) n) < (Fa )

Demostracion.

Por la proposicién 2.11, cuando x = n! y x = (2n)!, tenemos

Aplicando In en n!'y (2n)!, de (2.2), se tiene

(TU = ﬂ pa(n'p) = H pa(n'p) , (Zn)l = n pa(znrp)
p primo p primo p primo
psn ps2n ps2n
< Inn In2n In2n
W] lnp] lnp]
o3l 2 ] e [
e =[xl = 2 [w] o eenm= 3 [5

(2.2)
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[

[

In(2n)! — 2Inn! = a(2n,p)Inp | — 2 a(n,p)Inp
\p primo \p primo
p<2n ps2n
- (a(2n,p) — 2a(n,p))Inp
p primo
p<2n
1n2n 1n2n
lnp lnp

2,

p primo
p<2n

\S

p primo
p<2n

2 [
(

\

2| 2wl |
\

- [pim]) Inp

ln2n
lnp

>

(2.3)

a) De (2.2), (2.3)y como [2x] — 2[x] < 1 paratodo x € R se tiene

nln?2

2,

In(2n)! — 21Inn!

In2n
Inp

2. (-2l

p primo m=1

IA

Asi, se cumple a).

b) Por el lema 2y (2.3) tenemos

ps<2n

p primo m=1
p<2n
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2nln2 > In(2n)! — 21Inn!

1n2n
lnp

= 2 > () -2l

p primo m=1
ps<2n

> (51-2[l)mo

p primo
p<2n

> ([F]-2[])mr @)

p primo
n<ps<2n

v

v

Analicemos los términos de la sumatoria anterior. Sin < p < 2n tenemos

<-<1 y 1<—<2

p

N| =
<3

De donde, cuando n < p < 2n se tiene
2n n

[—]—zH: 1-2(0) =1
p p

Esto dltimo en (2.4) tenemos

amz > Y (][

p primo
n<pszn

= Z Inp — Z Inp

p primo p primo
p<2n psn

= 9(2n) —I9(n)
Haciendo n = 2"~ con reN se tiene
92" = 92" ) <22 HIn2 = 2" n 2.

De aqui, por la regla telescopica,
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92" —9(1) = Z(ﬁ(zl)—ﬁ(zl—l))

l

=1
)
< Z 2'In 2
=1

= (2"t - 1)In2
Comov¥(1) =0,
92" < (21 -1)In2<2™1n2  VreN.
Tomando r = [E—Z ,se cumple reN tal que 2" < n < 2"*1, Luego,
9(n) <9(Q2") < 2™2In2=4(2")In2<4nln2

Para ae(0,1) tenemos

(Tr(n)—n(n“))lnn“ = (Z 1- Z 1\‘lnn“

p primo p primo
p=n psn¢
= Inn%
p primo
ne<psn
< z Inp
p primo
ne<psn
< Inp
p primo
psn
= 9(n)
< 4nln?2
Despejando r(n)de la desigualdad anterior, tenemos
4nln?2
n(n) < + (n%)
Inn®
4nln?2
<
alnn
n (4In2 Inn
(= * )
Inn\ «a nl-a

Como se quiere.
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Lema 4.

La funcion f: R* - R definida como f(x) = x~¢Inx, con ¢ > 0, tiene m&ximo global

1
enx = e'/¢ con valor y = - Esto es,

1
x ¢lnx <— Vx>0
ce

Ademas de esto, f(x) es creciente si x < e/ y f(x) es decreciente si x > e'/¢,

Demostracion.
El Gnico valor donde f’(x) = 0 es x = e'/*. En efecto,
ffx)=0 & (@A —-clnx)xc1=0
= 1—clnx=0
o x = e/,
Probemos que f'(x) > 0six < ey f'(x) < 0six > e/, En efecto,

e Six < e/ entonces 1 —clnx > 0. Luego, f'(x)=(1 — clnx)x~¢"1 > 0.

e Six > el'/¢ entonces 1 —clnx < 0. Luego, f'(x)=(1 — clnx)x~°"1 < 0.

Esto implica que f es creciente si x < e/¢y f es decreciente si x > e'/¢. Con esto,

x = e!/¢ es maximo global de f, con valor
Fee) = (V) “In(eir)

()

_ 1
B ec
Termina la prueba.
Proposicion 12.
Dadon € N, n > 2 se tiene
n <) < 6n
6lnn Y STan'

37



Demostracion.
Separemos en dos partes.

Parte 1.

Probemos que # < m(n) paratodo n € N, n = 2. Por el lema 2.3 a) tenemos para

keN

26 > kln2
T = In 2k

4 <1n 2k>' @3)

De donde se implica

2k >1(2k)
m(2k) > e\imze)

el resultado para el caso para n par.

Ahora, de (2.5),

tk+1) > n(2k)
S 1(2k>
4 \In 2k
B 1( k ><2k+1>
— 2\2k+1/\ In2k
1/2k+1
> —
- 6(ln2k)

S 1( 2k +1 >
6 \In(2k + 1)

que es el resultado pedido para n impar.

Parte 2.

Probemos que m(n) < ﬁ paratodon € N, n > 2.

Aplicando el lema 2.4 tenemos
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3
n~Y3lnn < -
e

Luego, hacemos a@ = 2/3 en el lema 2.3, tenemos

) n <4ln2+ Inn )
T Inn\2/3 nl-2/3
n
= —(61n2 +n"1/3 lnn)
Inn
n 3
< —_— (6 In2 + —)
Inn e
Como
3
6In2 + A = 5.2625 ...
Tenemos que
é6n
n(n) < —
Inn
Concluye la prueba.
Corolario 1.
6x
m(x) < — Vx >3
In

Demostracion.

Por el lema 2.4, para ¢ = 1, tenemos que x 'Ilnx es decreciente si x > e. Esto

equivale a que ﬁ es creciente si x > e. Tomemos ahora x > 3. Como [x] < x y por

la proposicion 2.12 tenemos

n(x) = n([x])

6
< [x]
In[x]
6x
< -
In x

Como se queria.

39



Algunos simbolos:

m(x) :ndmero de nimeros primos menores o iguales que x.

1, (x) : nimero de pares de nimeros primos (p,p + 2) tal que p < x.
7(n) :ndmero de divisores de un nimero natural n.

In(x) : el logaritmo de base e.

2.3. Formulacion de hipotesis
2.3.1. Hipotesis general
La suma de los reciprocos de los nimeros primos gemelos es convergente.
2.3.2. Hipotesis especificas
- Existe una cota inferior cota superior para la cantidad de numeros
primos.

- Existe una cota superior para la cantidad de nameros primos gemelos.
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Capitulo 3

Metodologia

3.1. Disefio metodolégico
3.1.1. Tipo de investigacion
El tipo de investigacion que se aplicd en el presente trabajo fue descriptivo,

considerando al mismo tiempo los siguientes métodos:

Método Deductivo: Porque nos permite mostrar determinados ejemplos como

casos especiales de los resultados obtenidos.

Método Hipotético-Deductivo: Porque se analizé la convergencia de los
nameros primos gemelos, a partir de la formulacion de hipdtesis y los

procedimientos deductivos.

3.2. Poblaciony muestra
Poblacion:
En la investigacion se consider6 como poblacién al conjunto de todos los
nUmeros primos.
Muestra:
Se consider6 como muestra a los nimeros primos gemelos y las diferentes

propiedades.

41



3.3. Operacionalizacién de variables

El conjunto de nimeros primos gemelos.

3.4. Técnica de recoleccion de datos

TECNICA INSTRUMENTO

Anadlisis Documental: se realiz6 la busqueda de

] y ] ) o Fichas textuales y de
informacion registradas en otras investigaciones ya

_ o ) resumen.
sea de impresas, electronicas, libros, papers, etc.

Método Deductivo: Se lleg6 a una conclusion a

Demostracion.
partir de premisas.

3.5. Técnicas para el procesamiento de informacion
A partir de la informacion obtenida se procedié a: analizar, interpretar y utilizar

teoremas y proposiciones permitiendo asi abordar el resultado del problema

planteado.

3.6. Materiales y equipos

- Material de Escritorio

- Libros
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Capitulo 4

Resultados y Discusion

4.1. Sumay producto de inversos de niUmeros primos

Proposicion 13. Identidad de Abel.
Para toda funcion f:N - Ry F: R* - R tal que F(x) = Y,<x f(n). Si g:1 > Res
una funcion definida en un intervalo abierto I € R* con derivada continua sobre el

intervalo [y, x] € I, donde 0 < y < x, entonces

> Fmgm) = Fgw) - Fmg) - [ Fog'©de

neN y
y<nsx

Demostracion.

[x]

> g = > Fmgm
N n=Dln

[x]
- Z (F() — F(n — 1))g(n)

n=[y]+1
[x] [x]
- D Famgm - ) Fn—1Dgm)
n=[y]+1 n=[y]+1
[x] [x]-1
- D Fmgm = ) Famgn+1)
n=[y]+1 n=[y]
[x]-1
= F([xDg([xD — F(yDg(yD) + z F(n)(gn) —gn+1))
n=[y]
[x]—yl
= F([xDg([xD — F(yDg(y]) — z Fm)(gn+1) —gm))
n=[y]
[3;]_1 n+1
= PO - FDeD - Y. Fo [ g@d @8
n=[y] n
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Como F(t) = F(n) para todo te[n,n+ 1), F(t) = F([x]) para todo te[[x], x] y

F(t) = F([y]) paratodo te[[y], ] entonces

n+1 n+1 n+1
F(n)f g'®dt = f F(n)g'(t)dt = f F(t)g'(t)dt

X

F(Dg(x) — f F(t)g'(t)dt

[x]

y
F(yD9G) - f[ FOg O
y

F(Dg(x) = F(xDglo) - f[ FlDg O

y
F(lyDg(lyD F(lyDg(y) — f[ ]F([y])g’(t)dt
y

Luego, en (2.6), se tiene

x y
z fmgn) = F([x])g(x)—f F([x])g’(t)dt—F([y])g(y)+f F(lyDg'(©)dt
neN [x] [¥]
y<nsx
e
D RECIACE
n=[y] "
y X
= F(xDg) —F(yDg®») +f F([y])g’(t)dt—f F([xDg'(t)dt
[v] [x]
[x]
- [ g @a
[v]

- F(xDg () — F(yDg ) — f F(Dg' (®)de
y

Proposicion 14. Férmula de sumacién de Euler.
Si g:1 > R es una funcién definida en un intervalo abierto I € R* con derivada

continua sobre el intervalo [y, x] € I, donde 0 < y < x, entonces

> 900 = g(ix] -0 - g0 -3 + | (e~ [ehg' e
y

neN
y<nsx

Demostracion.

Consideremos f: N — R definida como f(n) = 1y F: R* — R definida como

FO) =) f =) 1=1x]

neN neN
nsx nsx
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Reemplazando f(n) = 1y F(x) = [x] en la proposicion 2.13 tenemos

> g = xlg(0) - o) - | [elg'(de
neN y
y<nsx

- (g () — Vg () — f tg'(6)dt + f (¢ - [t)g' (D)t
y

y

- [x]g(x)—[y]g(;v)—(xg(x)—yg(y)— f g(t)dt)+ f (¢ - [t)g' (D)t
y y

= g -0 - gD ) + f g(Odt + f (¢ - [t)g' (Dt
y

y

Note que se uso la férmula de integracion por partes en
X X
[ to @t =296 -y - [ g0rat
y y
conu =tydv = g'(t)dt.

Proposicion 15.

Dado x > 1 se tiene

z A(n) [%] =xInx —x + 0(Inx).

neN
y<nsx

Demostracion.
Haciendo y =1 y g(t) = Int en la proposicion 14 (formula de sumacion de Euler),

para todo x > 1 tenemos

X

X
Inn lntdt+f (t—[tDIn"tdt

1

(Inx)([x] - x) — (n D)([1] - 1) + f

1

(Inx)([x] —x) + fxlntdt + th _t[t] dt

1 1
*o(1
AN

neN
1<n=x

(lnx)(O(l)) +xlnx—x+j
X ! 1
= 0(1nx)+xlnx—x+f 0<?)dt
1 it
= 0(1nx)+x1nx—x+0<j ?dt>
1
= O(nx)+xInx —x+ 0(Inx)
De la proposicion 10, se sigue lo pedido.

45



Proposicion 16.

Dado x > 1 se tiene

Z [ ]lnp =xInx + 0(x)

p primo
psx

Demostracion.

Como A(n) = 0 cuando n no es potencia de un nimero primo tenemos la igualdad

S llre= 3 > [aem= > S [l

p primo meN p primo meN
n<x pM=<x pM<x

Notemos que si p > x, entonces pime<o,1) para todo meN. De alli, cuando p > 0 se

tiene [pim] = 0 para todo meN. Luego,

INELCE 2 2 [l

neN p primo meN
nsx pM=<x
X X
p primo meN p primo meN ——
psx pMsx p>x pMsx O

5 [

p primo meN
psx pMsx

O S = O,

p primo p primo meN,m=2
p<x p<x pMsx

m=1 m22

Analicemos el segundo término de la suma anterior. Como [x] < x para todo xeR

tenemos para x > 1 tenemos
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x x
[p—m]lnp < Z Z p—mlnp

p primo meN,m=2 p primo meN,m=2
p<x pMs<x psx pm<x

= X 2 In p —m
p primo mEN m>2
pP<x pM<x

> (Y 5)
X np —
p primo m=2p

p<x

_ Inp
- * Z plp—1)

p primo

IA

IA
=
S
i
S
3
S|
=
—_
p—4

De donde, para x > 1 tenemos

X
p primo meN,m=2
psx pMs=x

Esto ultimo en (2.7), para x > 1 tenemos

Z ]A(n)_ Z Hlnp+0(x)

p primo
n_ pP=<x

Por la proposicién 15, para x > 1 tenemos

xInx —x+ 0(Inx) = z []lnp+0(x)

p primo
psx

Despejando, para x > 1 tenemos

Z []lnp = xInx —x+ 0(Inx) — 0(x)

p primo
psx

= xlnx+0(x)+0(nx)+ 0(x)
= xInx + O(max{Inx, x})
= xInx + 0(x)

Termina la prueba.
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Proposicion 17.

Sea (a,)nen SUcesion de numeros no negativos tal que para x > 1 se tiene

z a, E] =xInx + 0(x).

neN
nsx

Entonces, para x > 0 se tiene

a
L =Inx+0(1).
n

Demostracion.

Definamos

Afirmamos que

En efecto,

T(x) — 2T (;) - Z a, E] —2 HZN; a, [Zx—n]

neN
ns<sx n<y
D a2+ D al]
"\ln 2n "ln
neN —;0—’ neN
ns% - §<nsx

IV \Y 1V
M "
Q

o LR
S N EIE
S

neN neN
nsx n 5%
X
= S(x)—S (E)
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Como se afirmé.

Ahora, por la proposicion 16, para x > 0 se tiene

X, X X
xInx +0(x)—2 <Eln5+ 0 (§)>

T(x)—ZT(g)
= xlnx—xln§+0(x)—20(§)

= x(lnx—ln§)+0(x)

xIln2+ 0(x)
0(x)

Luego, existe M > 0 tal que para x > 0 se tiene

0< Sk —s(%) <T(x)—2T (g

) < Mx
Esto es, para todo x > 0 se tiene
X
S(x) _S(E) < Mx

ka_l con k € N, para todo x > 0 tenemos

S(%)—S(%)s%.

Sumando, tenemos para x > 0,

Cambiando x por

[0e]

> (s (=) -5 (39))

IA
N
S

NS

k=1 k=1
: X (2.8)
S(x) — kl_ILPmS (ﬁ) < 2Mx
Afirmamos que dado x > 0 se tiene
. X

En efecto, tomando k suficientemente grande se tiene que 0 < Zx—k < 1. Asi,
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neN
nszx—k
X
5%
= an
n=1
0
= a,
n=1
= 0
De donde, para todo x > 0 se tiene
. X
k1—1>rPOOS (2_") =0

como se afirmo. Esta afirmacion en (2.8) implica que

S(x) = E a, <2Mx Vx>0.
neN
nsx

Usando esto Gltimo, para todo x > 0 se tiene

Z a, G) —xlnx| = Zan (%— [g])+2an E] —xInx

neN neN neN
nsx n<x nsx

s el B[S e -rins

neN — nenN
nsx =1 nsx

Por hipétesis es 0(x)

< Z a, + Nx
neN
nsx
< 2Mx + Nx
= (2M + N)x.

Esto es,




X
Zan(;)—xlnx <(2ZM+N)x Vx>0

neN
nsx

Dividiendo por x tenemos

an
E ——Inx|<2M+ N Vx> 0.
nENn

nsx

Esto es,

a
Zf—lnx=0(1) Vx> 0.

neN
n<x
Como se queria probar.
Proposicion 18.
Para todo x > 0 se tiene
Inp
—=Inx+0(1).
p primo
p<x

Demostracion.
Escogiendo la sucesion (a,)neny COMO a, =Inn sin es primoy a, = 0 Si n no es
primo. En la hipdtesis de la proposicion 17 tenemos lo afirmado en la proposicion 16.

Luego, por la conclusion de la proposicion 17, reemplazando a,,, obtenemos lo pedido

Proposicion 19.

Existe C € R tal que

1 1
—=lnlnx+C+0(—) Vx = 2.
Inx
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Demostracion.

Definamos f: N — R como

Inn ]
- n es primo
f(n) =
0 , nmnoesprimo

g:{1,+0) > Ry F:R* - R como

FW=Y fm= Y “‘7’”

neN p primo
nsx p<x
y
() =
X) =——.
g Inx

Reconozcamos cada parte de la férmula de la proposicién 13. Asi,

> g = Fgm
zZiIEx pzz;;i;r;t)
_ 1 1
= —5+ 5
p primo
2<p=x
F(2)G(2) = | f)+f(2) )92
0
= f(2)g(2)
In2 1
- (F))
, 1
g'(®) = Tinit

Luego,
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x
> fag) = Fg6) - F@g@ - | Fog 0t
neN 2
2<n=<x
1 1 F 1 * F(t
__+Z_ _ (X)_"J’f @
2 4 D Inx 2 J, tln?t
p primo
2<p=<x
1 F * F(t
1 _ l(x)+ tl(z)tdt
ppﬁmop nx 2 n
2<psx

Por la proposicion 18,

F(x) = Z lrl—pzlnx+0(1) x> 0.

p primo
2<ps<x
Asi, para x > 2 se tiene
1 F(x *F(1
1 l( )+ tl(z)tdt
ppﬁmop nx 2 n
2<p=x
B Inx +0(1) *Int+ 0(1)
B Inx , tln%t
o(1 *odt *o(1
i NN IO
Inx , tint J, tln*t

1
= 1+0(—>+lnlnx—lnln2+f

Inx , tln?t tln?2t

tln2t Inx tln?t

Basta considerar

dt

t°0(1)
C= 1—lnln2+J
, tln?t

y probar que

t°0(t) 1
, tln%t Inx

t* 0@
J ()dteR.
X

tln?t

En efecto, para x > 2, tenemos

+oo 0(1) f+oo 0(1)
dt — d

t°0(1) 1 t*°0(1)
Inlnx + 1—lnln2+j dt +0<—)—J dt
2 X
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+000(1) +co 1
[T2D 0~ [To()e
. tln“t X tin*t
<+OO :
- o[ )
. tln?t

1 1

- 0(@&@_(_m>

0
1
In x

Esto es, existe M > 0 tal que

<— x=2.
tln2t Inx

j+°° 0(1) dt‘ M

De aqui, para x = 2,

o M
[ o0
2

tInZt In2

Esto comprueba que

0@
[
2

tln?t

Corolario 2.

Existe C € R tal que

1
—<Inlhx+C x=>2.

p primo
p<x

Demostracion.

Por la proposicion 19, existen C; € Ry M > 0 tal que

1 M
—<Inlhx+C +— x>2.
. In x
p primo

p<x

Como In es creciente,
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1
—<Inlnx +C; +

— >
i In2 X 22
p primo
psx
Basta considerar
C=C+ M +1
1 2
Termina la prueba.
Proposicion 20.
Se tiene que
1 1
(1-0) <= x22
) p Inx
p primo
pP<x

Demostracion.
Consideremos
r = max{k € N:p*|n conn < x,p primo,p < x}.
Asi, dado n € N tal que n < x, por el Teorema fundamental de la aritmética, la

expresion siguiente

1_ 1
n_pi"l' p;”s

es Unica para s€N, p; <--<pg primos y ry,..,1- € N. Notemos que p; <

X, e, D <xy1r <r1,.., 1, <. LuUego,
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Usando integrales,

1 t

IA

IA

—

\Y} \Y}
Ng

M 35—
3=

-1

p primo

p<x

Se sigue, como x < [x] + 1y In es creciente,

-1

[x]+1 dt
> f o

1 t
= In([x] + 1)
> Inx.
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Finalmente, invertimos la Gltima desigualdad

-1

1
(1 — —) >Inx
p primo p

psx

y obtenemos la desigualdad pedida.

4.2. Acotacion de 1, (x)
Dado n € N denotemos a,, = n(n + 2). Dados x,y € Rtalessx > 1y 1<y < /x,
definamos el conjunto

A(x,y) = #{a,: 1 < n < x,p no divide a,, para todo p primo p < y}

y el nimero

=[] »

p primo
b=y

Es inmediato que dado p nimero primo, p < y si y solo si p|R.

Lemab.

Se cumple que m,(x) < (y) + A(x, y).

Demostracion.

Sea p que se contabiliza en ,(x), esto es, p primo tal que p + 2 es primoy p < x.
Tenemos dos casos:

Caso 1. Si p < y. En este caso p se contabiliza en (y).

Caso 2. Si p > y. En este caso, también p + 2 > y. Los Unicos factores primos de
p(p+2)sonpyp+ 2. Luego, g no divide p(p + 2) para todo g < y con g primo.

Este caso, p se contabiliza en A(x, y).
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Asi, m,(x) < t(y) + A(x, y).
Denotemos nimeros primos como

P1 <Pz <P3 <Py <--
ordenados de manera creciente.

Dado j > 0 consideraremos

nEN p1.-PjIR
T p1-pjlan

Se considerara

1 =1cuandoj = 0.
p1-DjIR
p1-Djlan

De esta manera

50=Z1=[x].

neN
ns<x

Lema 6.
Se cumple que
A, y) <Sg— S+ S, — Sz + -+ Sy

paratodo k € N tal que 0 < 2k < n(y).

Demostracion.

Fijado n < x, denotemos m,, la cantidad de numeros primos que dividen R y a,,.

Luego,
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(mn) , Sij<my,

J
. 1= 2.9)
D1--Dj .
pl---pjjlan 0 , Sij>my,
y de la definicion de A(x, y) tenemos
Ay = Y1 (2.10)
neN
nsx
mp=0
Denotemos, también,
2k
Cla)=) (1) Y 1
j=0 p1-pjIR
p1-Djlan
De esta manera
2k 2k
Y = Yy Y
j=0 j=0 nEN p1--PjIR
nsx p1--Pjlan
2k
DI NE
nEN j:O 191---pj|R
nsx p1.-Pjlan
= Z C(an) (2.11)
neN
n=<x

Ahora, tenemos cinco casos (en todos los casos usaremos (2.9)):

Caso 1. Si m,, = 0. Entonces

2k
Cla) = YD ) 1
j=0 p1--PjIR
P1--Pjlan

j=0
1.

En este caso, C(a,) = 1.

Caso 2. Si 0 < m,, < 2k. Entonces
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2k

Sev ¥

Jj=0 p1--DjIR
p1-Djlan

- e ()
Jj=0

= (-1

= 0.

C(an)

En este caso, C(a,) = 0.

mp+1
2

Clay) = sz(—l)f >
=0

p1--PjIR
P1--Pjlan

2k
- Set
=0
k k
1+ Z(—l)”_1 (ijn_n 1) + Z(—D” (7;]71)
=1 =1

k

= 1+ Z (r;l]n) - (zjmf 1)

j=1

K .
DN G _zjj 1) ()

j:

1
Kk .
= 1+ Z (mn_z—jjﬂ> (ijf 1)

Caso 3. Si 2k < < m,,. Entonces

La condicién

implica que
m,—4+1=>2m,—4k+1=>20 Vje{l,.. k.

En este caso, C(a,) = 1.

mp+1
2

Caso 4. Si < 2k <m, = 2h con h € N. Entonces
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C(an) =

2k
20V D, 1
j=0 p1-DjIR

P1.-Pjlan
2k

> ()

j=0
Z(l)f i) 2(1)1 i)
j=2k+1

h—

— (1__1)—%1 _ z( 1)2/+1 (2] . 1) 2 1)2/+2 (2] . 2)

La condicién

implica que

( 2h ) ( 2h )
2j+1 2j+2
j=k
h-1
(2550
o 2j + 2 2j+1
h-1
(4]—2h+3>( Zh)
_ 2j + 2 2j+1
j=k

b~
[y

j=

2h+1 m,+1
2 2

< 2k

4j—2h+3>4k—2h—1>0 Vje{k .., h—1}

En este caso, C(a,) = 1.

Asi, en la sumatoria anterior, haciendo j = h — 1, tenemos

C(an)

En este caso, C(a,) = 1.

mn+1

Caso 5. Si

v 1

4(h—1)—2h+3 2h
( 2(h—1)+2 )(2(h—1)+1>
2h—1
() Gty
2h—1
1

< 2k <m, = 2h —1con h € N. Entonces
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Clay) = sz(—l)f >
£

p1--PjIR
p1-Djlan
2k
- Sy
j=0
= Z(l)f” Z(l)f”
. i 2k+1
_ gy _ 2h—1
- a- ];1( 1)1( )

= 1—2( 1)2]+1(2]+1) Z( 1)2”2(22?;21)
- 1+Z(§7Ii) (5+2)

h—
- Spesay
B 2j + 2 2j+1
j=k
h-2
B 14 (]—2h+5)<2h—1>
- _ 2j + 2 2j+1
j=k
La condicién
2h41_ma+1
22
implica que

4j—2h+5>4k—2h—1>0 Vjef{k, .., h—2}

En este caso, C(a,) = 1.

Los cinco casos anteriores se resumen en: C(a,) = 1 cuando m, =0y C(a,) =0

cuando m,, > 0. Luego, de (2.11) y (2.10), tenemos
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sz<—1>fs,- = pRACD
j=0

neN
nsx
= ) Cla+ ) Cay)
neN neN
nsx nsx
my=0 mu>0
= z 1
neN
n<x
my=0
= A(x,y).

Termina la prueba.

Denotemos d = p;p, ... p;. Denotaremos, también, T, el nimero de solucionesn € N
de la congruencia
nn+2)=0médd, n<x.
Notemos que
;lél}c‘ p1-Pjlan
Este nUmero sera usado en
So— Sy + -+ Sy
para acotar de una manera Util a A(x, y).

En el siguiente resultado hallaremos una férmula asociada a T,.

Lema 7.

2/ ([2] + 1) , desimpar

2)-1 ([2] + 1) ) d es par

63



Demostracion.
Dado n € N existe q,r € Z tales que n=qd+1r, ¢q =0, r€{0,..,d —1}. Si
n(n + 2) = 0modd, existe h € N tal que n(n + 2) = hd. Luego,

r(r+2) = (n—qd)(n+2—qd)

nn+2)—(2n+2-gqd)qd
hd — (2n+ 2 — qd)qd
d(h —2qn — 2q + q*d)

Asi se tiene que r(r + 2) = 0moéd d. Asi el nimero T, depende de r y gq.

e Analizando q.

Como

Luego,

Tenemos [ﬂ + 1 posibilidades para q.

e Probemosquer =00d =r(r+ 2).

En efecto, comor € {0, ...,d — 1}entoncesr <d —1yr+2 <d+ 1. Asi,
0<rr+2)<{@d-1d+1)<d?
Como d|r(r + 2), debemos tener que r(r + 2) = 0 0o r(r + 2) = d. En caso
r(r+2) = 0,comor = 0, entonces r = 0.
e Analizando r
Si r > 0, tendriamos que d = r(r + 2), esto es, r divide a d = p; ..pj. Luego, r
tendria la forma
T = Pk, - Pi;

con ky < --- < k; tomados de {1, ..., j}.
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Caso 1. Si d es impar. Como r depende de k; < -+ < k; tomados de {1, ..., j},

tenemos (Jl) posibilidades para r. Agregandole la posibilidad que r =0, y

como (Jl) + 1 < 2/, tenemos, en este caso, a lo mas 2/ posibilidades para r.
Caso 2. Si d es par. Se tiene que r es par. Luego, py, = p; = 2. Como r
depende de k, < -+ < k; tomados de {2, ..., j}, tenemos (J _l 1) posibilidades

para r. Igual que en el caso anterior, agregandole el caso r = 0, tenemos, en
este caso, a lo mas 2/~* posibilidades para r.

Se sigue el resultado por el principio de multiplicacion.

Denotemos
2/, desimpar
7(d) =
271, despar
Por el lema anterior
X X
T, < 1(d) ([E] +1) < o(d) 5+ 7(d). (2.12)
Denotaremos, también,
(y)
. T e P
=Y o Y wps 7))

Lema 8.

Se cumple que

2k
a) Z Z t(py ..p;) < 2w (y).

Jj=1p;1..pjIR
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2k
) 1+Z(—1)" ZRE:%:’):% [] (1—§>—Vk.

Demostracion.

a) Comop,, -, P; SON tomados de entre todos los niUmeros primos menores que [y],

hay (n(jy)) posibilidades. Asi,

2k 2k
Z Z t(py ..pj) < Z z 2/
j=1p1..pjIR j=1p1..pjIR
2k
j 7T(3’)>
< Zz ( ;
j=1
2k
_ z 5 (n(y)(n(y) —D..@O)—j+ 1))
j=1 J!
2k ..
2/l (y)
= Z T
=1
2k .
2/ (y)
< 2
=1
2k}
< D )
=1
< e’m?k(y)
b) Notemos que
(y)
. o(py .- p;
Z(_l)J Z %:
j=1 prpjR 1
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(y) (y)

_ ]Z:l(—l)f D —T(p”ll.:';jfh;(—nf > —T(;l_::';")

p1--PjIR p1--PjIR
p1¢2 p1=2
n(y) . o, n(y) . 51
= PR IYETDY
j=1 p1--DjIR P1-Pj j=1 191...p]-|Rp1 = Pj
p1#2 p1=2
n(y) . 9 n(y) . 9j-2
= Y Y ey Y
j=1 piprPr P 5 prpyr P2 P
p1#2 Da#2
n(y) . 9 m(y)—1 . 51
= Yy DI
j=1 p1--DjIR P -Pj j=0 p1--DjIR P1-P;
p1#2 p1#£2
n(y)—1 ' 9, m(y)—1 . -
= 5 — 14 Z (-1 Z -+ Z (—1)/-t Z '
j=m)  j=0 0 ppRPrPi S o S R PL P
p1#2 p1#£2
La expresion
()
= (_1)7T(y) 2
j=1) P11 Pa(y)
P1Pr(y)]
p,#2

Ya que no existe 7(y) + 1 nimeros primos menores o iguales a y. Luego,

n(y)

Z(—l)j Z 7(ps '"pj)=

P1 - Dj
p1--DjIR J
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m(y)-1 m(y)-1

. 2/ . 2/71
= -1+ Z (=1)/ Z + 2 (-1)/1 Z
= plu.pj = pl'"pj

p1.-PjIR p1.-DjIR
p1¢2 p1¢2
Cu 2 — 21
= -1+ ZE: (—-1)] :E: -
=0 p g PP
p1#2
n(y)-1 . j-1
= -1+ Z (—1)/
j=0 pipyr PP
pP1#2
m(y)-1 .
1 . 2J
: ST
=0 p1-DjIR P1-Pj
p1#2
- 142 (1 2)
2pprimo P
R
pl3
De donde
2k (y)
) T ) T
Vet Y (1) Y GE)) p_’)=2(—1)f > G
j=1 p1--DjIR Py P j=1 p1--DjIR P -Pj
=143 [] (1)
zpprimo p
R
pl5

Luego, despejamos y se sigue el resultado.

Lema 9.

Se cumple que

X 2
Alx,y) < > 1_[ (1 — 5) + e2m?k (y) + x|V |.

p primo

R
Pl
Demostracion.

Por el lema 6, la definicion de S; y (2.12), que se usara en el paso de la segunda a la

tercera linea, tenemos
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A(x,y) < SO_Sl+'”+52k
2k
= HIENC N
j=1 p1.-DjIRNEN D, ..pjlay
nsx
Tp1..pj
2k
. (py ... D;
< x+Z(—1)1 Z xM+r(p1 D))
j=1 p1.-jIR P1-Pj
. 1--- 1 .
= x+xZ(—1)1 z ﬁ+2(—1)1 z T(pl...pj)
j=1 p1-DjIR Ly j=1 p1-DjIR
{ . : )w .
. T(pq ... D;
< x 1+z(—1)1 z M +Z z T(pl...pj)
\ j=1 p1.-DjIR P ~Pj / J=1p1..pjIR
Lema 2.8a Lema 2.8 b
1 2
< x| = 1_[ (1——)—Vk + e?m?k(y)
2 1. 14
p primo
pl%
X 2
— - 1_[ (1——)+e2n2k(y)—ka
2 1 p
p primo
R
pl3
X 2
< 21T (=5) + e + 2wl
p primo P
R
pl3

Como se queria probar.

Lema 10.

Existe M > 0 tal que paray > M, k = [6InIn y] se tiene

Vil <

In8y’

Demostracion.

Usaremos el corolario 2, lema 6 y la definicion de S; tenemos
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T(pl."pj) 2]

<
p1-DjIR P --P; p1--DjIR P --Dj
j
1 :E:Z
!
J puzp
(2Inlny + c)’
Jj!
para algin ¢ € R. Luego,
(y)

Vil

Il
]
~
e
~.
t~]
I8
Tz
N—’

IA
5=
S
Tz
N—

< m
j=2k+1 J:
Como
o .n .]
By
Linl ]
tenemos
(y) )
vl < zz 2Inlny + ¢)’
k —_— 1]
j=2k+1 J:
(y) , .
- (2Inlny +c)’ jlel
— .' .j
j=2k+1 J: J
n(y) .
- (2eInlny + ce)’
< >
j=2k+1 J
(y)

IA IA
M 501
— —
N| = ~.
~——_ ~—

A\
\S}

|
=
N
5
=
<
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Notemos que

2-12Inlny _ Zln(lny)'12
2(ln(ln y)_lz) In2

In2

(zlogz(lny)‘lz)

In2

= ((ny)™&)n2
— (ln y)—lzlnz

< (Iny)~8

Termina la prueba.

Lema 11.

Se cumple que

Demostracion.

Usando diferencia de cuadrados tenemos

[1(-5)

Il
~/
—
U
|
|

p primo p primo
R R
Pl Pl
1
< 1—-
p primo p
R
pl3

Como

-

p primo
b=y
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R
{p primo:p|5} = {pprimo:2 <p < y}.

Asi,

1 1
(-2 [16-
p primo p p primo p

R 2<ps
plR psy

Reemplazando esto en la desigualdad anterior,

De la penultima a la Gltima linea se usé la proposicion 2.20. Termina la prueba.

Proposicion 21.

Existe M > 0 tal que para x > 0 se tiene

Inln x)z

M
m,(x) < x( T

Demostracion.
Por proposicion 2.12, lema 2.5, lema 2.9, lema 10, paray > 0y tomando k = [InIn y]

tenemos
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m(x) < n(y) + A(x,y)

6 x 2
< X 4Z (1——>+ezn2k(y)+x|Vk|
Iny 2 1. p
p primo
R
pl3
< 6—y+ ad + e?n?k(y) +
Iny In?y Y In8 y
6y 2x
< —_— 2_2Inlny
< lny+ln2y+en (y)+ln2y
6 3x 6 21n1ny
< 2 +e2(—y)
Iny In?y Iny

Esto es,

2Inlny

6y 3x ) 6y>
T2 (x) < Iny +ln2y te (lny

1
Haciendo y = x2iminx tenemos que 1 < y < +/x. En efecto, como
2Inlnx = 2 cuando x > 0.

se tiene

1 1
1<y=x2Inlnx < x2 =+/x cuando x > 0.

1
De esta manera, podemos evaluar A(x,y) cuando y = xzinlnx y x > 0.

acotaremos cada sumando de la desigualdad (2.13).

Asi, dado x > 0,

1 1
6y _ ( 6y )2 36xInx 72xWnx Inlnx (ln In x)
= = = X

- 1 - 2
In2 (lenlnx) In® x

Iny ~ \lny In? x

Inln x\?
S72x( > ,
Inx

3x 3x 6xInlnx InIn x\?
L

In2y In2 (xﬁ) ~ In%x Inx

(2.13)

Ahora,
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Inlnx
1

(6y )Zlnlny - <y2 )2“11“\/} Y TTnx (21n1nx>lnlnx
e <|— = — 1 =X
Iny Iny In (xm) Inx

Inlnx\?
S4x( ) .
Inx

Asi, en (2.16), cuando x > 0 tenemos

6y 3x
m () < Iny y ln2 (ln y)

Inln x\? Inln x\2 Inln x\?
72x () o (iy) et (= (y)
Inx Inx

= (78+462)x<11l )

2Inlny

IA

cOmo se queria.

4.3. El teorema de Brun

Teorema 1.
La serie
> G
parimo P P +2

p+2 primo

€s convergente.

Demostracion.
Consideremos las funciones f: N - Ry g: R* — R definidos como
1, nesprimoyn+ 2 es primo

f) =

0 , mnnoesprimoon+ 2noesprimo
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© 1+ 1
g =TTy

Notemos que

@) = ) f@)

neN
nsx

Aplicando estas funciones en la proposicion 2.13, identidad de Abel, tenemos

Y v - > 10 i)

p<x primo neN
p+2 primo e<nsx
1 1
= 1)+ ) - T - [ (54
+ 2 e
21 t
< Z(x)+2f ﬂzg)dt
x .

Por la proposicion 21, existe M > 0 tal que

MxIn?Inx
m,(x) < W x > 0.

Asi,

1 1 21, (x *m,(t
S ey s ERL[E0,
p<x primo p.p x €

p+2primo

dt

2M In?Inx *In?Int

In? x fe tln?t
*In®Int
tin? ¢t

< 2M+2Mf

e

Para resolver la Gltima integral, haciendo el cambio t = e¢", para x > 0 tenemos
xlnz Int Inlnx uz
u
j dt = J ———e° etdu
e 0

tln? t
Inlnx
= f u?etdu
0

— [(_uz —2u — Z)Q—u]})nlnx
In?Inx + 2xInlnx + 2x

_< Inx >+2

< 2

Asi, para x > 0 tenemos

1

(t + 2)2

75

)dt



1 1 *In?Int
<—+—+2) < 2M+2Mf It
psx primo p. P e n
p+2 primo
< 2M + 2M(2)
= 6M
Ahora, haciendo x — 40 y como
G+
p<x primo p p t2
p+2 primo
es creciente y acotado,
G+
p primo p p +2
p+2 primo

converge.
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Capitulo 5

Conclusiones y Recomendaciones

Conclusiones:
Como conclusiones en la presente investigacion fueron:

1. Dadon € N, n > 2 se tiene que

n 6n
—<nn) < —.

6lnn Inn
2. Laserie
(l 2 L)
p<x primo p p t2
p+2 primo

es convergente.
3. El teorema de Brun no implica la conjetura de los nimeros primos gemelos.
4. Si el teorema de Brun fuese falso implicaria que la conjetura de los nimeros

primos gemelos.

Recomendaciones.

1. Se recomienda investigar si la constante de Brun es un ndmero racional o
irracional. En caso esta constante fuese irracional se tendria que la conjetura
de los numeros racionales seria verdad. En caso contrario no se puede concluir

dicha conjetura.
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