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1.2.2. Problemas espećıficos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3. Objetivos de la investigación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3.1. Objetivo general . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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Resumen

En esta tesis demostramos el teorema de Yoneda en el contexto de las

multicategoŕıas planas. Para ello primero revisamos los conceptos categóricos

necesarios que nos permiten entender el Teorema de Yoneda en las categoŕıas

ordinarias en el sentido de Mac Lane-Eilenberg. Posteriormente revisamos de

manera breve el concepto de árbol que nos provee de un lenguaje gráfico para

las multicategoŕıas. Finalmente extendemos éstas ideas y conceptos categóricos

al contexto de las multicategoŕıas planas para probar el resultado principal de

la tesis.

Palabras clave: Teorema de Yoneda,concepto de árbol, multicategorias planas,

categoŕıas ordinarias.
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Abstract

In this thesis we show Yoneda’s Theorem in the context of the plane

multicategories. To do this we first check categorical concepts needed to help

us understand the Yoneda Theorem in ordinary categories in the sense of

Eilenberg-Mac Lane. Subsequently performed briefly the concept of tree that

provides us with a graphical language for multicategories. Finally we extend

these ideas and categorical concepts the context of the plane multicategories

to prove the main result of the thesis.

Keywords: Yoneda’s Theorem, concept of tree, plane multicategories, ordinary

categories.

13



14 RESUMEN



Introducción

Los matemáticos , en su labor diaria , están en constante búsqueda

de teoŕıas que generalicen teoremas clásicos , por ejemplo el matemático An-

drew Wiles demostró que no existen números enteros x, y, z que satisfagan la

ecuacion xn + yn = zn para valores enteros n ≥ 3 (conocido como el ultimo

teorema de Fermat), que es un resultado que generaliza el caso n = 3 demos-

trado por Leonhard Euler. Asimismo es bien conocido que no solo generalizan

teoremas sino también definiciones y conceptos como es el caso de la noción

de derivada , aśı en el conjunto de los números reales R tenemos la definición:

sea f : I −→ R una función definida en el intervalo abierto I, y sea c ∈ I,

entonces la derivada de f en c se define como el limite

f
′
(c) = ĺımx→c(

f(x)− f(c)

x− c
)

mientras que la derivada para funciones en Rn se define como: sea

f : U ⊂ Rn −→ Rm y c ∈ U , entonces f es derivable en c si existe una

transformación lineal L : Rn −→ Rm tal que

ĺımx→c
‖ f(x)− (L(x− c) + f(c)) ‖

‖ x− c ‖
= 0

A simple vista esta generalización parece algo extraña, pero si se

hace algunas pequeñas modificaciones podemos ver que el caso real es cuando

15



16 INTRODUCCIÓN

tomamos n = m = 1. Aśı existen infinidad de generalizaciones, tanto de teore-

mas como de conceptos. En esta tesis vamos a aportar un caso mas , a saber un

teorema que se desarrolla en la teoŕıa de categoŕıas. A grandes rasgos la teoŕıa

de categoŕıas nace en 1945 de la mano de los matematicos Samuel Eilenberg y

Saunders Mac Lane en su teoŕıa de transformaciones naturales. La aplicación

del álgebra a la geometŕıa hab́ıa forzado a Eilenberg y Mac Lane a crear su

teoŕıa general. Aqúı en esta teoŕıa se prueba un resultado muy importante , a

saber el famoso teorema de Yoneda, que establece principalmente una biyec-

ción entre Nat(C(A, ·), F ) y FA, donde C(A, ·), F : C → Set son funtores, el

primero de ellos es llamado funtor representable y A es un objeto de la cate-

goŕıa C. En el año de 1969 J. Lambek introduce el concepto de multicategoŕıa.

La principal diferencia entre una categoŕıa y una multicategoŕıa radica en el

hecho de que en una multicategoŕıa tenemos una cadena finita de objetos co-

mo dominio, mientras que en una categoŕıa sólo tenemos un sólo objeto como

dominio. De esta manera un morfismo u operación en una multicategoŕıa se

puede ver gráficamente como :

p1

. . .

pn

•ψ
p

Entonces lo que pretendemos hacer en esta tesis es probar el teorema

de Yoneda pero generalizándolo al caso de las malticategorias, para ser mas

precisos ,a las multicategorias planas. Para dicho propósito la clave de todo

el trabajo esta en re-definir los conceptos de la teoŕıa de categoŕıas clásica y

llevarlas a dimensiones superiores de manera correcta, de esa forma es posible

, tanto formular , en el nuevo lenguaje, el teorema como también dar una

correcta demostración.



Caṕıtulo 1

Planteamiento del problema

1.1. Descripción de la realidad problemática

Nobuo Yoneda prueba un resultado importante dentro de la teoŕıa

de categoŕıas que lleva su nombre, a saber, el famoso “Lema de Yoneda”,

que establece principalmente una biyección entre Nat(C(A, ·), F ) y FA, donde

C(A, ·), F : C → Set son funtores, el primero de ellos es llamado funtor re-

presentable y A es un objeto de la categoŕıa C. Más formalmente tenemos el

siguiente teorema:

Considere un funtor F : C → Set desde una categoŕıa arbitraria C a la cate-

goŕıa de conjuntos y funciones, un objeto A de C y su correspondiente funtor

representable C(A, ·) : C → Set. Existe una correspondencia biyectiva

θF,A : Nat(C(A, ·), F ) ∼= FA

entre las transformaciones naturales de C(A, ·) a F y los elementos del conjun-

to FA; en particular esas transformaciones naturales constituyen un conjunto.

Aún más, si C es pequeña las biyecciones θF,A constituyen una transformación

natural en la variable F ; también las biyecciones θF,A constituyen una trans-

17
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formación natural en la variable A.

Este teorema tiene muchas implicaciones en la propia teoŕıa de categoŕıas, aśı

como también en la filosof́ıa de la matemática.

En el año de 1969 J. Lambek en [Lambek,1969] introduce el concepto de mul-

ticategoŕıa en el contexto de la lógica y la lingǘıstica. La principal diferencia

entre una categoŕıa y una multicategoŕıa radica en el hecho de que en una

multicategoŕıa tenemos una cadena finita de objetos como dominio, mientras

que en una categoŕıa sólo tenemos un sólo objeto como dominio. De esta ma-

nera un morfismo u operación en una multicategoŕıa se puede ver gráficamente

como :

p1

. . .

pn

•ψ
p

Una pregunta natural que surge cuando estudiamos multicategoŕıas es pues si

el teorema de Yoneda, mutatis mutandis, se sigue cumpliendo aqúı. La razón

principal por la que se generaliza el teorema a dimensiones superiores es buscar

estructuras generales, trabajo que se hace muy seguido en el área de teoŕıa de

categoŕıas, que engloben muchos teoremas clásicos como casos particulares y

ver cómo es que se usa un lenguaje de mayor expresión cada vez que se va

subiendo de dimension.

Esta tesis esboza una forma de dar una respuesta positiva a tal pregunta.
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1.2. Formulación del problema

1.2.1. Problema general

Probar que el teorema de Yoneda se cumple también para dimensio-

nes superiores.

1.2.2. Problemas espećıficos

• Encontrar un lenguaje gráfico que me permita dilucidar los con-

ceptos de la teoŕıa de multicategoŕıas.

• Extender los conceptos de la teoŕıa de categoŕıas a la teoŕıa de multicate-

goŕıas .

• Construir un multifuntor representable para las multicategorias planas.

1.3. Objetivos de la investigación

1.3.1. Objetivo general

Demostrar que el teorema de Yoneda se sigue cumpliendo en las

multicategoŕıas planas y ver cómo la expresión del lenguaje se hace cada vez

mas complejo a medida que se va generalizando el teorema.
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1.3.2. Objetivos espećıficos

• Entender el concepto de árbol, que está dentro de la teoŕıa de gra-

fos, pues gracias a este concepto podremos construir esquemas gráficos que nos

permitan entender con mayor claridad las multicategoŕıas y sus axiomas.

• Extender los conceptos de la teoŕıa de categoŕıas, tales como funtor, transfor-

mación natural, etc a la teoŕıa de multicategoŕıas de tal manera que podamos

formular con precisión el teorema de yoneda para multicategoŕıas planas.

• Construir un multifuntor representable para las multicategorias planas.



Caṕıtulo 2

Marco teórico

2.1. Antecedentes de la investigación

Los principales antecedentes de esta tesis se describe de manera breve

a continuación:

El filósofo y matemático J. Lambek en [Lambek,1969] introduce las

multicategoŕıas en el contexto de la lógica y lingúıstica, inicialmente como

un modelo para la lógica lineal. Posteriormente M. E. Szabo en [Szabo,1975]

introduce las policategoŕıas como una generalización del concepto de multica-

tegoŕıa que a su vez generaliza el concepto de categoŕıa inventado por Mac

Lane y Eilenberg en su articulo original [Eilenberg and MacLane,1945] . Aqúı

en la teoŕıa original de categoŕıas el matemático japonés Nobuo Yoneda descu-

bre una curiosa biyeccion entre dos conjuntos llegando a lo que hoy se conoce

como el Teorema de Yoneda. Los primeros indicios de extender el teorema de

Yoneda para el caso de las multicategorias se da en el caṕıtulo 2 (página 34 ) de

la tesis doctoral de Ittay Weiss titulado: “Dendroidal Sets” (ver [Weiss,2007]

), en dicha tesis Weiss provee una prueba en la que usa conceptos sofisticados

21



22 CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO

de la teoŕıa de “Operads”, aqúı en esta tesis mostraremos una prueba ele-

mental de dicho resultado , extendiendo los conceptos originales al caso de las

multicategorias, de tal forma que se conserve la estructura.

2.2. Bases teóricas

• PRELIMINARES CATEGÓRICOS

Una categoŕıa es una especie de estructura algebraica que consiste en

objetos y morfismos (o flechas) entre objetos satisfaciendo unos cuantos axio-

mas necesarios. En este apartado hacemos un estudio de los conceptos básicos

de la teoŕıa de categoŕıas, tales como: el mismo concepto de categoŕıa, funtores,

transformaciones naturales, etc. junto con una variedad de ejemplos que per-

miten dilucidar dichos conceptos. Discutimos también el famoso resultado de

Nobuo conocido como teorema de Yoneda y hacemos una breve introducción

al concepto de limites y colimites, todos estos conceptos los podemos encontrar

en [Awodey,2010], [Borceux,], [Adàmek et al.,2004] o [Mac Lane, 2013].

Antes de proveer una definición formal de categoŕıa es necesario

hacer unos comentarios sobre sus fundamentos teórico-conjuntistas (para pro-

fundizar en el tema ver [Artin et al.,1972] o [Lane,1996]) Es muy común en

teoŕıa de categoŕıas enfrentarnos a muy grandes colecciones como “todos los

conjuntos”, “todos los espacios vectoriales”, o “todos los espacios topologi-

cos”. Sabemos que estas entidades no se pueden considerar como conjuntos.

Por ejemplo si U representa al conjunto de todos los conjuntos , entonces

el subconjunto A = {x|x ∈ U y x /∈ x} de U tendŕıa la propiedad de que

A ∈ A si y solo si A /∈ A (paradoja de Russell). Por ello es fundamental hacer

una diferencia entre las palabras conjuntos y clases que aqúı no se trataran

de manera técnica, simplemente haremos un pequeño comentario sobre ello.
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En forma general los conjuntos pueden ser considerados como los conjuntos

habituales de la teoŕıa intuitiva de conjuntos (o alguna teoŕıa axiomática de

conjuntos).

En particular, es necesario que las siguientes construcciones se puedan realizar

con los conjuntos:

(1) Para cada conjunto X y cada “propiedad” P , podemos formar el conjunto

{x ∈ X|P (x)} de todos los elementos de X que satisfacen la propiedad P .

(2) Para cada conjunto X podemos formar el conjunto P(X) de todos los sub-

conjuntos de X (llamado conjunto potencia de X).

(3) Para cualquier par de conjuntos X e Y , podemos formar los siguientes

conjuntos:

(a) El conjunto {X, Y } cuyos elementos son exactamente X e Y .

(b) El par (ordenado) (X, Y ) con la primera coordenada X y la segunda coor-

denada Y .

(c) La unión X ∪ Y = {x|x ∈ X o x ∈ Y }

(d) La intersección X ∩ Y = {x|x ∈ X y x ∈ Y }

(e) El producto cartesiano X × Y = {(x, y)|x ∈ X e y ∈ Y }

(f) El complemento relativo X \ Y = {x|x ∈ X y x /∈ Y }

(g) El conjunto Y X de todas las funciones f : X → Y de X a Y

(4) Para cualquier conjunto I y una familia (Xi)i∈I de conjuntos , podemos

formar los siguientes conjuntos:

(a) La imagen {Xi|i ∈ I} de la función de indexacion.

(b) La unión
⋃
i∈I Xi = {x|x ∈ Xi para algun i ∈ I}

(c) La intersección
⋂
i∈I Xi = {x|x ∈ Xi para todo i ∈ I}

(d) El producto cartesiano
∏

i∈I Xi = {f : I →
⋃
i∈I Xi|f(i) ∈ Xi para cada i ∈

I}

(e) La unión disjunta
∐

i∈I Xi =
⋃
i∈I(Xi × {i})

Los requisitos anteriores implican que cada espacio topologico es un
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conjunto. Análogamente cada espacio vectorial, etc. sin embargo, por medio

de las construcciones anteriores no podemos formar “el conjunto de todos los

conjuntos”, o “el conjunto de todos los espacios vectoriales”, etc. para ello ne-

cesitamos el concepto de clase que ha sido creado justamente para hacer frente

a las “ grandes colecciones de conjuntos ”. En particular , es necesario que:

(1) Los elementos de casa clase sean conjuntos.

(2) Por cada “ propiedad ” P se puede formar la clase de todos los conjuntos

con la propiedad P .

(3) Si X1, X2, . . . , Xn son clases, también lo es la n-upla (X1, X2, . . . , Xn) , y

(4) Cada conjunto es una clase (lo que es equivalente: todos los miembros de

un conjunto es un conjunto)

Por lo tanto los conjuntos son clases especiales. Las clases que no

son conjuntos se denominan clases propias. También el universo U , la clase de

todos los grupos, la clase de todos los espacios vectoriales son clases propias.

Tenga en cuenta que “no existe ninguna función sobreyectiva de un conjunto

a una clase propia”, esto significa que cada conjunto debe tener “menos” ele-

mentos que cualquier clase propia.

Por lo tanto, los conjuntos también se llaman clases pequeñas , y las clases

propias se denominan clases grandes, esta distinción entre “ grandes” y “ pe-

queñas” resulta ser fundamental para muchas consideraciones categóricas. El

marco de conjuntos y clase que hemos descrito de manera sucinta aqúı es sufi-

ciente para definir e investigar las entidades como la categoŕıa de conjuntos ,

la categoŕıa de grupos, la categoŕıa de espacios vectoriales, etc. funtores entre

categoŕıas, y las transformaciones naturales entre dichos funtores.

Ahora si una vez dicho esto, podemos empezar definiendo lo que es

una categoŕıa:

Definición 2.2.1. Una categoŕıa C consta de :
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(i) una colección C0 (o Ob(C)) de objetos denostado por A,B,C, . . . , X, Y, . . .

o a, b, c, . . .

(ii) una clase C1 de flechas o morfismos denotado por f, g, h, . . .. Para cada

flecha f están asociados un único objeto s(f) y un único objeto t(f), el origen

(dominio) y destino (codominio) de f . Denotamos por C(A,B) al conjunto de

flechas que tienen origen A y destino B,

(iii) para cada objeto A existe una flecha 1A ∈ C(A,A) la identidad de A,

(iv) para todo objeto A,B,C una ley de composición

◦ : C(B,C)× C(A,B)→ C(A,C)

donde dado el par (g, f) de flechas, le enviamos una nueva flecha, su composi-

ción, que denotamos por g ◦ f o simplemente gf .

Estos datos están sujetos a los siguientes axiomas:

1. Asociatividad: dado flechas h ∈ C(C,D), g ∈ C(B,C), f ∈ C(A,B), entonces

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)

2. identidad: para toda flecha f ∈ C(A,B) y g ∈ C(B,C) se tiene

1B ◦ f = f

y

g ◦ 1B = g

Observaciones

Si C es una categoria, entonces:

1. La clase de morfismos de C (denotado por Mor(C)) se define como

la unión de todos los conjuntos C(A,B) en C.

2. Un morfismo f ∈ C(A,B) a menudo se representa por la notación f : A→ B.

3. Es conveniente y habitual suponer que C(A,B) son disjuntos para pares

distintos (A,B), es decir, si (A,B) 6= (A1, B1) entonces C(A,B) ∩ C(A1, B1) =
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∅.

4. La composición , ◦ , es una operacion binaria parcial en la clase Mor(C).

Para un par (f, g) de morfismos, g ◦ f se define si y solo si el origen de g y el

destino de f coinciden.

Ahora mostraremos algunos ejemplos:

Ejemplo 2.2.1. (1) La categoria Set cuya clase de objetos es la clase de

todos los conjuntos; Set(A,B) es el conjunto de las funciones de A a B, 1A es

la fucnion identidad en A, y ◦ es la composición usual de funciones.

(2) La categoŕıa Vec cuyos objetos son los espacios vectoriales reales y cuyos

morfismos son todas las transformaciones lineales entre ellos.

(3) La categoŕıa Grp cuyos objetos son los grupos y morfismos todos los

homomorfismos entre ellos.

(4) La categoŕıa Top cuyos objetos son los espacios topologicos y morfismos

todas las funciones continuas entre ellos.

(5) La categoŕıa Rel cuyos objetos son pares (X, ρ) donde X es un conjunto

y ρ es una relación binaria en X. Los morfismos f : (X, ρ) → (Y, σ) son

aplicaciones que preservan las relaciones , es decir, funciones f : X → Y tal

que x ρ x
′ ⇒ f(x) σ f(x

′
).

(6) La categoŕıa Mat cuyos objetos son todos los números naturales, y para

el cual Mat(m,n) es el conjunto de matrices reales m × n, 1n : n → n es la

matriz unidad diagonal n × n , y la composición de matrices es definido por

A ◦B = BA, donde BA denota la multiplicacion usual de matrices.

(7) Para cada clase X , es posible construir una categoria , llamada categoria

discreta correspondiente a X y denotado por CX , de la siguiente manera: los

objetos de CX son justamente los elementos de X, y cuyos únicos morfismos

son las identidades
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CX(x, y) =

∅, si x 6= y,

{1x}, si x = y.

(8) Cada monoide (M, ·, e), es decir, cada semigrupo (M, ·) con unidad, e ,

puede ser visto como una categoŕıa M con un único objeto, de la siguiente

manera: Ob M = {M} , M(M,M) = M donde 1M = e y y ◦ x = y · x, aśı

los axiomas de la definición 2.2.1 se satisfacen en virtud de la estructura del

monoide.

(9) Cada clase pre-ordenada, es decir, para todo par (X,�) donde X es una

clase y � es una relación reflexiva y transitiva en X , da lugar a una categoŕıa

C(X,�), los objetos don los elementos de X y los morfismos se definen como:

C(X,�)(x, y) =

{(x, y)}, si x � y,

∅, en otro caso

Donde 1x = (x, x) y (y, z) ◦ (x, y) = (x, z). Observe que el morfismo identidad

y la composición de morfismos de la categoŕıa C(X,�) se definen gracias a las

propiedades de �.

(10) Set × Set es la categoŕıa que tiene como objetos a pares de conjuntos

(A,B) , como morfismos de (A,B) a (C,D) todos los pares de funciones (f, g)

con f : A → C y g : B → D, identidades dadas por 1(A,B) = (1A, 1B), y la

composición definida por (f2, g2) ◦ (f1, g1) = (f2 ◦ f1, g2 ◦ g1).

Del mismo modo para cualquier categoŕıa C,D uno puede formar la categoŕıa

C×D, o, mas generalmente , para un número finito de categoŕıas C1, C2, · · · , Cn
se puede formar la categoŕıa producto C1 ×C2 × · · · × Cn (ésta construcción se

puede hacer formalmente por inducción matemática ).
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Observaciones

1. Note que para tener una categoŕıa C, es necesario justificar la clase de ob-

jetos, la clase de morfismos, la flecha identidad y la ley de composición que se

define en la clase de morfismos. Es por esta razón que , en algunos textos, se

define una categoŕıa C como un cuádruple C = (ob(C), hom, id, ◦)

2. Los morfismos en una categoŕıa por lo general se indican con letras minúscu-

las, las letras mayúsculas son reservadas para los objetos. El morfismo h = g◦f

algunas veces se denota por A
f−→ B

g−→ C o diciendo que el triángulo :

A
f //

h ��

B

g
��
C

Conmuta. Del mismo modo,la afirmación de que el cuadrado

A
f //

h
��

B

g
��

C
k // D

Conmuta , significa que g ◦ f = k ◦ h

3. El orden de escribir las composiciones puede parecer al revés. Sin

embargo , se trata del hecho de que en muchos ejemplos conocidos , la ley de

composición es la composición de funciones.

4. Tenga en cuenta que debido a la asociatividad de la composición, la notación

A
f−→ B

g−→ C
h−→ D no admite ambigüedad.

Construcciones básicas en categoŕıas

A partir de una determinada categoria C, se puede construir nuevas categorias

de “diagramas en C”. Mostraremos aqúı algunas construcciones básicas:
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1. Dada una categoŕıa C , fijemos un objeto I ∈ Ob(C). Formemos la categoŕıa

C/I de “flechas o morfismos sobre I”de la siguiente manera:

(a) Los objetos de C/I viene dado por C(X, I) con X ∈ Ob(C), es decir los

objetos son morfismos con codominio I.

(b) Dados f : A −→ I , g : B −→ I objetos de C/I , definimos: C/I(f, g) =

{h ∈ C(A,B) | g ◦ h = f}. Claramente , dado f : A −→ I , es fácil ver que

1f = 1A.

(c) Dados f : A −→ I , g : B −→ I , h : C −→ I objetos de C/I . Definimos

• : C/I(f, g) × C/I(g, h) −→ C/I(f, h) por (p, q) 7−→ q • p, donde claramente

conviene tomar q • p = q ◦ p, de esta manera la ley de composicion de C/I es

la inducida de C.

2. Nuevamente fijemos un objeto I ∈ Ob(C) y definamos la categoŕıa I/C de

“flechas o morfismos desde I”.

(a)Objetos: los mosrfismos de C con dominio I.

(b) Los Morfismos del objeto f : I −→ A al objeto g : I −→ B son los morfis-

mos h : A −→ B en C tal que h ◦ f = g, la ley de composicion es inducida por

la de C.

3. La categoŕıa Arr(C) de morfismos de C tiene por objetos a todos los mor-

fismos de C; una flecha del objeto (f : A −→ B) al objeto (g : C −→ D)

es un par (h : A −→ C, k : B −→ D) de morfismos de C con la propiedad

k ◦ f = g ◦ h. Nuevamente la ley composición es puntualmente inducida por

la composición en C, es decir, dados dos morfismos (h, k) y (h
′
, k
′
), se tiene

(h, k) • (h
′
, k
′
) = (h ◦ h′ , k ◦ k′), donde • y ◦ son las leyes de composición en

las categoŕıas Arr(C) y C respectivamente.

4. Dada una categoŕıa C , formaremos la categoŕıa Cop, llamada la categoŕıa

dual de C, de la siguiente manera:

(a) Los objetos de Cop son exactamente los mismos que los de C.

(b) Para todos los objetos A,B de Cop , definimos Cop(A,B) = C(B,A) (los

morfismos de Cop son los de C “escrita en dirección inversa”, para evitar confu-

siones , vamos a escribir f op : A −→ B para el morfismo de Cop que corresponde
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al morfismo f : B −→ A de C ).

(c) La ley de composición de Cop esta dada por gop ◦ f op = (f ◦ g)op. Es fácil

ver que Cop aśı definida es efectivamente una categoŕıa, en el sentido de que se

cumplen los axiomas de la definición 2.2.1

Mostramos ahora una proposición sencilla que se deduce de la construcción de

la categoŕıa Cop:

Proposición 2.2.2. Sea Cop la categoria dual de C , entonces se cumple lo

siguiente:

(I) Cop es la categoria con los mismos morfismos identidades que C.

(II) (Cop)op = C

Demostración. (I) Como C es una categoŕıa, para cada A ∈ C existe 1A ∈

C(A,A) tal que f ◦1A = f , para cualquier f ∈ C(A,B). De manera similar para

A ∈ Cop, existe 1opA ∈ Cop(A,A) y es tal que 1opA ◦f op = f op para f op ∈ Cop(B,A).

Considerando que Cop(A,A) = C(A,A), tomando B = A y f = 1opA , entonces

1opA ◦ 1A = 1opA ; y tomando B = A y f op = 1A, 1opA ◦ 1A = 1A, por lo tanto

1opA = 1A.

(II) Claramente, de la definición, tenemos: Ob (Cop)op = Ob C y (Cop)op(A,B) =

Cop(B,A) = C(A,B) para todo A,B en C. También notamos que la ley de

composición de (Cop)op es el mismo que el de C. Aśı (Cop)op = C.

�

Ahora mostramos algunos objetos y morfismos importantes en una

categoŕıa.

Definición 2.2.3. Sea C una categoŕıa. Un morfismo f ∈ C(X, Y ) es un

isomorfismo si existe g ∈ C(Y,X) tal que g ◦ f = 1X y f ◦ g = 1Y . Decimos

que g es una inversa de f .
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Si existe un isomorfismo X −→ Y , decimos que X es isomorfo a Y

y escribimos X ' Y .

Proposición 2.2.4. Si g1 y g2 son inversas de f , entonces g1 = g2

Demostración. Basta con observar los siguiente:

g1 = g1 ◦ 1Y = g1 ◦ (f ◦ g2) = (g1 ◦ f) ◦ g2 = 1X ◦ g2 = g2.

�

Proposición 2.2.5. En una categoŕıa se cumple lo siguiente:

(I) El morfismo identidad es un isomorfismo.

(II) La composicion de dos isomorfismos es un isomorfismo.

Demostración. (I) 1X es claramente su propio inverso. Pues 1X ◦ 1X = 1X

(II) Sea f ∈ C(Y, Z) , g ∈ C(X, Y ) dos isomorfismos, con respectivos inversos

h ∈ C(Z, Y ) , k ∈ C(Y,X). Entonces f ◦ g ∈ C(X,Z) es un isomorfismo, cuyo

inverso es k ◦ h. En efecto, tenemos

(f ◦ g) ◦ (k ◦ h) = f ◦ (g ◦ k) ◦ h = f ◦ 1Y ◦ h = f ◦ h = 1Z

De forma similar , tenemos:

(k ◦ h) ◦ (f ◦ g) = k ◦ (h ◦ f) ◦ g = k ◦ 1Y ◦ g = k ◦ g = 1X

Esto concluye la prueba. �

Definición 2.2.6. Un objeto terminal en una categoria C es un elemento

T ∈ Ob(C) tal que para todo objeto X, existe un unico morfismo k : X −→ T

Por ejemplo en la categoŕıa Set, cada conjunto unitario es terminal.
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Proposición 2.2.7. Sea C una categoŕıa. Si existe un objeto terminal en C

entonces es único salvo isomorfismo.

Demostración. Supongamos que T y T
′

son ambos objetos terminales. Si T y

T
′

ambos son iguales , entonces se termina la prueba, caso contrario mostra-

remos que existe un isomorfismo f : T −→ T
′
.

Ya que T
′

es terminal, existe un único morfismo f : T −→ T
′
, de manera si-

milar , ya que T es terminal , entonces existe un único morfismo g : T
′ −→ T .

Consideremos ahora la composición g◦f ∈ C(T, T ). Como T es terminal, existe

un único morfismo T −→ T , es decir, la identidad, luego g ◦f = 1T , de manera

similar, f ◦ g = 1T ′ . Por lo tanto f es el isomorfismo deseado. �

Definición 2.2.8. Sea C una categoŕıa. Un morfismo m : A −→ B de C es un

monomorfismo si para todo objeto X de C y f, g : X ⇒ A morfismos de C se

tiene que m ◦ f = m ◦ g ⇒ f = g.

Dualmente, un morfismo e : A −→ B es un epimorfismo si para todo Y en C

y f, g : B ⇒ Y morfismos de C se tiene que f ◦ e = g ◦ e⇒ f = g

La siguiente proposición muestra que efectivamente los conceptos

anteriores son duales:

Proposición 2.2.9. Sea C una categoŕıa.

(I) f ∈ C(X, Y ) es monomorfismo si y solo si f op ∈ Cop(Y,X) es epimorfismo .

(II) f ∈ C(X, Y ) es epimorfismo si y solo si f op ∈ Cop(Y,X) es monomorfismo.

Demostración. Probaremos primero la parte (I).

(⇒) Sean uop, vop ∈ Cop(X,Z) tales que uop ◦f op = vop ◦f op, entonces para que

f op sea epimorfismo , debemos tener que uop = vop. En efecto, de la igualdad

uop ◦ f op = vop ◦ f op, por definición se tiene (f ◦ u)op = (f ◦ v)op, de donde

f ◦ u = f ◦ v , pero como f es monomorfismo , u = v , luego uop = vop.
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(⇐) Sean u, v ∈ C(W,X) tales que f ◦ u = f ◦ v, probemos que u = v. En

efecto, de la igualdad f ◦ u = f ◦ v, se obtiene uop ◦ f op = vop ◦ f op. Como f op

es epimorfismo , se deduce que uop = vop, asi en C se obtiene que u = v.

Ahora probemos la parte (II).

(⇒) Sean uop, vop ∈ Cop(H,Y ) tal que f op ◦uop = f op ◦ vop , entonces

(u◦f)op = (v◦f)op, de donde u◦f = v◦f , pero por hipotesis, f es epimorfismo,

luego u = v , lo que implica que uop = vop.

(⇐) Sea u, v ∈ C(Y, P ) tal que u◦f = v◦f . Entonces esto implica que

f op ◦ uop = f op ◦ vop, pero por hipotesis f op es monomorfismo, luego uop = vop,

de donde u = v.

�

Ahora mostramos algunas proposiciones elementales que se prueban

sin dificultad.

Proposición 2.2.10. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

(I) La composición n ◦m de monomorfismos es un monomorfismo.

(II) La composición n ◦m de epimorfismos es un epimorfismo.

Demostración. Vamos a probar primero (I)

Supongamos que m : A −→ B y n : B −→ C son monomorfismos. Entonces

para cualquier par de morfismos f, g : D ⇒ A , supongamos que (n ◦m) ◦ f =

(n ◦m) ◦ g, entonces n ◦ (m ◦ f) = n ◦ (m ◦ g), pero como n es monomorfismo,

entonces m ◦ f = m ◦ g, pero m también es un monomorfismo, por lo tanto
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f = g, luego la composición n ◦m también es un monomorfismo.

Ahora probemos la parte (II): Sea m : A −→ B y n : B −→ C epimorfismos,

entonces para cualquier par f, g : C ⇒ H, supongamos que f ◦ (n ◦ m) =

g ◦ (n ◦m), entonces (f ◦n) ◦m = (g ◦n) ◦m , por hipótesis m es epimorfismo,

luego f ◦ n = g ◦ n, pero n también es epimorfismo, luego f = g. Por lo tanto

la composición n ◦m también es un epimorfismo.

�

Proposición 2.2.11. Sean f y g morfismos en una categoŕıa C, entonces

(I) Si n ◦m es monomorfismo, entonces m es monomorfismo.

(II) Si n ◦m es epimorfismo, entonces n es epimorfismo.

Demostración. Probemos primero la parte (I)

Supongamos que la composición n ◦ m es un monomorfismo, entonces para

cualquier f, g la igualdad (n ◦m) ◦ f = (n ◦m) ◦ g implica que f = g. Ahora

supongamos que m ◦ f = m ◦ g, componiendo por la izquierda, tenemos :

n◦ (m◦ f) = n◦ (m◦ g), luego (n◦m)◦ f = (n◦m)◦ g, de donde por hipótesis

f = g. Por lo tanto m es un epimorfismo.

Ahora probemos la parte (II): Si n ◦ m es un epimorfismo, entonces para

cualquier par f, g , la igualdad f ◦ (n ◦m) = g ◦ (n ◦m) implica que f = g.

Por otro lado, supongamos que f ◦ n = g ◦ n, componiendo por la derecha

tenemos, (f ◦ n) ◦m = (g ◦ n) ◦m, de donde f ◦ (n ◦m) = g ◦ (n ◦m), que por

hipótesis implica que f = g. De esta manera n es un epimorfismo.

�

Ahora vamos a caracterizar los monomorfismos y epimorfismos en la

categoŕıa Set de conjuntos y funciones:

Proposición 2.2.12. Se cumplen las siguientes afirmaciones:
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(I) f es un monomorfismo en Set si y solo si f es inyectiva.

(II) f es un epimorfismo en Set si y solo si f es sobreyectiva.

Demostración. Probaremos primero (I).

(⇐) Supongamos que la funcion f : X −→ Y es inyectiva. Dadas dos fun-

ciones u, v : W ⇒ X con fu = fv, probemos que u = v. En efecto, como

fu = fv, para w ∈ W se tiene fu(w) = fv(w) , como f es inyectiva, entonces

u(w) = v(w), luego u = v y asi f es un monomorfismo.

(⇒) Si f es un monomorfismo y f(x1) = f(x2), probemos que x1 = x2. En

efecto, sea {∗} un conjunto unitario y definamos las funciones u, v : {∗} −→ X

como u(∗) = x1 y v(∗) = x2. Entonces fu = fv implica u = v, es decir x1 = x2.

Ahora probaremos (II)

(⇒) Sea f : X −→ Y un epimorfismo y razonemos por el absurdo, es decir,

supongamos que f no es sobreyectiva. Para obtener una contradicción, cons-

truyamos dos funciones u, v : Y ⇒ W que satisfagan uf = vf pero que u 6= v.

Para ello tomamos W = {0, 1}. Como f no es sobreyectiva, entonces existe

y0 ∈ Y − f(X). Definamos u : Y −→ W por u(y) = 0 para todo y ∈ Y y

definamos v : Y −→ W por :

v(y) = 0, si y 6= y0,

v(y) = 1, si y = y0.

Claramente uf = vf , pero u 6= v y esto es una contradicción pues f es un

epimorfismo.

(⇐) Supongamos que f : X −→ Y es sobreyectiva y uf = vf , entonces como

f es sobreyectiva , para todo y ∈ Y , existe x ∈ X tal que f(x) = y, luego

u(y) = u(f(x)) = v(f(x)) = v(y) para todo y ∈ Y , de donde u = v, por lo

tanto f es un epimorfismo.

�
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Observación Si i : A −→ B es un isomorfismo , entonces es un

monomorfismo y un epimorfismo. En efecto, si j : B −→ A es su inversa ,

entonces de i ◦ f = i ◦ g, componiendo j por la izquierda , obtenemos:

i ◦ f = i ◦ g ⇒ j ◦ (i ◦ f) = j ◦ (i ◦ g) ⇒ (j ◦ i) ◦ f = (j ◦ i) ◦ g ⇒ 1A ◦ f =

1A ◦ g ⇒ f = g, por lo tanto i es un monomorfismo. Un razonamiento análogo

muestra que i también es un epimorfismo.

Definición 2.2.13. Sea C una categoŕıa y f : A −→ B un morfismo de C. Si

existe g : B −→ A tal que g◦f = 1A, decimos que f es un monomorfismo split.

Si existe g : B −→ A tal que f ◦ g = 1B , decimos que f es un epimorfismo

split.

La siguiente proposición, nos dice que en la condición de monomor-

fismo y epimorfismo split podemos reemplazar la identidad por una flecha

arbitraria:

Proposición 2.2.14. Sea C una categoŕıa y f : A −→ B un morfismo de C,

entonces f es un monomorfismo split si y solo si para todo Y de C y morfismo

q : A −→ Y existe g : B −→ Y tal que g ◦ f = q

Demostración. Sea f un monomorfismo split. Sea h : B −→ A tal que h ◦ f =

1A. Dado Y ∈ C y q : A −→ Y , se deduce que , componiendo h y q, existe

g = q ◦ h : B −→ Y , ademas g ◦ f = q ◦ h ◦ f = q ◦ 1A = q.

Rećıprocamente, en dichas condiciones, tomando Y = A y q = 1A, se deduce

que f es un monomorfismo split.

�

Dualmente, f es un epimorfismo split si y solo si para todo X ∈ C y
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morfismo q : X −→ B ,existe g : X −→ A tal que f ◦ g = q.

Terminamos esta sección con dos proposiciones sencillas.

Proposición 2.2.15. Si f : A −→ B es un monomorfismo split , entonces es

un monomorfismo. De manera dual, si es un epimorfismo split, entonces es un

epimorfismo.

Demostración. Sea f : A −→ B un monomorfismo split. Existe entonces g :

B −→ A, tal que g ◦ f = 1A. Si h1, h2 : X ⇒ A son tales que f ◦ h1 = f ◦ h2,

entonces h1 = g◦f ◦h1 = g◦f ◦h2 = h2, y por lo tanto f es un monomorfismo.

�

Proposición 2.2.16. Sea f : A −→ B. Si f es un epimorfismo split y un

monomorfismo, entonces es un isomorfismo. De manera dual si f es un mono-

morfismo split y un epimorfismo, entonces es un isomorfismo.

Demostración. Sea f un monomorfismo , y sea g : B −→ A tal que f ◦g = 1B.

Se tiene 1B ◦f = f , es decir f ◦g ◦f = f = f ◦1A, y como f es monomorfismo,

entonces g ◦ f = 1A, luego f es un isomorfismo cuya inversa es g.

�

Naturalmente se desea establecer relaciones entre diferentes cate-

goŕıas, para ello utilizamos una especie de “función generalizada” entre dos

categoŕıas que conserve la estructura, a tal función le llamaremos “funtor”.

Mas formalmente, tenemos la siguiente:

Definición 2.2.17. Un funtor F de una categoŕıa C a una categoŕıa D, consta

de los siguientes datos:

(1) Una función Ob(C) −→ Ob(D) entres las clases de objetos de C y D; la
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imagen de A ∈ Ob(C) se escribe F (A) o simplemente FA;

(2) para todo par de objetos A,B en C, una función C(A,B) −→ D(FA, FB),

la imagen de f ∈ C(A,B) se escribe F (f) o Ff .

estos datos están sujetos a los siguientes axiomas:

(1) para todo par de morfismos f ∈ C(A,B), g ∈ C(B,C), se cumple

F (g ◦ f) = Fg ◦ Ff

(2) para todo objeto A en C, se cumple F (1A) = 1FA.

A continuación mostraremos una serie de ejemplos de funtores.

Ejemplo 2.2.2. (1) Para cualquier categoŕıa C, es posible construir un funtor

F : C −→ C de la siguiente manera, FA = A y Ff = f , para cada objeto A

en C y cada f ∈ C(A,B), a dicho funtor se le conoce como funtor identidad y

se le representa generalmente como 1C.

(2) Formemos un funtor F : Grp −→ Set de la categoŕıa de los grupos a la

categoŕıa de los conjuntos. A cada grupo (G, ·) le asignamos el conjunto sub-

yacente G y a cada homomorfismo de grupo f le asignamos la correspondiente

funcion f . Claramente F es un funtor, llamado Forgetful functor traducido

funtor de olvido.

(3) Sean (M, ·, e) y (N, ∗, e′) dos monoides vistos como categoŕıas. Sea F un

homomorfismo de monoides de M a N ,entonces es fácil ver que F puede ser

visto como funtor.

(4) Sean C(X,�) y C(Y,v) dos clases pre-ordenadas vistos como categoŕıas y sea

F una función monótona de X a Y , entonces es fácil ver que F es un funtor

entre dichas categoŕıas.

(5) Sea (M, ·, e) un monoide y X un conjunto. Una acción del monoide sobre

el conjunto X es una función m : M ×X −→ X que satisface
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m(a · b, c) = m(a,m(b, c)) y m(e, b) = b

generalmente a m(a, b) se le denota por ab, aśı con esta notación , las condi-

ciones antes descritas se pueden ver como

(a · b)c = a(bc) y eb = b

Formemos un funtor F : M −→ Set de la siguiente manera: al único objeto

∗ en M le asignamos el conjunto F∗ = X, a cada morfismo a ∈ M(∗, ∗) le

asociamos la función Fa ∈ Set(X,X), es decir, Fa : X −→ X que definiremos

aśı: para cada b ∈ X, tenemos Fa(b) = m(a, b) = ab. Es fácil ver que F , aśı

definido, satisfacen los axiomas de la definición 2.2.17.

(6) Dada una categoŕıa C y un objeto fijo C en C, se define un funtor

C(C,−) : C −→ Set

de C a la categoŕıa de conjuntos poniendo primero C(C,−)(A) = C(C,A),

ahora bien , si f : A −→ B es un morfismo de C, la hacemos corresponder la

siguiente función:

C(C,−)(f) :
.
= C(C, f) : C(C,A) −→ C(C,B)

que definimos por la siguiente formula : C(C, f)(g) = f ◦ g para un morfismo

g ∈ C(C,A). Este funtor se le conoce como funtor representable.

(7) Dadas dos categoŕıas C y D y un objeto fijo B en C , se define el funtor

constante B como 4B : C −→ D por 4B(A) = B , 4B(f) = 1B, para todo

objeto A en C y todo morfismo f de C.

(8) Para cualquier entero positivo n el funtor n-esima potencia

Sn : Set −→ Set
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esta dado por X 7→ SnX = Xn y (f : X −→ Y ) 7→ Sn(f) := fn : Xn −→ Y n,

donde fn(x1, · · · , xn) = (f(x1), · · · , f(xn))

Ahora estudiaremos de manera breve las propiedades elementales de

los funtores:

Proposición 2.2.18. Todos los funtores F : C −→ D preservan isomorfismos;

es decir, cuando k : A −→ B es un isomorfismo en C , entonces Fk es un

isomorfismo en D.

Demostración. Como k : A −→ B es un isomorfismo , entonces existe k
′

:

B −→ A, tal que k ◦ k′ = 1B y k
′ ◦ k = 1A. Tenemos que probar que Fk :

FA −→ FB es un isomorfismo, en efecto el morfismo Fk
′
: FB −→ FA en D

actúa como inverso de Fk, pues: Fk ◦ Fk′ = F (k ◦ k′) = F1B = 1FB. Para el

otro caso, observe que Fk
′ ◦ Fk = F (k

′ ◦ k) = F1A = 1FA, esto concluye la

prueba.

�

Proposición 2.2.19. Si F : C −→ D y G : D −→ E son funtores , entonces

la composición GF : C −→ E , definido por GF (f : A −→ B) := G(Ff) :

G(FA) −→ G(FB) , es un funtor.

Demostración. Sea A ∈ C, f ∈ C(A,B) y g ∈ C(B,C), como F es funtor ,

se sigue que F1A = 1FA y F (g ◦ f) = Fg ◦ Ff . Aplicando G se deduce que:

GF1A = G(F1A) = G1FA = 1GFA = 1G(FA). Por otro lado GF (g ◦ f) =

G(Fg ◦ Ff) = GFg ◦GFf .

�
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Ahora introducimos una definición que evitara contradicciones con-

juntistas con respecto a la definición 2.2.1.

Definición 2.2.20. Una categoria C es llamada categoria pequeña, cuando su

clase de objetos Ob(C), es un conjunto.

En virtud de la proposición 2.2.19 , observamos que las categoŕıas

pequeñas y funtores entre ellas constituyen una categoŕıa , al que se le denota

por Cat.

Definición 2.2.21. Un funtor F : C −→ D es fiel (respectivamente pleno) si

para todo par de objetos A,B de C , la función FA,B : C(A,B) −→ D(FA, FB)

es inyectiva (respectivamente sobreyectiva).

Definición 2.2.22. Un isomorfismo de categoŕıas es un funtor F : C −→ D ,

tal que existe un funtor G : D −→ C de manera que G ◦F = 1C y F ◦G = 1D.

Observación. Si C y D son categoŕıas pequeñas, un isomorfismo de

categoŕıas C −→ D es un isomorfismo en la categoria Cat.

Ahora introduciremos un concepto importante dentro de la teoŕıa de

categoŕıas que le da a esta teoŕıa identidad propia.

Definición 2.2.23. Sea C una categoŕıa y J una categoŕıa pequeña. Un dia-

grama de tipo J en C es un funtor D : J −→ C. La categoŕıa J es la categoŕıa

de indices del diagrama.

Utilizaremos la notación Di := D(i) para todo objeto i de J . Di-

remos que un diagrama D : J −→ C es conmutativo, o que conmuta, si para

todo par de morfismos α, β de J con mismo dominio y codominio se tiene que
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Dα = Dβ.

Observación Sea D : J −→ C un diagrama de tipo J en una

categoŕıa C , y sea F : C −→ D un funtor. Es claro que F ◦ D : J −→ D es

un diagrama de tipo J en D. Aun mas, si D es conmutativo, entonces F ◦D

también lo es.

Ejemplo 2.2.3. (1) Consideremos el conjunto X = {1, 2, 3, 4} con la relación

� definida por 1 � 2, 2 � 4 , 1 � 4, 1 � 3 y 3 � 4 de tal manera que (X,�)

es un pre-orden.

La categoria asociada (ver ejemplo 2.2.1 (9)) puede representarse aśı:

1 //

��

2

��
3 // 4

(1.1)

Donde obviamos el morfismo 1 −→ 4 por ser igual a las composicio-

nes 1 −→ 2 −→ 4 y 1 −→ 3 −→ 4.

Llamemos J a esta categoŕıa. Ahora, si C es una categoŕıa arbitraria, un dia-

grama de tipo J en C es un funtor J −→ C. Tal funtor nos provee cuatro

objetos de C con ciertos morfismos, dispuestos como en (1.1), de tal manera

que podemos representar gráficamente este diagrama de la siguiente manera:

C1
f12 //

f13
��

C2

f24
��

C3 f34
// C4
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(1.2)

La conmutatividad del diagrama significa en este caso f34 ◦ f13 =

f24 ◦ f12. Intuitivamente, podemos decir que la conmutatividad de un diagra-

ma significa la independencia del camino elegido entre dos objetos.

Observación Diremos que (1.2) es un diagrama en C, sin explicitar

la categoria J ni el funtor J −→ C.

(2) Si F : C −→ D es un funtor y A
f−→ B

g−→ C son morfismos en C ,

entonces F (g ◦ f) = Fg ◦ Ff . Esta condición se puede expresar mediante la

conmutatividad del siguiente diagrama:

FA
Ff //

F (g◦f)

%%
FB

Fg // FC

(3) Si consideramos la categoŕıa del ejemplo 2.2.1 (7) CX , entonces todo dia-

grama D : J −→ CX es conmutativo. En efecto, si

i
α //

β
// j

son morfismos de J , entonces Dα,Dβ ∈ C(Di, Dj) y como el con-

junto C(Di, Dj) es unitario , se tiene que Dα = Dβ.

La teoŕıa de categoŕıas se inició en 1945 con Eilenberg y Mac La-

ne’s principalmente con la aparición del art́ıculo “General theory of natural

equivalences” . La noción de transformación natural es tan fundamental en

teoŕıa de categoŕıas que en palabras de Mac Lane’s , uno de los fundadores,

“Yo no inventé las categoŕıas para estudiar funtores; las inventé para estudiar
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transformaciones naturales”.

Definición 2.2.24. Considere dos funtores F,G : C ⇒ D de la categoŕıa C

a la categoŕıa D. Una transformación natural α : F =⇒ G es una funcion

que asigna a cada objeto A en C un morfismo αA : FA −→ GA en D , de tal

manera que satisface la siguiente condición de naturalidad : para todo morfismo

f : A −→ B en C , el siguiente diagrama es conmutativo en D :

FA
αA //

Ff
��

GA

Gf
��

FB αB

// GB

(1.3)

Observaciones (1) Una transformación natural α : F =⇒ G tam-

bién es definido como una clase de morfismos (llamados tambien componentes

de la transformacion natural) {αA : FA −→ GA}A∈C en D indexada por obje-

tos de C, que satisface la condición de naturalidad dada en la definición 2.2.24.

(2) Tenga en cuenta que A y B son objetos en la categoŕıa C , mientras que

todos los objetos y morfismos del diagrama (1.3) están en la categoŕıa D.

Ejemplo 2.2.4. (1) Consideremos el funtor F : Set −→ Set definido por:

para cada conjunto X le asociamos FX := P (X) (el conjunto potencia de X)

y para cada función f : X −→ Y le asociamos la función Ff : P (X) −→ P (Y )

definida aśı, si A ⊆ X ⇒ Ff(A) = f(A) = {f(a)|a ∈ A} ⊆ Y . Es fácil ver

que F aśı definido es un funtor. Ahora formemos una transformación natural

α : 1Set =⇒ F , es decir, una función que asigna a cada conjunto X de Set una

función αX : 1SetX −→ FX, de tal manera que para toda función f : X −→ Y

se cumple Ff ◦αX = αY ◦1setf , para ello basta definir αX(x) = {x} para todo

x ∈ X.
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(2) Sea C una categoŕıa, A y B objetos fijos de C y f : A −→ B un morfismo

de C. Sean C(B,−) : C −→ Set y C(A,−) : C −→ Set los funtores del ejemplo

2.2.2 (6). Formemos una transformación natural α : C(B,−) =⇒ C(A,−) tal

que para todo objeto C de C le asignemos la función αC : C(B,C) −→ C(A,C)

en Set dado por αC(g) = g ◦ f para todo g ∈ C(B,C).

(3) Sean C y D dos categoŕıas y b : B −→ B
′

un morfismo en D, consideremos

también los funtores constantes 4B : C −→ D y 4B′ : C −→ D (ver ejemplo

2.2.2 (7)). Definamos una transformación natural constante 4b : 4B =⇒4B′

dado por, para todo objeto A en C le asignamos el morfismo b : B −→ B
′

en

D.

(4) Consideremos la categoŕıa Vec donde el cuerpo que tomaremos es el con-

junto R de los números reales. Dado un espacio vectorial V en Vec , por álgebra

lineal elemental, podemos formar un espacio vectorial a partir de V , a saber,

el espacio dual denotado por V ∗ que no es mas que el conjunto de funcionales

lineales f : V −→ R con las operaciones usuales. El procedimiento anterior

puede repetirse para obtener el doble dual de V , a saber V ∗∗ = (V ∗)∗. Ahora

es sencillo formar un funtor F : Vec −→ Vec que a cada espacio vectorial

V le asigna su doble dual V ∗∗. Considerando, por otro lado, el funtor iden-

tidad 1Vec : Vec −→ Vec, es fácil ahora mostrar una transformación lineal

τ : 1Vec =⇒ F

Ahora damos unos resultados que muestran la existencia de una nue-

va categoŕıa.

Proposición 2.2.25. 1. Dado un funtor F : C −→ D , existe una transfor-

mación natural identidad 1F : F =⇒ F que a cada objeto A de C le asigna el

morfismo identidad de FA.

2. Considere tres funtores F,G,H : C −→ D y α : F =⇒ G, β : G =⇒ H, dos

transformaciones naturales. Entonces la fórmula (β ◦α)A = βA ◦αA define una

nueva transformacion natural β ◦ α : F =⇒ H.
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Demostración. (1) Para el objeto A, le asignamos 1FA := 1FA : FA −→ FA,

entonces para cualquier f : A −→ B, tenemos que Ff ◦ 1FA = 1FB ◦ Ff , aśı

1F es una transformación natural.

(2) Como α y β son transformaciones naturales. Se tiene la siguiente situación:

para todo objeto A en C y todo morfismo f : A −→ B, también en C se tiene

: Gf ◦ αA = αB ◦ Ff y Hf ◦ βA = βB ◦Gf . Ahora observemos lo siguiente:

Hf ◦ (β ◦ α)A = Hf ◦ (βA ◦ αA) = (Hf ◦ βA) ◦ αA = (βB ◦Gf) ◦ αA =

βB ◦ (Gf ◦ αA) = βB ◦ (αB ◦ Ff) = (βB ◦ αB) = (β ◦ α)B ◦ Ff

Por lo tanto β ◦ α : F =⇒ H es una transformación natural.

�

En virtud de la proposición 2.2.25 se podŕıa pensar que para dos ca-

tegoŕıas C y D se puede formar una nueva categoŕıa denotado por Fun(C,D)

cuyos objetos son funtores de C en D y cuyos morfismos son las transformacio-

nes naturales entre dichos funtores. Pero según la definición 2.2.1 de categoŕıa ,

para todo par de funtores F,G : C ⇒ D la clase de transformaciones naturales

{α : F =⇒ G} debeŕıa ser un conjunto, pero esto en general no ocurre. Por

ello ponemos una restricción a la categoŕıa C, a saber : que sea pequeña, de

tal manera que la nueva categoŕıa Fun(C,D) no contradiga la definición 2.2.1.

Aclarado este punto lógico, tenemos lo siguiente: sea C una categoŕıa pequeña

y D una categoŕıa arbitraria. Los funtores de C a D y las transformaciones

naturales entre dichos funtores constituyen una categoŕıa, que denotamos por

Fun(C,D) o DC.

Observación. La categoŕıa Fun(C,D) es pequeña, siempre y cuando

la categoŕıa D es pequeña.

Ahora damos una definición importante:
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Definición 2.2.26. Dados dos funtores F,G : C ⇒ D, una equivalencia na-

tural o isomorfismo natural α : F =⇒ G es un isomorfismo en la categoŕıa

Fun(C,D), es decir, existe β : G =⇒ F tal que α ◦ β = 1G y β ◦ α = 1F .

Si existe un isomorfismo natural α : F =⇒ G , se dice que F y G

son naturalemnte isomorfos, y escribimos F ∼= G.

Observación. Note que dos transformaciones naturales son iguales

si y solo si lo son sus componentes.

Proposición 2.2.27. Consideremos dos funtores F,G : C ⇒ D. Entonces

α : F =⇒ G es un isomorfismo natural si y solo si cada componente αX :

FX −→ GX es un isomorfismo en D.

Demostración. Supongamos que α es un isomorfismo natural, con inversa β.

Entonces α◦β = 1G, luego para todo objeto X en C , se tiene (α◦β)X = (1G)X

lo que implica αX ◦ βX = 1GX , de la misma forma βX ◦ αX = 1FX , de modo

que βX es un inverso de αX para todo X en C. Por lo tanto, cada componente

es un isomorfismo en D.

Rećıprocamente, si cada componente αX es un isomorfismo , entonces que βX

sea su correspondiente inverso para cada X en C. Entonces basta mostrar la

existencia de una transformación natural β : G =⇒ F . Para ello sea f ∈

C(X, Y ) un morfismo, entonces Gf ◦ αX = αY ◦ Ff . Por otro lado, tenemos

βY ◦Gf ◦αX ◦βX = βY ◦αY ◦Ff ◦βX , de donde βY ◦Gf ◦1GX = 1FY ◦Ff ◦βX ,

lo que implica βY ◦Gf = Ff ◦ βX .

�

Equivalencia de categoŕıas

La noción de isomorfismo de categoŕıas es a menudo demasiado restrictiva,
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pues exige que una composición de funtores sea igual a la identidad, mientras

que en teoŕıa de categoŕıas en ocasiones importa caracterizar los objetos salvo

isomorfismos. Se obtiene entonces la siguiente noción:

Definición 2.2.28. Un funtor F : C −→ D es una equivalencia de categorias

si existe un funtor G : D −→ C tal que 1C ∼= G ◦ F y F ◦G ∼= 1D

Es obvio que todo isomorfismo de categoŕıas es una equivalencia de

categoŕıas, pero el rećıproco en general no se cumple.

Teorema 2.2.29. Un funtor F : C → D es una equivalencia de categoŕıas si

y sólo si es fiel, pleno y esencialmente sobreyectivo, es decir, para cada objeto

D ∈ D existe C ∈ C tal que D ' FC.

Demostración. (⇒) Sea G : D → C un funtor e τ : G ◦ F =⇒ 1C, µ : 1D =⇒

F ◦G isomorfismos naturales.

F es fiel: Sean f, g : C ⇒ C ′ flechas de C tales que Ff = Fg. La naturalidad

de τ nos proveen de las siguientes ecuaciones:

f ◦ τC = τC′ ◦ (G ◦ F )f

g ◦ τC = τC′ ◦ (G ◦ F )g

Como (G ◦ F )f = (G ◦ F )g, conseguimos que

τ−1C′ ◦ f ◦ τC = τ−1C′ ◦ g ◦ τC

de donde f = g y F es fiel. Por simetŕıa conseguimos que G es fiel también.

F es pleno: Sea h : FC → FC ′ una flecha de D. Definimos f : C → C ′ como

la composición, C
τ−1
C−−→ (G ◦ F )C

Gh−→ (G ◦ F )C ′
τC′−−→ C ′.

La naturalidad de τ provee la ecuación:

f ◦ τC = τC′ ◦ (G ◦ F )f
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por lo tanto

τ−1C′ ◦ f ◦ τC = τ−1C′ ◦ τC′ ◦ (G ◦ F )f

de aqúı

τ−1C′ ◦ f ◦ τC = (G ◦ F )f

luego de la definición de f , tenemos que G(Ff) = (G ◦ F )f = Gh; como G es

fiel , deducimos que Ff = h, de donde F es pleno.

F es esencialmente sobreyectivo: Si D ∈ D entonces F (GD) = (F ◦G)C ' D

a través del isomorfismo µD.

(⇐) Como F es esencialmente sobreyectivo, para cada D ∈ D existe CD ∈ C

tal que D ' FCD.

Sea µD : D → FCD un isomorfismo. Construyamos un funtor G : D → C de

tal manera que µ : 1D =⇒ F ◦G sea un isomorfismo natural.

Para ello dado D ∈ D le asignamos el objeto GD = CD.

Ahora dado una flecha h : D → D′ en D el siguiente diagrama es conmutativo:

D
µD //

h
��

FCD

µD′◦h◦µ
−1
D

��
D′ µD′

// FCD′

(1.4)

¿Es la flecha (µD′ ◦h◦µ−1D ) la imagen v́ıa F de alguna flecha en C?. Śı, por que

F es pleno, llamémosle fh : CD → CD′ a esta flecha. Aśı definimos Gh = fh.

Nótese que Ffh = µD′ ◦ h ◦ µ−1D . Es fácil ver que G aśı definido es un funtor.

Ahora, dado que los µD son isomorfismos y dado que el diagrama (1.4) conmuta

entonces ya tenemos el isomorfismo natural buscado.

Basta ahora encontrar un isomorfismo natural τ : 1C =⇒ G ◦ F .

Consideremos µFC : FC → (F ◦ G)FC. Como F es pleno, existe τC : C →

(G ◦ F )C tal que µFC = FτC . Como µFC es un isomorfismo y F es fiel y

pleno, entonces τC también es un isomorfismo (todo funtor fiel y pleno refleja
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isomorfismos)

Por último de la naturalidad de µ se deduce que τ : 1C =⇒ G ◦ F es una

transformación natural.

�

Ahora probaremos uno de los resultados mas importantes dentro

de la teoŕıa de categoŕıas y dentro de esta tesis también , el famoso teorema

de Yoneda, que se presta a diferentes discusiones, tanto matemáticas como

filosóficas. Este lema versa sobre funtores representables y en términos gene-

rales el lema sugiere que en lugar de investigar una cierta categoŕıa pequeña C

podemos estudiar la categoŕıa Fun(C,Set)

Teorema 2.2.30 (Teorema de Yoneda). Considere un funtor F : C → Set

desde una categoŕıa arbitraria C a la categoŕıa de conjuntos y funciones, un

objeto A de C y su correspondiente funtor representable C(A, ·) : C → Set.

Existe una correspondencia biyectiva

θF,A : Nat(C(A, ·), F ) ∼= FA

entre las transformaciones naturales de C(A, ·) a F y los elementos del conjun-

to FA; en particular esas transformaciones naturales constituyen un conjunto.

Aún más, si C es pequeña las biyecciones θF,A constituyen una transforma-

ción natural en la variable F ; también las biyecciones θF,A constituyen una

transformación natural en la variable A.

Demostración. Para una determinada transformación natural α : C(A, ·) =⇒

F , definimos θF,A(α) = αA(1A), note que por ser α una transformación natural,

αA(1A) ∈ FA.

Ahora para todo a ∈ FA, y todo objeto B en C, le asociamos la función

β(a)B : C(A, ·)B → FB, definido por β(a)B(f) = Ff(a), aqúı f ∈ C(A,B), y
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por la funtorialidad de F , Ff(a) ∈ FB.

Afirmamos ahora que la clase de funciones:

{β(a)B : C(A, ·)B → FB}B∈C

en Set para todo objeto B y todo morfismo g : B → C en C forman una

transformación natural β(a) : C(A, ·) =⇒ F .

En efecto, β(a) debe satisfacer la condición de naturalidad, aśı debemos de-

mostrar que

Fg ◦ β(a)B = β(a)C ◦ C(A, g)

C(A, ·)B β(a)B //

C(A,g)
��

FB

Fg

��
C(A, ·)C β(a)C // FC

Dado f ∈ C(A,B), tenemos

(Fg ◦ β(a)B)(f) = Fg(β(a)B(f)) = Fg(Ff(a)) = F (g ◦ f)(a) = β(a)C(g ◦ f)

= β(a)C(C(A, g)f) = (β(a)C ◦ C(A, g))(f)

Ahora mostremos que tanto θF,A y β son inversas entre śı. En efecto, dado

a ∈ FA, tenemos

(θF,A ◦ β)(a) = θF,A(β(a)) = β(a)A(1A) = F (1A)(a) = 1FA(a) = a

Por otro lado, a partir de α : C(A, ·) =⇒ F y dado el morfismo f : A→ B en

C, entonces

β(θF,A(α))B(f) = β(αA(1A))B(f) = Ff(αA(1A)) = αB(C(A, f)(1A)) = αB(f)

Esto demuestra la primera parte del teorema.

Como queremos que

θF,A : Nat(C(A, ·), F )→ FA
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sea una transformación natural en la variable A, ésta transformación debe ser

de algún funtor, digamos N : C → Set en F , entonces lo más natural es definir

el funtor N : C → Set como

N(A) = Nat(C(A, ·), F )

y para todo morfismo f : A→ B en C

N(f) : Nat(C(A, ·), F )→ Nat(C(B, ·), F )

α 7→ α ◦ C(f, ·)

Con esto, es fácil ver que η : N =⇒ F definido por ηA = θF,A es una transfor-

mación natural.

Por otro lado, si C es una categoŕıa pequeña, las biyecciones θF,A constituyen

una transformación natural en la variable F , en este caso F tendrá que ser ob-

jeto de una categoŕıa, y como C es pequeña, consideramos la categoŕıa funtor

SetC. Para un objeto fijo A en C, consideremos el funtor

M : SetC → Set

definido por

M(F ) = Nat(C(A, ·), F )

Dado el funtor G : C → Set y una transformación natural ω : F =⇒ G

M(ω) : Nat(C(A, ·), F )→ Nat(C(A, ·), G)

es definido por M(ω)(α) = ω ◦ α.

Necesitamos ahora otro funtor de SetC → Set, para ello consideramos el funtor

evaluación en A

evA : SetC → Set

definido por evA(F ) = FA, evA(ω) = ωA.

Luego es fácil ver que µ : M =⇒ evA es una tranformación natural definido

por µF = θF,A. Esto termina la prueba.

�
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Finalizaremos esta parte con un breve comentario sobre ĺımites y

colimites.

Definición 2.2.31. Sea D : J → C un diagrama. Un cono para el diagrama

D es un par (C, (λj)j∈J), donde C ∈ C y λj : C → Dj para todo j ∈ J, tal que

para cada flecha eij : i→ j en J, el siguiente diagrama conmuta:

C
λi //

λj ��

Di

Deij
��
Dj

Escribiremos un tal cono como (C, λj). Llamaremos al objeto C el

vértice del cono (C, λj).

Sean dos conos (C, λj) y (C ′, ϑj) para el diagrama D. Un morfismo de conos

f : (C ′, ϑj) → (C, λj) es una flecha f : C ′ → C tal que el siguiente diagrama

conmuta para todo i ∈ J:

C ′
f //

ϑi   

C

λi
��
Di

De esta manera, los conos para un diagrama D conforman una categoŕıa.

Un ĺımite para el diagrama D es un objeto final en la categoŕıa de conos sobre

el diagrama D. Expĺıcitamente, un ĺımite para el diagrama D es un cono (C, λj)

(que llamaremos cono ĺımite) tal que para cualquier otro cono (C ′, ϑj) existe

una única flecha f : C ′ → C que hace conmutar el siguiente diagrama para

toda flecha eij : i→ j de J:

C ′

ϑj

��

f

  

ϑi

$$
C

λi //

λj
��

Di

Deij~~
Dj
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En virtud de la proposición 2.2.7 , si existe el ĺımite de un diagrama,

entonces es único salvo isomorfismos. Podemos escribir entonces el ĺımite de

D como (lim←−D,λj).

Sea J una categoŕıa pequeña. Decimos que una categoŕıa C es J-completa si

para todo diagrama D : J→ C existe el ĺımite de D. Decimos que es completa

si es J-completa para toda categoŕıa pequeña J.

Observación. Sean (C, λj) y (C ′, ϑj) conos para un diagrama D : J→ C. Es

fácil ver que un isomorfismo (C ′, ϑj)→ (C, λj) en la categoŕıa de conos sobre

el diagrama D consiste en un isomorfismo θ : C ′ → C que hace conmutar el

siguiente diagrama para todo i ∈ J:

C ′ θ //

ϑi   

C

λi
��
Di

A continuación definimos los coĺımites. En general, el prefijo “Co-”

en teoŕıa de categoŕıas indica que consideramos la noción dual. Podŕıamos de-

finir entonces un coĺımite en C como un ĺımite en Cop: esto es muy sucinto pero

también poco explicativo.

Desarrollemos lo que esto significa:

Definición 2.2.32. Sea D : J→ C un diagrama. Un cocono para el diagrama

D es un par (C, (λj)j∈J) donde C ∈ C y λj : Dj → C para todo j ∈ C, tal que

el siguiente diagrama conmuta para toda flecha eij : i→ j de J:

Di
λi //

Deij   

C

Dj

λj

OO

Escribiremos un tal cocono como (C, λj). Llamaremos al objeto C

el vértice del cocono (C, λj).
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Sean (C, λj) y (C ′, ϑj) dos coconos para el diagrama D. Un morfismo de co-

conos f : (C, λj) → (C ′, ϑj) es una flecha f : C → C ′ tal que el siguiente

diagrama conmuta para todo i ∈ J:

Di
λi //

ϑi   

C

f
��
C ′

De esta manera, los coconos para un diagrama D conforman una categoŕıa.

Un coĺımite para el diagrama D es un objeto inicial en la categoŕıa de coconos

sobre el diagrama D. Expĺıcitamente, un coĺımite para el diagrama D es un

cocono (C, λj) tal que para cualquier otro cocono (C ′, ϑj) existe una única

flecha f : C → C ′ que hace conmutar el siguiente diagrama para toda flecha

eij : i→ j de J:

C ′

C
f

``

Diλi
oo

Deij~~

ϑi

kk

Dj

λj

OOϑj

SS

Gracias a la proposición 2.2.7 , si existe el coĺımite de un diagrama

es único salvo isomorfismo. Podemos escribir entonces el coĺımite de D como

(lim−→D,λj).

Sea J una categoŕıa pequeña. Decimos que una categoŕıa C es J-cocompleta

si para todo diagrama D : J → C existe el coĺımite de D. Decimos que es

cocompleta si es J-cocompleta para toda categoŕıa pequeña J.

Ejemplo 2.2.5. 1. Un objeto final en C es el ĺımite del único diagrama 0→ C.

2. Un objeto inicial en C es el coĺımite del único diagrama 0→ C.

3. En ciertas áreas de la matemática hay algunos tipos de ĺımites y coĺımites

que se estudian especialmente. En particular, un ĺımite (resp. coĺımite) sobre

una categoŕıa de ı́ndices que es un orden parcial se llama ĺımite proyectivo o

ĺımite inverso (resp. ĺımite inductivo o ĺımite directo).
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4. PRODUCTOS.

Todo el mundo sabe como se construye el producto cartesiano de dos conjuntos

A y B; esto es sólo A×B = {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}, este producto está provisto

de dos proyecciones canónicas

πA : A×B → A, πA(a, b) = a

πB : A×B → B, πB(a, b) = b.

Por otra parte, si C es un conjunto y f : C → A , g : C → B son funciones

arbitrarias, existe una única función h : C → A × B tal que el siguiente

diagrama:

C
f

{{
h
��

g

##
A A×BπAoo πB // B

conmuta, i.e., πA ◦ h = f y πB ◦ h = g.

En efecto, basta definir h(c) = (f(c), g(c)) para cada c ∈ C.

Generalmente a la función h se le denota por < f, g >. Este hecho, que ana-

lizamos en la categoŕıa Set, es mucho más general y tiene sentido en todas

las categoŕıas y es uno de los principales ejemplos de ĺımites, a continuación

enunciamos la definición de producto: Sea C una categoŕıa y A,B ∈ C dos

objetos de C. Un producto (cartesiano) de A y B es, por definición un triplo

(P, πA, πB) donde

(1) P ∈ C es un objeto,

(2) πA : P → A y πB : P → B son morfismos,

de tal manera que para todo triplo (Q, qA, qB) donde

(1) Q ∈ C es un objeto,

(2) qA : Q→ A y qB : Q→ B son morfismos,

existe una única flecha r : Q→ P tal que

qA = πA ◦ r y qB = πB ◦ r.

En realidad la definición anterior se restringe al producto de dos objetos, pero
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se puede definir de manera formal el producto de una familia de objetos de

una cierta categoŕıa.

5. COPRODUCTOS.

Ahora mostramos un ejemplo de ĺımite que no es más que la noción dual del

producto definido en el ejemplo anterior, aśı tenemos la siguiente definición:

Sea C una categoŕıa y A,B ∈ C dos objetos de C. Un coproducto de A y B es,

por definición un triplo (P, iA, iB) donde

(1) P ∈ C es un objeto,

(2) iA : A→ P y iB : B → P son morfismos,

de tal manera que para todo triplo (Q, qA, qB) donde

(1) Q ∈ C es un objeto,

(2) qA : A→ Q y qB : B → Q son morfismos,

existe una única flecha r : P → Q tal que

qA = r ◦ iA y qB = r ◦ iB.

6. ECUALIZADORES

La noción de producto define un “objeto ĺımite” (el producto) a partir de una

determinada familia de objetos. Queremos ahora definir “ĺımite” a partir de

objetos y morfismos, de esta manera obtenemos el siguiente ejemplo impor-

tante de ĺımite:

Consideremos dos morfismos f, g : A⇒ B en una categoŕıa C. Un ecualizador

de f, g es un par (K, k) donde

(1) K es un objeto de C

(2) k : K → A es un morfismo de C tal que f ◦ k = g ◦ k,

y es tal que para todo par (M,m) donde

(1) M es un objeto de C

(2) m : M → A es un morfismo de C tal que f ◦m = g ◦m,

existe un único morfismo n : M → K tal que m = k ◦ n.
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M

n
��

m

  
K

k // A
f //

g
// B

Podemos deducir algunos resultados importantes acerca de este ĺımi-

te, por ejemplo:

I Cuando existe el ecualizador de dos morfismos, es único salvo isomorfismo.

I En una categoŕıa C, cuando dos morfismos f, g : A⇒ B tienen un ecualiza-

dor (K, k), el morfismo k : K → A es un monomorfismo.

Para ganar intuición, nótese que en la categoŕıa Set, el ecualizador

del par de funciones f, g : A ⇒ B es el par (E, i) donde E ⊆ A, es dado por

E = {a ∈ A : f(a) = g(a)} e i : E → A es la función inclusión, i.e., i(a) = a

para todo a ∈ E.

7. COECUALIZADORES

Ahora mostramos un ejemplo de ĺımite que no es más que la noción dual del

ecualizador definido en el ejemplo anterior, aśı tenemos la siguiente definición:

Consideremos dos morfismos f, g : A⇒ B en una categoŕıa C.

Un coecualizador de f, g es un par (K, k) donde

(1) K es un objeto de C,

(2) k : B → K es un morfismo de C tal que k ◦ f = k ◦ g, y es tal que para

todo par (M,m) donde

(1) M es un objeto de C,

(2) m : B → M es un morfismo de C tal que m ◦ f = m ◦ g, existe un único

morfismo n : K →M tal que n ◦ k = m.

8. PULLBACKS

Este es otro ejemplo de un “objeto ĺımite” construido a partir de objetos y

morfismos.
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Consideremos dos morfismos f : A→ C y g : B → C en una categoŕıa C. Un

pullback de (f, g) es un triplo (P, p2, p1) donde

(1) P es un objeto de C

(2) p2 : P → B, p1 : P → A son morfismos de C tal que f ◦ p1 = g ◦ p2 y es tal

que para todo triplo (Z, z2, z1) donde

(1) Z es un objeto de C

(2) z2 : Z → B, z1 : Z → A son morfismos de C tal que f ◦ z1 = g ◦ z2, existe

un único morfismo r : Z → P tal que z2 = p2 ◦ r y z1 = p1 ◦ r.

Z

z1

��

r

��

z2

##
P

p1
��

p2 // B

g
��

A
f // C

Podemos deducir algunos resultados importantes acerca de los pullbacks, por

ejemplo:

I Con las condiciones de la definición anterior, si el triplo (P, p2, p1) es el pull-

back de los morfismos (f, g), entonces:

(1) Si g es un monomorfismo, p1 también es un monomorfismo.

(2) Si g es un isomorfismo, p1 también es un isomorfismo.

I Supongamos que el siguiente diagrama conmuta y que el cuadrado de la

derecha es un pullback (para g y j). Entonces el cuadrado de la izquierda es

un pullback (para f e i) si y sólo si el rectángulo exterior es un pullback (para

g ◦ f y j):

D k //

h
��

E m //

i
��

F

j
��

A
f // B

g // C

9. PUSHOUTS

Ahora mostramos un ejemplo de ĺımite que no es más que la noción dual del
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pullback definido en el ejemplo anterior, aśı tenemos la siguiente definición:

Consideremos dos morfismos g : C → B, f : C → A en una categoŕıa C. Un

pushouts de (g, f) es un triplo (P, g′, f ′) donde

(1) P es un objeto de C

(2) g′ : A→ P , f ′ : B → P son morfismos de C tal que f ′ ◦ g = g′ ◦ f , y es tal

que para cualquier otro triplo (Q, g′′, f ′′) donde

(1) Q es un objeto de C

(2) g′′ : A → Q, f ′′ : B → Q son morfismos de C tal que f ′′ ◦ g = g′′ ◦ f ,

entonces existe un único morfismo q : P → Q tal que q ◦ f ′ = f ′′ y q ◦ g′ = g′′.

• TEORÍA DE MULTICATEGORIAS

Las multicategoŕıas no son nada misterioso; de la misma manera co-

mo se nos ha enseñado acerca de los mapas de una o mas variables, es natural

pensar en “categoŕıas” donde los morfismos tienen más de una entrada. La

idea es redefinir una categoŕıa para obtener mapas de una cadena (finita) de

objetos (X1, . . . , Xn) a un objeto de salida X; por supuesto que se necesita un

poco más de axiomas que sólo la n-aridad de los morfismos.

El concepto de árbol

A continuación, guiándonos de [Diestel, 2017], haremos un breve

esbozo de teoŕıa de grafos con el fin de llegar al concepto de árbol que nos

brinda un modelo gráfico para visualizar las multicategorias.

Definición 2.2.33. Un grafo G es un par (E, V ) que consta de un conjunto

E de aristas y un conjunto V ⊆ P (E) de vértices de tal manera que una arista

e ∈ E pertenece a lo más a dos vértices.

Las aristas que pertenecen a dos vértices se denominan interiores,

mientras que las que pertenecen a uno de los vértices se llaman exteriores.
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Dos aristas e1, e2 pertenecientes a un mismo vértice v se dicen unidos por v.

Ejemplo 2.2.6. Sea E = {1, 2, 3, 4, 5} y V = {v1, v2, v3, v4} donde v1 = {1},

v2 = {1, 2, 3}, v3 = {3, 4}, v4 = {2, 4, 5}. El grafo correspondiente es

5 •v4
2 4

•v1 1 •v2 3 •v3

la arista 1 es interior, mientras que 5 es una arista exterior.

Definición 2.2.34. Dadas aristas e1 y en en un grafo G, un camino de e1 a

en es una secuencia (e1, v1, e2, . . . , vn−1, en) de aristas ei y vértices vj, tal que

ei, ei+1 ∈ vi y vi 6= vj para i 6= j.

Un camino con al menos tres aristas tal que e1 = en se denomina

ciclo. Un grafo G en el que para cualquier par de aristas e, e′ existe un camino

de e a e′ se llama conexo.

Ejemplo 2.2.7. En el grafo del ejemplo 2.2.6 tenemos un ciclo

(2, v2, 3, v3, 4, v4, 2)

Definición 2.2.35. Un árbol es un grafo conexo sin ciclos y una arista exterior

elegida llamado ráız, tal que cada vértice v es un conjunto finito no vaćıo. Las

aristas exteriores distintas de la ráız se denominan hojas.

La elección de una ráız define una dirección en el árbol y, por tanto,

para cada vértice v un conjunto in(v) de aristas entrantes (entradas) y una

arista saliente out(v), la salida. Los árboles serán dibujados con la ráız en la
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parte inferior, dirigida hacia la ráız. Por ejemplo en el árbol

d e

•v
b

•w
c

•u
a

El vértice v tiene como entradas las aristas d, e y de salida la arista b, mientras

que w tiene salida c pero no tiene entrada, y a es la ráız del árbol.

Un árbol T es entonces determinado por el triplo (E(T ), V (T ), out(T )), donde

out(T ) denota la ráız de T , mientras que las hojas se denotan por in(T ).

Una operación importante en árboles es la inserción.

Definición 2.2.36. Sean T y S árboles tal que E(S) ∩ E(T ) = {r}, donde r

es la ráız de S y una hoja de T . La inserción T ◦ S de S en T a través de r es

el árbol

(E(S) ∪ E(T ), V (S) ∪ V (T ), out(T ))

En particular, supongamos que el vértice v que contiene la raiz r de un árbol

T tiene entradas e1, . . . , en; denotando por Tei el subárbol de T que tiene ei

como ráız y por Tr el árbol que consiste solamente en el vértice v uno puede

descomponer T como la inserción

T = Tr ◦ (Te1 , . . . , Ten)

que es la inserción iterativa de Tei a lo largo de la hoja ei del árbol

Tr ◦ (Te1 ◦ . . . ◦ Tei−1
). Esto se conoce como la descomposición fundamental de

árboles y se sigue por la definición de inserción y de que E(Tei) ∩ E(Tej) = ∅

si i 6= j, mientras E(Tei) ∩ E(Tr) = ei.

Un tipo de árbol que ocurrirá muy a menudo es el siguiente

Definición 2.2.37. Un árbol plano T , es un árbol T junto con una ordenación

lineal de in(v) para cada vértice v.
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Ahora que ya sabemos el concepto de arbol, pasamos a definir lo que

viene a ser una multicategoria plana como en [Leinster, 2004a] o en [Leinster,

2004b] , que va a generalizar en si la definicion de categoria dada en 2.2.1.

Definición 2.2.38. Una multicategoŕıa plana P consta de los siguientes datos

(i) una clase de objetos P0

(ii) para cada n ∈ N, n ≥ 0 y objetos p1, . . . , pn, p un conjunto P(p1, . . . , pn;p),

de operaciones (o flechas). Se supone que si

P(p1, . . . , pn;p0) ∩ P(q1, . . . , qm;q0) 6= ∅

entonces n = m y pi = qi para todo i = 0, . . . , n. Tenga en cuenta que también

se describen las operaciones de aridad 0, cuyo conjunto es denotado por P(;p)

(iii) para cada objeto p una operación 1p ∈ P(p;p), la identidad en p

(iv) dados p1, . . . , pn, p y para cada 1 ≤ i ≤ n una secuencia pi1, . . . , p
i
mi

,

tenemos un mapa composición

µ : P(p1, . . . , pn;p)× P(p11, . . . , p
1
m1

;p1)× . . .× P(pn1 , . . . , p
n
mn

;pn)

↓

P(p11, . . . , p
1
m1
, . . . , pn1 , . . . , p

n
mn

;p)

dado por (ψ, ψ1, . . . , ψn) 7→ µ(ψ, ψ1, . . . , ψn) = ψ ◦ (ψ1, . . . , ψn)

estos datos están sujetos a los siguientes axiomas

1. Identidad: cada vez que la composición tiene sentido, uno tiene que

ψ ◦ (1p1 , . . . , 1pn) = ψ

1p ◦ (ψ) = ψ

2. Asociatividad: dado ψ ∈ P(p1, . . . , pn;p), flechas ψi ∈ P(pi1, . . . , p
i
mi

;pi) para

1 ≤ i ≤ n y flechas ψiji para 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ ji ≤ mi con la salida piji , la

siguiente igualdad se cumple ψ ◦ (ψ1 ◦ (ψ1
1, . . . , ψ

1
m1

), . . . , ψn ◦ (ψn1 , . . . , ψ
n
mn

)) =

(ψ ◦ (ψ1, . . . , ψn)) ◦ (ψ1
1, . . . ψ

1
m1
, . . . , ψn1 , . . . , ψ

n
mn

)
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Existe otra manera de definir la composición en multicategoŕıas, por

medio de la ◦i-composición.

Sea φ ∈ P(p1, . . . , pi, . . . , pn;p) y ψ ∈ P(q1, . . . , qm;pi), definimos la ◦i-composición

de φ y ψ como

φ ◦i ψ = φ ◦ (1, . . . , 1, ψ, 1, . . . , 1) ∈ P(p1, . . . , pi−1, q1, . . . , qm, pi+1, . . . , pn;p)

Es claro que el uso iterativo de la ◦i-composición se recupera la noción anterior

de composición, y el orden en que las operaciones se componen no afecta el

resultado.

Las definiciones anteriores se entienden mejor si se utilizan árboles planos eti-

quetados. Dado una multicategoŕıa P uno puede construir un árbol plano eti-

quetado T mediante el etiquetado de las aristas con los objetos de P y sus vérti-

ces con las operaciones de P . Es decir, dado una operación ψ ∈ P(p1, . . . , pn;p)

de aridad n, uno construye un nodo con vértice ψ, aristas de entradas

in(ψ) = (p1, . . . , pn) y arista de salida out(ψ) = p.

Por ejemplo el mapa composición µ puede ser descrito como enviando el árbol

p11

. . .

p1m1
pn1

. . .

pnmn

•ψ1

p1

. . . •ψn

pn

•ψ
p

a la corolla

p11

. . .
p1m1

. . .
pn1

. . .
pnmn

•
p
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mientras que la flecha identidad en un objeto p tiene la forma

p

En particular una operación de aridad cero en P(;p) se representa como

•
p

Antes de mostrar algunos ejemplos de multicategorias es necesario

conocer en la teoŕıa ordinaria de categorias algunos conceptos sobre categorias

monoidales (ver [Joyal and Street, 1993] )

Definición 2.2.39. Una categoŕıa monoidal es una categoŕıaM = (M,⊗, I, α, λ, ρ)

equipado con

(i) un funtor ⊗ :M×M→M, (X, Y ) 7→ X ⊗ Y , el tensor,

(ii) un objeto distinguido I de M, la unidad del tensor

(iii) isomorfismos naturales

α = (αX,Y,Z : X ⊗ (Y ⊗ Z)→ (X ⊗ Y )⊗ Z)X,Y,Z∈M

λ = (λX : I ⊗X → X)X∈M

ρ = (ρX : X ⊗ I → X)X∈M

los isomorfismos anteriores son tales que los siguientes diagramas conmutan

W ⊗ (X ⊗ (Y ⊗ Z)) α //

1⊗α
��

(W ⊗X)⊗ (Y ⊗ Z) α // ((W ⊗X)⊗ Y )⊗ Z

W ⊗ ((X ⊗ Y )⊗ Z) α // (W ⊗ (X ⊗ Y ))⊗ Z

α⊗1

OO

X ⊗ (I ⊗ Y ) α //

1⊗λ ((

(X ⊗ I)⊗ Y
ρ⊗1
��

X ⊗ Y
para todo W,X, Y, Z en M. Además se requiere que

λI = ρI : I ⊗ I → I



66 CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO

Definición 2.2.40. Sean M = (M,⊗, I, α, λ, ρ) y M′ = (M′,⊗, I, α, λ, ρ)

categoŕıas monoidales. Un funtor monoidal lax F = (F, φ) :M→M′ consta

de un funtor F :M→M′ y flechas φX,Y : FX⊗FY → F (X⊗Y ), φ : I → FI,

la primera de las cuales es natural en X, Y , y tal que para todo X, Y, Z ∈M,

los siguientes diagramas conmutan

FX ⊗ (FY ⊗ FZ)
1⊗φ //

α

��

FX ⊗ F (Y ⊗ Z)
φ // F (X ⊗ (Y ⊗ Z))

Fα
��

(FX ⊗ FY )⊗ FZ φ⊗1 // F (X ⊗ Y )⊗ FZ φ // F ((X ⊗ Y )⊗ Z)

FX ⊗ I 1⊗φ //

ρ

&&

FX ⊗ FI φ // F (X ⊗ I)

Fρww
FX

I ⊗ FX φ⊗1 //

λ

&&

FI ⊗ FX φ // F (I ⊗X)

Fλww
FX

Definición 2.2.41. Sean (F, φ), (G,ψ) : M → M′ funtores monoidales lax.

Una transformación monoidal (F, φ) =⇒ (G,ψ) es una transformación natural

θ : F =⇒ G tal que los siguientes diagramas conmutan para todo X, Y ∈M

FX ⊗ FY θ⊗θ //

φ
��

GX ⊗GY
ψ
��

F (X ⊗ Y ) θ // G(X ⊗ Y )

I
φ

~~

ψ

  
FI

θ // GI

Ejemplo 2.2.8. 1. Una multicategoŕıa en el que cada operación es unaria (es

decir de aridad 1) es lo mismo que una categoŕıa.

2. Cualquier categoŕıa monoidal (M,⊗) tiene una multicategoŕıa subyacente
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P . Esta multicategoŕıa tiene los mismos objetos que M, y una operación

p1

. . .

pn

•
p

en P es un morfismo

p1 ⊗ . . .⊗ pn −→ p

en M. Donde la composición en P se deriva de la composición y el tensor ⊗

enM. SiM es una categoŕıa monoidal débil, entonces hay cierta ambigüedad

en el significado de p1 ⊗ . . . ⊗ pn, aqúı nos limitaremos a elegir, por ejemplo,

((p1 ⊗ p2)⊗ p3)⊗ p4 para n = 4.

De manera similar, dado una categoŕıa M con productos finitos, existe una

multicategoŕıa subyacente P con los mismos objetos que M y con

P(p1, . . . , pn;p) =M(p1 × . . .× pn, p)

Más adelante, vamos hacer un uso particular de la multicategoŕıa P que viene

de la categoŕıa M = Set, escribiremos P = Set también.

3. SiM es una categoŕıa con coproductos finitos, entonces el ejemplo anterior

revela que hay una multicategoŕıa P con los mismos objetos que M y con

P(p1, . . . , pn;p) =M(p1, p)× . . .×M(pn, p)

y el mapa composición dado por

ψ ◦ (ψ1, . . . , ψn) = (f1 ◦ f 1
1 , . . . , f1 ◦ f 1

m1
, . . . , fn ◦ fn1 , . . . , fn ◦ fnmn

)

donde fi ∈M(pi, p) y f iji ∈M(piji , pi) con 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ ji ≤ mi

4. Una categoŕıa en la que cada conjunto-Hom tiene a lo sumo un elemento es

lo mismo que un conjunto preordenado. Del mismo modo, una multicategoŕıa

P en que P(p1, . . . , pn;p) tiene a lo sumo un elemento para cada n, p1, . . . , pn, p

es una especie de conjunto parcialmente ordenado generalizado. Equivale a una
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clase P0 = X de elementos junto con una (n + 1)-aria relación �n en X para

cada n ∈ N, satisfaciendo reflexividad generalizada y axiomas de transitividad.

Por ejemplo, sean d ∈ N, X = Rd, y defina �n por (p1, . . . , pn) �n p si y sólo

si p se encuentra en la envolvente convexa de {p1, . . . , pn}. Esto proporciona

un conjunto parcialmente ordenado generalizado; los axiomas expresan hechos

básicos acerca de envolventess convexas.

Es deseable que las multicategoŕıas formen una categoŕıa. Para ello

primero vamos a definir la noción obvia de multifuntor entre multicategoŕıas.

Definición 2.2.42. Sean P y Q multicategoŕıas. Un multifuntor F : P → Q

entre ellos consta de

(i) una función F : P0 → Q0, p 7→ Fp

(ii) una función F : P(p1, . . . , pn;p)→ Q(Fp1, . . . , Fpn;Fp) para cada

p1, . . . , pn, p ∈ P0, de tal manera que se satisfaga lo siguiente

1.

F (ψ ◦ (ψ1, . . . , ψn)) = Fψ ◦ (Fψ1, . . . , Fψn)

2. para cada objeto p de P , se tiene F (1p) = 1Fp

La categoŕıa Multicatπ consta de multicategoŕıas pequeñas y mul-

tifuntores entre ellos.

Ejemplo 2.2.9. Sean M y M′ categoŕıas monoidales, con respectivas multi-

categoŕıas subyacentes P y P ′. Entonces un multifuntor P → P ′ de multica-

tegoŕıas es precisamente un funtor monoidal lax M→M′.

En la teoŕıa de categoŕıas ordinarias, funtores del tipo C → Set

juegan un papel importante. Lo mismo ocurre con las multicategoŕıas.

Definición 2.2.43. Sea P una multicatrgoŕıa. Un álgebra para P , o P-álgebra

es un multifuntor de P en la multicategoŕıa Set del ejemplo 2.2.8 (2).
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Expĺıcitamente, una P-álgebra X consta de

• para cada objeto p de P , un conjunto X(p),

• para cada operación

p1

. . .

pn

•ψ
p

en P , una función

ψ = X(ψ) : X(p1)× . . .×X(pn)→ X(p)

Esta forma expĺıcita, deja claro que un mapa de P-álgebras, α : X =⇒ Y ,

debe ser definida como una familia de funciones

(X(p)→ Y (p))p∈P0

que satisface la condición de compatibilidad evidente; aśı que tenemos una

nueva categoŕıa Alg(P) de P-álgebras. Una alternativa definición usa la noción

de multitransformación entre multifuntores, que describiremos más adelante.

Ejemplo 2.2.10. 1. Si M es una categoŕıa monoidal estricta, entonces un

álgebra para su multicategoŕıa subyacente es, por el ejemplo 2.2.9, justamente

un funtor monoidal lax de M a (Set,×, 1).

2. Si P es una multicategoŕıa en el que toda operación es unaria, y aśı esen-

cialmente sólo una categoŕıa, entonces Alg(P) es la categoŕıa funtor ordinaria

SetP .

Existe una variedad de multicategoŕıas muy importantes que tienen

la propiedad de tener un sólo objeto, a tales multicategoŕıas le llamaremos

operadores. Aśı un operador es una multicategoŕıa con un sólo objeto. En cierto

sentido no hay nada más que decir: las definiciones de multifuntores entre ellos,
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álgebras para un operador, etc son sólo casos especiales de las definiciones para

multicategoŕıas. Aqúı solo mostramos la definición de operador.

Definición 2.2.44. Un operador plano es una multicategoŕıa P con exacta-

mente un objeto.

Por supuesto, un operador puede ser descrito equivalentemente como

sigue :

Un operador plano P es una colección de conjuntos P(n), n ≥ 0 junto con un

elemento distinguido id ∈ P(1) y mapas

µ : P(n)× P(k1)× . . .× P(kn) −→ P(k1 + . . .+ kn)

tal que para mapas ψ ∈ P(n), ψi ∈ P(ki), 1 ≤ i ≤ n, ψiji ∈ P(kji), 1 ≤ ji ≤ ki

µ(ψ, µ(ψ1, ψ
1
1, . . . , ψ

1
k1

), . . . , µ(ψn, ψ
n
1 , . . . , ψ

n
kn))

‖

µ(µ(ψ1, ψ1, . . . , ψn), ψ1
1, . . . , ψ

1
k1
, . . . , ψn1 , . . . , ψ

n
kn)

y

µ(ψ, id, . . . , id) = ψ = µ(id, ψ)

Como hab́ıamos dicho anteriormente, es posible definir mapas entre

multifuntores, como indica la siguiente

Definición 2.2.45. Sean F,G : P → Q multifuntores entre multicategoŕıas

planas. Una multitransformación natural α : F =⇒ G es una colección (αp)p∈P

de operaciones unarias αp ∈ Q(Fp;Gp) tal que para cualquier operación

ψ ∈ P(p1, . . . , pn;p) en P , la siguiente igualdad se cumple

Gψ ◦ (αp1 , . . . , αpn) = αp ◦ Fψ
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Cuando las multicategoŕıas planas son sustituidos por multicate-

goŕıas simétricas, veremos que es posible definir multitransformaciones natu-

rales con más entradas, por lo que los multifuntores de P a Q forman en

realidad una multicategoŕıa simétrica y no sólo una categoŕıa.

Ahora haremos un breve esbozo sobre el concepto de multicategoria

simétrica, tal definicion la podemos encontrar en [Cheng, 2002].

Definición 2.2.46. Una multicategoŕıa (simétrica) P es una multicategoŕıa

plana junto con una acción derecha de los grupos simétricos
∑

n en cada con-

junto P(p1, . . . , pn;p), esto significa que para una permutación σ ∈
∑

n y una

operación ψ ∈ P(p1, . . . , pn;p) existe una función

σ∗ : P(p1, . . . , pn;p) −→ P(pσ(1), . . . , pσ(n);p)

satisfaciendo (στ)∗ = τ ∗σ∗ (σ, τ ∈
∑

n) e id∗ = id.

La acción de los grupos simétricos es compatible con la composición :

dadas las operaciones ψ0, ψ1, . . . , ψn (con ψ0 de aridad n, ψi de aridad ki) tal

que la composición ψ0 ◦ (ψ1, . . . , ψn) es definido y permutaciones σ0, . . . , σn

(σ0 ∈
∑

n, σi ∈
∑

ki
), entonces

σ∗0(ψ0)(σ
∗
1(ψ1), . . . , σ

∗
n(ψn)) = (σ0(σ1, . . . , σn))∗(ψ0 ◦ (ψ1, . . . , ψn))

donde σ0(σ1, . . . , σn) ∈
∑

k1+...+kn
es la permutación producto obtenido consi-

derando {1, . . . , k1 + . . . + kn} como dividido en n intervalos de longitud ki,

permutando los elementos del i-ésimo intervalo según σi y los intervalos según

σ0.

Para entender mejor la definición de multicategoŕıa simétrica, suge-

rimos al lector revisar el ejemplo gráfico que pone T. Leinster en [Leinster,

2004a] (página 53)

Como era de esperarse, las nociones de multifuntor y multitransformación na-

tural se extienden a multicategoŕıas simétricas.
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Definición 2.2.47. Sean P y Q multicategoŕıas simétricas. Un multifuntor

simétrico F : P → Q consta de

(i) una función

F : P0 −→ Q0

p 7→ Fp

(ii) una función

F : P(p1, . . . , pn;p) −→ Q(Fp1, . . . , Fpn, ;Fp)

para cada secuencia (p1, . . . , pn, p) de objetos de P tal que

F (ψ0 ◦ (ψ1, . . . , ψn)) = Fψ ◦ (Fψ1, . . . , Fψn)

cada vez que la composición ψ0 ◦ (ψ1, . . . , ψn) tiene sentido. Además para cada

objeto p de P , F (idp) = idFp y

F (σ∗(ψ)) = σ∗(F (ψ))

para cualquier operación ψ de aridad n y σ ∈
∑

n.

Definición 2.2.48. Sean Fi : P → Q, 1 ≤ i ≤ n y F : P → Q multifun-

tores simétricos. Una multitransformación simétrica α de (F1, . . . , Fn) a F es

una colección (αp)p∈P con αp ∈ Q(F1p, . . . , Fnp;Fp) tal que para cualquier

operación ψ ∈ P(p1, . . . , pm;p) tenemos que

σ∗m,nFψ ◦ (αp1 , . . . , αpm) = αp ◦ (F1ψ, . . . , Fnψ)

donde σ∗m,n es la permutación igualando las entradas de la operación composi-

ción Fψ ◦ (αp1 , . . . , αpm) a los de los αp ◦ (F1ψ, . . . , Fnψ).

Como se anticipaba en la sección anterior, el conjunto de multifun-

tores simétricos Func(P ,Q) deben formar una multicategoŕıa simétrica .
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Sea α : (F1, . . . , Fn) =⇒ F y βi : (F i
1, . . . , F

i
ki

) =⇒ Fi, 1 ≤ i ≤ n multitransfor-

maciones simétricas. Entonces definimos la composición α ◦ (β1, . . . , βn) como

la multitransformación simétrica cuyas componentes vienen dadas por :

(α ◦ (β1, . . . , βn))p = αp ◦ (β1
p , . . . , β

n
p )

Para ver la naturalidad de α ◦ (β1, . . . , βn), note que para una operación

ψ ∈ P(p1, . . . , pm;p) tenemos

(αp ◦ (β1
p , . . . , β

n
p )) ◦ (F 1

1ψ, . . . , F
1
k1
ψ, . . . , F n

1 ψ, . . . , F
n
knψ)

‖

αp ◦ (β1
p ◦ (F 1

1ψ, . . . , F
1
k1
ψ), . . . , βnp ◦ (F n

1 ψ, . . . , F
n
knψ))

‖

αp ◦ (σ∗1(F1ψ ◦ (β1
p1
, . . . , β1

pm)), . . . , σ∗n(Fnψ ◦ (βnp1 , . . . , β
n
pm)))

‖

σ∗(αp ◦ (F1ψ ◦ (β1
p1
, . . . , β1

pm), . . . , Fnψ ◦ (βnp1 , . . . , β
n
pm)))

‖

σ∗((αp ◦ (F1ψ, . . . , Fnψ)) ◦ (β1
p1
, . . . , β1

pm , . . . , β
n
p1
, . . . , βnpm))

‖

σ∗(τ ∗α(Fψ ◦ (αp1 , . . . , αpm)) ◦ (β1
p1
, . . . , β1

pm , . . . , β
n
p1
, . . . , βnpm))

‖

σ∗τ ∗α(Fψ ◦ (αp1 , . . . , αpm)(β1
p1
, . . . , β1

pm , . . . , β
n
p1
, . . . , βnpm))

Aqúı las permutaciones que intervienen en las ecuaciones son las que provienen

de las definiciones de las multritransformaciones simétricas y composición en

multicategoŕıas simétricas : σ y τ son las permutaciones producto id(σ1, . . . , σn)

y τα(id, . . . , id).

El hecho de que la composición de multitransformaciones simétricas es asocia-

tivo viene de la asociatividad en multicategoŕıas. Es evidente que la unidad está
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dado por la multitransformación simétrica que es la identidad en cada compo-

nente p. De ello se desprende, como se afirmaba, que el conjunto Func(P ,Q)

es una multicategoŕıa simétrica.

Uno denota por Multicat la categoŕıa cuyos objetos son las multicategoŕıas

simétricas y flechas son los multifuntores simétricos entre ellos. Gracias a los

últimos argumentos se puede extender la 1-categoŕıa Multicat a una

2-categoŕıa estricta con la particularidad que las 2-celdas formen una nueva

multicategoŕıa; en cierto sentido uno tiene una 2-multicategoŕıa. Para detalles

sobre 2-categoŕıas y bicategoŕıas el lector puede revisar el articulo [Leinster,

1998].
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2.3. Definiciones conceptuales

• Biyecciòn:Termino utilizado para las funciones entre dos conjuntos

que son inyectivas y sobreyectivas.

• Categoŕıa: Estructura algebraica que requiere datos mı́nimos como axiomas,

tales como la identidad y la asociatividad.

• Funtor : Función generalizada que preserva la estructura entre dos categoŕıas.

• Teorema: Es un enunciado que puede ser demostrado como verdadero me-

diante argumentos lógicos.

• Demostración o prueba: Es un argumento deductivo para asegurar la verdad

de una proposición matemática.

2.4. Formulación de la hipótesis

2.4.1. Hipótesis general

Construir un multifuntor representable que permite generalizar de

manera satisfactoria dicho teorema a dimensiones superiores. Más formalmen-

te, el siguiente multifuntor :

Proposición 2.4.1. Sea P una multicategoŕıa arbitraria y sea q ∈ P0 un

objeto de P . Entonces existe un multifuntor, llamado multifuntor representable

de q, entre multicategoŕıas planas

P(qn;·) : P → Set

dado por

p 7→
∝∐
n=0

P(qn;p) = P(;p)q P(q;p)q P(q, q;p)q P(q, q, q;p)q . . .

hace que el siguiente teorema:
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Teorema 2.4.2. (Teorema de Yoneda para multicategoŕıas planas) Considere

un multifuntor F : P → Set desde una multicategoŕıa arbitraria P a la multi-

categoŕıa Set, un objeto q de P y su correspondiente multifuntor representable

P(qn;·) : P → Set. Entonces existe una correspondencia biyectiva

θF,q : Nat(P(qn;·), F ) −→ Fq

entre las multitransformaciones naturales de P(qn;·) a F y los elementos del

conjunto Fq.

tenga una demostración.

2.4.2. Hipótesis espećıficas

• Gracias al lenguaje gráfico de la teoŕıa de grafos (especialmente

el concepto de árbol) podemos entender con mayor claridad los axiomas de la

definición de multicategoria.

• La principal forma de extender los conceptos de la teoŕıa de categoŕıas a

la teoŕıa de multicategorias es dándonos cuenta que la principal diferencia se

encuentra en el origen de los morfismos o flechas , para el primer caso solo

tenemos un objeto y para el segundo una cadena finita de objetos, entonces

basta con re-definir todos los conceptos bajo esta observación.

• Para construir un multifuntor basta con extender las propiedades del funtor

clásico para el caso de las multicategorias.



Caṕıtulo 3

Metodoloǵıa

3.1. Diseño metodológico

La principal herramienta para abordar el problema general de la

tesis es mediante el concepto de prueba o demostración matemática, que no

es mas que una secuencia finita de razonamientos que terminan en una verdad

absoluta conocida como teorema.

3.1.1. Tipo

La investigación de esta tesis es de tipo teórica-documental, aśı el

principal esquema metodológico que utilizamos en este proyecto de investiga-

ción es la recopilación de datos existentes en forma documental (libros, textos,

revistas, art́ıculos, etc) De esta manera obtenemos antecedentes para profundi-

zar en las teoŕıas y aportaciones ya existentes sobre el tema, para poder derivar

en conocimientos nuevos.

77
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3.1.2. Enfoque

El enfoque de esta tesis es de tipo cualitativo, es decir, se basa en el

análisis no estad́ıstico de datos para luego formular propuestas de interpreta-

ción.

3.2. Población y muestra

Debido al tipo de tesis , éste carece de población y por lo tanto de

muestra.

3.3. Operacionalización de variables e indica-

dores

En el siguiente cuadro presentamos las variables y sus indicadores:
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Variables Indicadores

Variable independiente:

Una generalización del teo-

rema de Yoneda.

Extensión de los conceptos

de la teoŕıa de categoŕıas a

dimensiones superiores.

Generalización de todos los

términos y conceptos involu-

crados en el lema de Yoneda

a dimensiones superiores.

Variable dependiente:

Dimensiones superiores

(teoŕıa de multicategorias)

Aplicación de los conceptos

de la teoŕıa de categoŕıas a

dimensiones superiores.

Formulación de todos los

términos y conceptos involu-

crados en el lema de Yoneda

a dimensiones superiores.

3.4. Técnicas e instrumentos de recolección de

datos

3.4.1. Técnicas a emplear

Debido al tipo de tesis, la principal técnica para la recolección de

datos, en este caso información teórica, es la v́ıa documental mediante libros,

art́ıculos y publicaciones.
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3.4.2. Descripción de los instrumentos

El principal instrumento utilizado en esta tesis es el procesamiento y

entendimiento de la información. Si lo vemos en sentido funcional , estaŕıamos

hablando del grado de capacidad cerebral para entender las teoŕıas involucra-

das en la tesis.

3.5. Técnicas para el procesamiento de la in-

formación

La principal técnica para el procesamiento de la información es la

anaĺıtica e inductiva, en la que se estudian teoremas , conceptos y definiciones

previas para poder generalizarlos.



Caṕıtulo 4

Resultados

En este caṕıtulo probamos el resultado principal de la tesis, que es el

teorema de Yoneda generalizado para el caso de las multicategorias planas. La

idea principal de la demostración radica en construir un multifuntor represen-

table con las propiedades requeridas. Después, la prueba se sigue de las ideas

de la demostración de Nobuo.

4.1. El multifuntor representable P(qn; ·)

La siguiente proposición nos provee de un funtor representable pa-

ra las multicategorias planas. Observe que aqùı Set es la multicategoria del

ejemplo 2.2.8.2.

Proposición 4.1.1. Sea P una multicategoŕıa arbitraria y sea q ∈ P0 un

objeto de P . Entonces existe un multifuntor, llamado multifuntor representable

de q, entre multicategoŕıas planas

P(qn;·) : P → Set
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dado por

p 7→
∝∐
n=0

P(qn;p) = P(;p)q P(q;p)q P(q, q;p)q P(q, q, q;p)q . . .

Demostración. Completamos la definición de P(qn;·), para ello dada una ope-

ración

p1

. . .

pn

•ψ
p

en P , le asociamos

∐∝
n=0 P(qn;p1)

. . .

∐∝
n=0 P(qn;pn)•∐∝

n=0 P(qn;p)

es decir una función:

P(qn;·)(ψ) :
∐∝

n=0P(qn;p1)× · · ·×
∐∝

n=0P(qn;pn) −→
∐∝

n=0P(qn;p)

definido por

(ψ1, · · · , ψn) 7→ ψ ◦ (ψ1, · · · , ψn)

Ahora observe que tenemos una función:

P(qn;·)(ψ ◦ (ψ1, · · · , ψn))
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dado por

(ψ1
1, · · · , ψ1

m1
, · · · , ψn1 , · · · , ψnmn

) 7→

(ψ ◦ (ψ1, · · · , ψn)) ◦ (ψ1
1, · · · , ψ1

m1
, · · · , ψn1 , · · · , ψnmn

)

Por otro lado tenemos otra función dado por

P(qn;·)(ψ)◦(P(qn;·)(ψ1)×· · ·×P(qn;·)(ψn))(ψ1
1, · · · , ψ1

m1
, · · · , ψn1 , · · · , ψnmn

) =

P(qn;·)(ψ)(P(qn;·)(ψ1)(ψ
1
1, · · · , ψ1

m1
), · · · ,P(qn;·)(ψn)(ψn1 , · · · , ψnmn

)) =

P(qn;·)(ψ)(ψ1 ◦ (ψ1
1, · · · , ψ1

m1
), · · · , ψn ◦ (ψn1 , · · · , ψnmn

)) =

ψ ◦ (ψ1 ◦ (ψ1
1, · · · , ψ1

m1
), · · · , ψn ◦ (ψn1 , · · · , ψnmn

)) =

(ψ ◦ (ψ1, · · · , ψn)) ◦ (ψ1
1, · · · , ψ1

m1
, · · · , ψn1 , · · · , ψnmn

))

De esta manera las dos funciones P(qn;·)(ψ ◦ (ψ1, · · · , ψn)) y

P(qn;·)(ψ) ◦ (P(qn;·)(ψ1), · · · ,P(qn;·)(ψn)) son iguales, luego se satisface el

primer axioma de la definición 2.2.44. El otro axioma se satisface trivialmente,

por lo tanto P(qn;·) es un multifuntor.

�

4.2. Resultado principal de la tesis

Ahora si estamos en condiciones de probar el resultado principal de

la tesis:

Teorema 4.2.1 (Teorema de Yoneda para multicategorias planas). Considere

un multifuntor F : P −→ Set desde una multicategoria arbitraria P a la multi-

categoria Set, un objeto q de P y su correspondiente multifuntor representable

P(qn;·) : P −→ Set. Entonces existe una correspondencia biyectiva
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θF,q : Nat(P(qn;·), F ) −→ Fq

entres las multitransformaciones naturales de P(qn;·) a F y los ele-

mentos del conjunto Fq.

Demostración. Para una determinada multitransformacion natural

α : P(qn;·) =⇒ F

podemos definir θF,q(α) = αq(1q).

Por otro lado, para todo a ∈ Fq y todo objeto p en P , le asociamos

la función:

β(a)p :
∐∝

n=0P(qn;p) −→ Fp

dado por:

ψ ∈ P(q, q, . . . , q;p) 7→ Fψ(a, a, . . . , a)

Afirmamos que la colección de funciones:

{β(a)p : P(qn;·)p −→ Fp}p∈P

forman una multitransformacion natural β(a) : P(qn;·) =⇒ F . En

efecto, tenemos la colección (β(a)p)p∈P de funciones, ahora dada una operación

ψ ∈ P(p1, . . . , pn;p) arbitraria, tenemos que demostrar que
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Fψ ◦ (β(a)p1 , . . . , β(a)pn) = β(a)p ◦ P(qn;·)ψ.

Para ello observe que :

β(a)p1× . . .×β(a)pn :
∐∝

n=0P(qn;p1)× . . .×
∐∝

n=0P(qn;pn) −→ Fp1× . . .×Fpn

entonces al evaluar la siguiente función:

Fψ ◦ (β(a)p1 , . . . , β(a)pn) = Fψ ◦ (β(a)p1 × . . .× β(a)pn)

en

(ψ1, . . . , ψn) ∈
∐∝

n=0P(qn;p1)× . . .×
∐∝

n=0P(qn;pn)

obtenemos

Fψ ◦ (β(a)p1× . . .×β(a)pn)(ψ1, . . . , ψn) = Fψ ◦ (β(a)p1(ψ1), . . . , β(a)pn(ψn)) =

Fψ ◦ (Fψ1(a, . . . (k1) . . . , a), . . . , Fψn(a, . . . (kn) . . . , a)) =

F (ψ ◦ (ψ1, . . . , ψn))(a, . . . (k1 + . . .+ kn) . . . , a) = β(a)p(ψ ◦ (ψ1, . . . , ψn)) =

(β(a)p ◦ P(qn;·)(ψ))(ψ1, . . . , ψn)

Observe que (a, . . . (ki) . . . , a) significa que a se repite ki veces , donde

ki ∈ N.

Finalmente mostremos que tanto θF,q como β son inversas el uno al otro. En

efecto, dado a ∈ Fq, tenemos:

θF,q(β(a)) = β(a)q(1q) = F1q(a) = 1Fq(a) = a
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Por otro lado, a partir de α : P(qn;·) =⇒ F y dado ψ ∈
∐∝

n=0P(qn;p),

tenemos:

β(θF,q(α))p(ψ) = β(αq(1q))p(ψ) = Fψ(αq(1q), . . . , αq(1q)) =

αp ◦ (ψ ◦ (1q, . . . , 1q)) = αp(ψ)

De esta manera β(θF,q(α)) = α

�



Caṕıtulo 5

Discusión, conclusiones y

recomendaciones

5.1. Discusión

La principal discusión en esta tesis es el tema de generalización en

teoŕıa de categoŕıas, es decir, siempre que se inventa un concepto en teoŕıa

de categoŕıas se le puede elevar de dimensión hacia otro concepto en el que

se puede elaborar una teoŕıa de tal manera que el concepto inventado resulte

un caso particular de este último. Aśı, una pregunta que surge de la discusión

previa es pues si esto siempre ocurre en teoŕıa de categoŕıas. Esta discusión está

más ligado a la filosof́ıa de la matemática que a la propia teoŕıa de categoŕıa

misma, pero dado que cualquier teoŕıa propuesta en matemáticas tiene su

trasfondo filosófico, es necesario hacer hincapié en este tipo de cuestiones para

tener bien claro de qué manera se pueden introducir conceptos nuevos en teoŕıa

de categoŕıas y en general en cualquier parcela del conocimiento matemático.

87
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5.2. Conclusiones

Las principales conclusiones a las que he llegado al realizar esta

investigación son las siguientes:

• Fue necesario reformular la definición de multicategoria en el lenguaje gráfico

dado por el concepto de árbol.

• La forma en que construimos el multifuntor P(qn;·) fue dado, de tal manera

que tenga propiedades similares al funtor representable clásico.

• Finalmente la conclusión mas importante en esta tesis es pues que el teorema

de Yoneda se sigue cumpliendo en el contexto de las multicategorias planas con

sus respectivas variantes naturales.

5.3. Recomendaciones

Existen muchas interrogantes que se desprenden de esta tesis y pue-

den ir como recomendaciones a futuras investigaciones que se pueda realizar

con respecto al teorema de Yoneda en teoŕıa de categoŕıas de dimensiones su-

periores, por ejemplo es bien sabido que el teorema de Yoneda (aqúı usamos

la palabra teorema o lema indistintamente para referirnos a dicho resultado),

desde su aparición en teoŕıa de categoŕıas clásicas, estuvo inmerso en dife-

rentes discusiones en teoŕıa de categoŕıas superiores como en multicategorias,

bicategorias, tricategorias, etc. Aśı que en una futura investigación se puede

conjeturar que el teorema de Yoneda se esconde dentro de la teoŕıa de cate-

goŕıas superiores y en realidad se puede elaborar una teoŕıa general, algo aśı

como teoŕıa de Yoneda, que permita tener , de alguna manera, a los casos

anteriores como casos particulares. De esta manera la principal recomenda-

ción es investigar si el teorema de Yoneda se cumple también en los diferentes

conceptos que abarca el mundo de las categoŕıas superiores.
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Caṕıtulo 7

Anexos

7.1. Matriz de consistencia

En los siguientes cuadros mostramos los elementos de la matriz de

consistencia:
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Una generalización del teorema de Yoneda a dimensiones superiores

Problemas Objetivos

1. Problema general: Probar

que el teorema de Yoneda se cum-

ple también para dimensiones su-

periores.

2. Problemas espećıficos:

a) Encontrar un lenguaje grafico

que me permita dilucidar los con-

ceptos de la teoŕıa de multicate-

gorias.

b) Extender los conceptos de la

teoŕıa de categoŕıas a la teoŕıa de

multicategorias.

c) Construir un multifuntor re-

presentable para las multicatego-

rias planas.

1. Objetivo general: Demostrar que el teorema

de Yoneda se sigue cumpliendo en las multicate-

gorias planas y ver cómo la expresión del lenguaje

se hace cada vez más complejo a medida que se va

generalizando el teorema.

2. Objetivos espećıficos

a) Entender el concepto de árbol, que está dentro

de la teoŕıa de grafos, pues gracias a este concep-

to podremos construir esquemas gráficos que nos

permitan entender con mayor claridad las multica-

tegorias y sus axiomas.

b) Extender los conceptos de la teoŕıa de cate-

goŕıas, tales como funtor, transformación natural,

etc. a la teoŕıa de multicategorias de tal manera

que podamos formular con precisión el teorema de

Yoneda para multicategorias planas.

c) Construir un multifuntor representable para las

multicategorias planas.
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Una generalización del teorema de Yoneda a dimensiones superiores

Hipótesis Metodoloǵıa

1. Hipótesis general: Construir un multi-

funtor que haga el papel del funtor clásico

en la prueba de Yoneda, que permite gene-

ralizar de manera satisfactoria dicho teore-

ma a dimensiones superiores.

2. Hipótesis espećıficas:

a) El lenguaje gráfico de la teoŕıa de grafos

nos permite entender con mayor claridad

los axiomas de la definición de multicate-

goria.

b) La principal forma de extender los con-

ceptos de la teoŕıa de categoŕıas a la teoŕıa

de multicategorias es dándonos cuenta que

la principal diferencia se encuentra en el

origen de los morfismos o flechas, para el

primer caso solo tenemos un objeto y pa-

ra el segundo una cadena finita de objetos,

entonces basta con re-definir todos los con-

ceptos bajo esta observación.

c) Para construir un multifuntor, basta con

extender las propiedades del funtor clasico

para el caso de las multicategorias.

1. Tipo de investigación: Es de tipo

teórico-documental, aśı el principal esquema

metodológico que utilizamos es la recopila-

ción de datos existentes en forma documental

(libros, textos, revistas, art́ıculos, etc.)

2. Variables e indicadores:

a) Variable dependiente: Dimensiones su-

periores (Teoŕıa de multicategorias)

Indicadores:

• Aplicación de los conceptos de la teoŕıa de

categoŕıas a dimensiones superiores.

• Formulación de todos los términos y con-

ceptos involucrados en el lema de Yoneda a

dimensiones superiores.

b) Variable independiente: Una generali-

zación del teorema de Yoneda.

Indicadores:

• Extensión de los conceptos de la teoŕıa de

categoŕıas a dimensiones superiores.

• Generalización de todos los términos y con-

ceptos involucrados en el lema de Yoneda a

dimensiones superiores.


