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RESUMEN

El presente estudio tuvo como finalidad analizar la estabilidad del modelo SIR con'y
sin dindmica vital en sus distintas formulaciones, la primera incorpora nacimientos y muertes
en cambio sin dinamica vital no incorpora, ambas expresadas mediante un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias.Se desarroll6 un analisis cualitativo del modelo SIR sin
y con dinadmica vital, primeramente, considerando una poblacion cerrada y constante, donde
se determinaron los puntos de equilibrio su estabilidad que se realiz6 mediante la
linealizacion y la matriz jacobiana, y se interpretd el nimero reproductivo basico como
parametro umbral para la propagacion de la enfermedad. Los resultados muestran desde el
punto de vista epidemiologico la epidemia tiene un caracter transitorio, ya que la poblacion
infectada tiende a desaparecer con el trascurso del tiempo. De igual forma se realizo el
analisis cualitativo para el sistema SIR con dindmica vital, si no que la diferencia aqui radica
que se encontraron dos puntos de equilibrio, uno libre de enfermedad y el otro punto presenta
un equilibrio endémico que puede ser estable cuando el numero reproductivo basico supera
a la unidad. En esta situacion la enfermedad puede persistir de manera sostenida dentro de
la poblacion. En cuanto a la simulacion numérica realizadas con datos hipotéticos
confirmaron visualmente estas diferencias cualitativas. En el modelo sin dinamica vital, la
infeccion alcanza un pico y luego se extingue; en cambio, en el modelo con dindmica vital,
la enfermedad puede estabilizarse en un nivel positivo cuando se cumplen determinadas
condiciones paramétricas.Por lo tanto, el estudio demuestra que la incorporacion de
dindmica vital no representa tinicamente un cambio algebraico en el sistema, sino un cambio
estructural que transforma la naturaleza del fendmeno epidemiologico modelado, pasando
de una epidemia transitoria a la posibilidad de un estado endémico.

Palabras claves: Modelo SIR, Comparacion del modelo SIR, Modelo SIR sin

dindmica y con dindmica vital.
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ABSTRACT

The purpose of this study was to analyze the stability of the SIR model with and
without vital dynamics in its different formulations. The first incorporates births and deaths,
while the second does not, both expressed through a system of ordinary differential
equations. A qualitative analysis of the SIR model with and without vital dynamics was
developed. First, considering a closed and constant population, equilibrium points were
determined, along with its stability, using linearization and the Jacobian matrix. The basic
reproduction number was interpreted as a threshold parameter for disease propagation. The
results show, from an epidemiological point of view, that the epidemic has a transient
character, since the infected population tends to disappear over time. A similar qualitative
analysis was performed for the SIR system with vital dynamics; however, the difference here
lies in the fact that two equilibrium points were found: one free of disease and the other
exhibiting an endemic equilibrium that can be stable when the basic reproduction number
exceeds one. In this situation, the disease can persist sustainably within the population.
Numerical simulations using hypothetical data visually confirmed these qualitative
differences. In the model without vital dynamics, the infection reaches a peak and then dies
out; in contrast, in the model with vital dynamics, the disease can stabilize at a positive level
when certain parametric conditions are met. Therefore, the study demonstrates that
incorporating vital dynamics does not merely represent an algebraic change in the system,
but a structural change that transforms the nature of the modeled epidemiological
phenomenon, shifting from a transient epidemic to the possibility of an endemic state.

Keywords: SIR model, Comparison of the SIR model, SIR model without and with

vital dynamics.
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INTRODUCCION

Durante mucho tiempo, uno de los problemas mdas preocupantes para la poblacion
general ha sido la propagacion de enfermedades infecciosas, causante de un gran numero de
muertes. Debido a la existencia de estas enfermedades, se comenzaron a realizar estudios
con el objetivo de caracterizar cada tipo de epidemia, determinar los factores causales y
buscar formas de controlarlos. Una herramienta que facilita este estudio es la modelizacion
matematica. La modelacion matematica es un 4rea de conocimiento que permite describir
matematicamente diferentes situaciones del mundo real.

Es asi que estos tipos de modelos son una herramienta importante para estimar y
predecir la escala y la evolucion temporal de las epidemias, evaluar la eficacia de las
intervenciones de salud publica e informar sobre las politicas de salud publica (Roda,
Varughese, Han, y Li, 2020).

En este contexto, se han desarrollado diversos modelos epidemioldgicos, importantes
porque permiten comprender como se propagan estas enfermedades entre la poblacion, asi
como predecir ciertos fendémenos y, por lo tanto, generar acciones que eviten su transmision
o protejan a la poblacion.

Por consiguiente, el objetivo fundamental de nuestro estudio es describir y analizar

el modelo SIR con y sin dindmica formulado mediante ecuaciones diferenciales ordinarias.



CAPITULO I

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripcion de la realidad problematica

Durante mucho tiempo, uno de los problemas mas preocupantes para la poblacion
general ha sido la propagacion de enfermedades infecciosas, causante de un gran nimero de
muertes.

Debido a la existencia de estas enfermedades, se comenzaron a realizar estudios con el
objetivo de caracterizar cada tipo de epidemia, determinar los factores causales y buscar
formas de controlarlos. Una herramienta que facilita este estudio es la modelizacion
matematica. Esta consiste en transformar situaciones reales en modelos matematicos que,
tras su analisis, proporcionan resultados que pueden interpretarse y aplicarse en la realidad.
La modelizacion matematica es una herramienta importante para estimar y predecir
la escala y la evolucion temporal de las epidemias, evaluar la eficacia de las intervenciones
de salud publica e informar sobre las politicas de salud publica (Roda et al., 2020).
En este contexto, los modelos matematicos surgen como una herramienta muy importante
para comprender, describir y predecir el comportamiento de las epidemias y asi apoyar con
la epidemiologia. Entre uno de los modelos mas destacados es el modelo SIR (Susceptible—
Infectado—Recuperado) se ha convertido una herramienta mas utilizada por su simplicidad y
capacidad para capturar los elementos esenciales de la transmision de enfermedades
infecciosas (Kermack & McKendrick, 1927).
Debido a la complejidad del del comportamiento epidemiolédgico real, el modelo clasico SIR
ha desarrollado diversas versiones incorporando dindmica en sus parametros, permitiendo

una representacion mas flexible y cercana a la realidad (Hethcote, 2000).



A pesar de los diferentes estudios realizados del modelo SIR, nuestro propdsito es
describir, analizar y comparar de manera clara y sistematica el comportamiento de ambos
modelos, con y sin dindmica vital incorporando el rigor matematico su analisis de

estabilidad.

1.2. Formulacion del problema
1.2.1.Problema general
(Qué diferencia existe en aplicar el modelo SIR con y sin dindmica formulado

mediante ecuaciones diferenciales ordinarias?

1.2.2.Problemas especificos
1. (Cual es la formulacion y el analisis del modelo SIR sin dindmica vital

mediante sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias?

2. (Cuadl es la formulacion y el analisis del modelo SIR con dindmica vital mediante

sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias?

3. (Qué diferencias existen entre modelo SIR con y sin dindmica vital formulado
mediante ecuaciones diferenciales ordinarias?

1.3. Objetivos de la investigacion

1.3.1.Objetivo general

Describir y analizar el modelo SIR con y sin dindmica formulado mediante ecuaciones

diferenciales ordinarias.

1.3.2.Objetivos especificos

1. Describir la formulacion y analizar el modelo SIR sin dindmica vital formulado

mediante sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.



1.4.

. Describir y analizar el modelo SIR con dindmica vital formulado mediante sistemas

de ecuaciones diferenciales ordinarias.

. Determinar las diferencias que existen entre modelo SIR con y sin dindmica vital

formulado mediante sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Justificacion de la investigacion
Justificacion tedrica
Nuestra investigacion se justifica porque contribuird en el fortalecimiento del
conocimiento en epidemiologia sobre la modelacion matemadtica del modelo SIR con
dindmica y sin dinamica mediante el analisis comparativo. Al realizar el analisis de
ambas formulaciones permite comprender con mayor profundidad el
comportamiento del sistema, asi como identificar las diferencias y alcances de cada
enfoque desde una perspectiva matematica y epidemiologica (Kermack &
McKendrick, 1927; Hethcote, 2000).
Por otro lado, la investigacion también servird como base fundamental en la
formacion académica al consolidar conceptos fundamentales de ecuaciones
diferenciales, estabilidad y analisis cualitativo de sistemas dindmicos, integrandolos
al contexto epidemioldgico. Por consiguiente, el estudio de esta investigacion se
integra la parte del analisis matematico y sus aplicaciones en la epidemiologia, el
cual servird como literatura cientifica (Brauer et al., 2019).
Justificacion practica
Esta investigacion se justifica de manera practica por su relevancia en el andlisis
comparativo del modelo SIR con y sin dindmica permite evaluar el impacto que tiene
la variacién temporal de los parametros en la evolucion de una enfermedad

infecciosa. Aunque nuestro estudio no se cuenta con datos reales para la comparacion



de ambos modelos mediante la simulacion, facilitara la interpretacion de escenarios
epidemioldgicos y mejora la capacidad de analisis de futuros estudios aplicados.
Por otro lado, la comprension de las diferencias entre modelos con pardmetros
constantes y dinamicos constituye una base importante para investigaciones
posteriores que incluyan datos reales. Nuestra investigacion proporciona una
herramienta conceptual importante y 1til para estudiantes de pregrado e
investigadores que deseen ampliar en el uso de modelos matematicos en
epidemiologia, contribuyendo en la parte del andlisis y la modelacion (Hethcote,
2000).

Justificacion social

Desde el contexto social, nuestra investigacion sera de gran importancia al tratar,
desde un enfoque académico, la comprension de la propagacion de enfermedades
infecciosas, un fendmeno que afecta directamente a la poblacion y a los sistemas de
salud. Si bien el estudio es de caracter tedrico, el conocimiento generado contribuye
a una mejor interpretacion de los modelos epidemioldgicos utilizados en la toma de
decisiones sanitarias, especialmente en contextos de brotes o epidemias.

Por consiguiente, nuestro estudio servird como un aporte al fortalecimiento de la
cultura cientifica y a la formacion de profesionales capaces de analizar y comunicar
de forma responsable los fenomenos epidemioldgicos, lo cual resulta relevante para

la sociedad en su conjunto.



1.5. Delimitacion del estudio
Delimitacion espacial
El presente estudio tiene un contexto abstracto y no geografico, el estudio se desarrolla
mediante un analisis profundo sobre su estabilidad del modelo SIR con y sin dindmica
vital mediante las ecuaciones diferenciales ordinarias.
Delimitacion temporal
La presente investigacion se desarrollard desde enero hasta abril del 2026.
Delimitacion metodoldégica
La investigacion es de caricter analitico y comparativo sobre un modelo SIR con y sin
dinamica vital, mediante ecuaciones diferenciales ordinarias y simulaciones
numéricas, utilizando datos no reales. Por lo tanto, los resultados obtenidos se
interpretan desde un punto de vista académico y conceptual, que serviran de apoyo

para otras investigaciones.



CAPITULO 11

MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes de la investigacion
2.1.1 Antecedentes internacionales

Lin, Q., Zhao, S., Gao, D., et al (2020) en su investigacion “A conceptual model for
the coronavirus disease 2019 (COVID-19) outbreak in Wuhan, China with individual
reaction and governmental action” en China. El objetivo fue analizar la propagacion de una
enfermedad infecciosa aplicando un modelo SIR, considerando distintos pardmetros en el
tiempo. En la parte metodologia para el desarrollo del modelo, usaron ecuaciones
diferenciales ordinarias, incorporando variaciones temporales en la tasa de trasmision,
también se aplicaron simulaciones para observar el comportamiento del sistema para
distintos parametros. Los autores concluyen que evidenciaron diferencias significativas,
especialmente en la prediccion del pico epidémico al incluir la dindmica en los parametros
del modelo SIR permitiendo representar de manera mas realista la evolucion de una
epidemia, frente al modelo con parametros constantes.

He, S., Peng, Y., & Sun, K (2020) publicaron “SEIR modeling of the COVID-19 and
its dynamics” en China. La finalidad fue analizar modelo epidémico SEIR para la COVID-
19 seglin algunas estrategias generales de control, como hospital, cuarentena e insumos
externos. En la parte metodoldgica se aplica el algoritmo de optimizacion de enjambre de
particulas (PSO) para estimar los pardmetros del sistema. Asimismo, hicieron un andlisis
exhaustivo del modelo, como encontrar la existencia de los equilibrios, estabilidad y numero
reproductivo R,. Se encontrd que los parametros del modelo SEIR propuesto son diferentes
para diferentes escenarios. Luego, el modelo se emplea para mostrar la evolucion de la

epidemia en la provincia de Hubei, lo que demuestra que puede usarse para pronosticar la



situacion epidémica de la COVID-19. Ademds, al introducir la estacionalidad y los
parametros de infeccion estocdstica, se encuentran dindmicas no lineales que incluyen caos
en el sistema. Finalmente, se discuten las estrategias de control de la COVID-19 basadas en
la estructura y los parametros del modelo propuesto

Roda et al. (2020) publicaron “Why is it difficult to accurately predict the COVID-
19 epidemic?”. El objetivo del estudio fue demostrar los desafios que enfrentan los
modeladores para predecir brotes de esta naturaleza y proporcionar una explicacion parcial
de la amplia variabilidad en las predicciones de modelos anteriores sobre la epidemia de
COVID-19. Compararon dos modelos SIR y SEIR estandar para predecir la epidemia
utilizando el Criterio de Informacion de Akaike, demostramos que, dado el mismo conjunto
de datos de casos confirmados, los modelos mas complejos pueden no ser necesariamente
mas fiables para realizar predicciones debido al mayor nimero de pardmetros del modelo
que deben estimarse. Concluyeron que utilizando un modelo SIR simple y el conjunto de
datos de casos recién diagnosticados en Wuhan para la calibracion del modelo, demostramos
que existe una relacion entre la tasa de transmision B y la razén de casos-infeccion p, lo que
resulta en un continuo de valores de pardmetros de mejor ajuste, lo que puede producir
predicciones del modelo significativamente diferentes de la epidemia.
2.1.2 Antecedentes nacionales

Huarachi-Olivera, y Lazarte (2021) en su investigacion tuvieron como fin
“Analizar la evolucion de la pandemia de COVID-19 en el Perti mediante la aplicacion del
modelo SIR clasico, con el fin de estimar el comportamiento temporal de los casos
infectados y el pico epidémico”. Utilizaron un modelo clasico SIR sin dindmica vital,
aplicando las ecuaciones diferenciales ordinarias. Utilizaron datos reales reportados por el

Ministerio de Salud del Pert durante la fase inicial de la pandemia.



Las conclusiones finales de los autores fue que el modelo SIR sin dinamica vital es
util para describir la propagacion inicial de la enfermedad y estimar el pico de contagios. No
obstante, estos modelos no se ajustan para un andlisis de largo plazo al no considerar
nacimientos ni muertes naturales, lo cual justifica la necesidad de modelos mas completos.

Vergara, Ledn y More (2020) en su investigacion tuvieron como finalidad “Aplicar
el modelo SIR basico para analizar la evolucion del COVID-19 en diferentes regiones del
Pert, evaluando el comportamiento regional de la epidemia. Los autores emplearon el
modelo clasico SIR sin dinamica vital. Lo datos obtenidos fueron reales de las diferentes
regiones de infectados y recuperados. Ademas, realizaron simulaciones para cada region
analizada. Concluyendo que el modelo SIR bdasico permite describir adecuadamente la
dinamica epidémica regional en el corto plazo. Sin embargo, afirman que el modelo no
captura efectos demograficos, lo que limita su aplicacion para escenarios a largo plazo.

Rubio, Quispe , y Vergara (2023) en su investigacion “Simulation of the behaviour
of COVID-19 with the stochastic SIRD model: case of Peru”. Tuvieron como objetivo
“Simular la evolucion del COVID-19 en el Pert mediante un modelo SIRD, comparando el
comportamiento determinista y estocastico del sistema epidemioldgico”. Se utilizaron datos
nacionales para realizar las simulaciones en distintos escenarios epidemiologicos.

Los autores concluyen que la incorporaciéon de variables adicionales mejora la
representacion de la dindmica real de la pandemia. Ademas, mencionan que los modelos
clasicos sin dindmica vital presentan limitaciones, lo que respalda la inclusion de

componentes demograficos en estudios comparativos.



2.2 Bases teoricas

2.2.1 Conceptos introductorios

Definicion 1. Sea V € R3 abiertoy H = (Hy, H,, H;) donde H:V — R3 una funcién.

Se dice que H es de clase C! en Vsi y so6lo si, cumplen las siguientes condiciones

. . . OH; ..
a) Vz € V,y existen las derivadas parciales %@,Vl <ij<3

b) V1 < i, j < 3 las funciones az;;z(jz): V' = R son continuas V y se denota como:
[0H,(z) 0H,(z) 0H,(2)]
0z, 0z, 0z
J(z) = d(H,, Hy, H3) _ 0Hy(z) 0Hy(z) 0H,(2)
0(24,2,,23) 0z, 0z, 075
0H3(z) O0Hs(z) O0H;(2)
0z, 0z, 075

A esta expresion se le llama Matriz Jacobiana.
Definicion 2. Sistemas de Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales y no lineales
Dado el siguiente sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias autdbnomas

21 = Hy(21,23,23)

zy = Hy(24,2;,23) (D
z3 = H3(24,2;,23)

Donde H;:V € R3 parai=1,2,3

Si cada una de las componentes H; para i = 1,2,3 son lineales en consecuencia ( 1)
es llamado sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, caso contrario se
denominan no lineales.

Los sistemas de n ecuaciones diferenciales ordinarias en nuestro caso particular para

tres ecuaciones también se pueden representar en forma matricial, es decir
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z1(t) z1(t)
z(t) = z:(D)| y H(z) = |z(t)
z3(t) z3(t)

Por consiguiente, el sistema (1) tendria la forma siguiente
z' = H(2)
Es decir, su representacion del sistema de tres EDOs autonomas lineales es la siguiente

Z{ = bl'lzl + b1,222 + b1'3Z3 + Cl
Zé = bZ,lzl + bZ,ZZZ + b2,323 + Cy
Zé = b3,121 + b3,2Z2 + b3,323 + C3

Donde
b1 b1y by €1
B(t) = |bz1 bz2 bas| y c= [02]
bs1 b3z b33 €3
Sic; = 0parai = 1,2,3 entonces el sistema es llamado homogéneo, caso contario no
homogéneo.
Definicion 3. Sea V € R3 abierto y H:V — R3 una funcion, para las cuales se tiene
la ecuacion diferencial ordinaria
z' = H(2)
Entonces z* € R? es llamado punto critico siy solo si H(z*) = 0.
Ahora veremos la linealizacion de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales. Sin pérdida de generalidad consideramos un sistema auténomo de tres
ecuaciones
2y = Hy(21,22,23)
7y = Hy (24,75, 73) (2)
23 = H3(24,2,, 23)
Con un punto critico (21, z3, z3), es decir
Hy(z1,2;3,23) = 0

Hy(21,23,23) = 0
H3(21,25,23) = 0
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Si Hi(24, 23, 23), Hy(24, 25, 23) y H3(24, Z3, Z3) admiten solucion mediante la serie de

Taylor de orden uno alrededor de U* = (z;%, z,%, z3*), tenemos

o, OH1 o, OH1 o, OH .
Hi(21,23,23) = Hi(0") + =—(0") (21 — z1) + 7— (U") (22 — z3) + 7— (U") (23 — z3)
dz, 0z, 024

+ Ry
o, OH2 w OH2 w  OHy .
Hy(z4,23,23) = Hy(U") + 6_21(0 )(z1 — z7) +6—Z2(U )z —2z3) + a(u )(z5 — z3)
+ R,
o, OH3 w, OHs w , OHs .
H3(zq,25,23) = H3(U") + — (U") (21 — 2z1) + =— (U") (22 — z3) + —— (U") (23 — 23)
dz, dz, 075

+ R;3

Luego,

oH oH oH

Hy(zy,23,23) = a_le(U*)(Zl —zi) + 6_221 (U )(zz —2z3) + 67;(0*)(23 —2z3) + Ry
oH 0H. oH

Hy(21,22,23) = 5= (0 (= 2D) + 5~ (002 = 23) + 5= () (25 = Z5) + Ry

0H; _ . . 0H; . . oH; . .
H3(zy,2y,23) = a—zl(U )(z1 — z1) +6—ZZ(U )z, — z3) + 6_23(0 )(z3 — z3) + R3

realizando un cambio de variable a = z; — z{,b = z, — z;, y ¢ = z3 — 73, se tiene
a' = z; = Hy(2y,2;,23)
b' = z; = Hy(24, 73, 23)

¢’ = z3 = H3(21, 25, 23)

Entonces,

( , 0H1 " 0H1 " 6H1 "
@' = a2 (0") + b= (U") + c—2 (") + R,
aZl 522 623

b = g 22 (U") + b OH; (U + OH; (U") + R 3
{b'=a— —- i
a 621 622 ¢ 623 2 ( )

0H 0H oH
¢ =a—(U") + b—(U") + c—(U") + Ry
\ 621 622 023



De 3) se puede observar

que

t

anto el
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resto R;,i=

1,2,3 y sus derivadas parciales son nimeros, por consiguiente, podemos denotar de la siguiente

manera

_aHl . 6H1 N
—(©") —(©")

, 621 BZZ
a O0H; . OHy
b'|=|7—-(©) —— (@)

C, 621 aZZ
0H, @) J0H, )

_621 622

aHl . ]
a—(U)
Z3

oH, a
— O ||b| +
6Z3 c
dH, @)

6Z3 i

Ry
R,
Rs

(4)

Cuando |al, |b],|c| son suficientemente pequefios, entonces (a,b,c) — (0,0,0), podemos

despreciar los R; ,i = 1,2,3 del sistema (4) por consiguiente deduciremos el comportamiento

cualitativo del sistema (4) cercano del punto critico (271, Z3, z3) es idéntico al sistema lineal

asociado

_aHl aHl
— (U — (U
@) @)

a 0H oH
p'|=|—@®) — @)

C, 621 622
oH, . O0H{
— () —(©")

_621 aZZ

Donde

0Hy
O_(U)

Z1

0H,
det(J3+) = |— (U"
et(fy) =[5, (0)
oHy .
a—(U)

| Z1

oH,
6Z3

oH, .
a—(U)
Z3

")

OH,
a—(U )
Z3 i

oH, .
a—(U)
Zy

oH, .
a—(U)
Zy

oH, .
G_(U)
Zy

|

dH,

623

OHy |

a—(U )
Z3

OH,
£ (U7)
23 |

"))

(5)

=0

Se conoce como la matriz jacobiana, de la parte lineal del sistema (5) evaluada en el

punto critico U

Por consiguiente, el proceso que se ha realizado al sustituir el sistema no lineal (4) por el

sistema lineal (5) se denominan la linealizacion del sistema (2) en el punto critico U* =

(z1", 2z, Z3*)-
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Teorema 1. El punto critico z* del sistema autonomo z' = Bz sera.
a) Asintoticamente estable, si los valores propios n7; ¥ 17, son reales y negativos o
tienen una parte real negativa.
b) Estable, pero no asintdticamente estable, si 7, y 7, son puramente imaginarios.
¢) Inestable, si n; y n, son reales y uno de ellos es positivo, o si ambos tienen una
parte real positiva.
Prueba. Ver (Boyce, Diprima, p. 418).
Teorema 2. Sea z* = (0,0) un punto critico del sistema lineal
z1(8) = b1121 + by 2,

Zy(t) = b2,1Z1 + bz,zzz

Diremos que z*
a) Es asintoticamente estable si traz(B) < 0 y det(B) > 0.
b) Es estable si traz(B) = 0 ydet(B) > 0.

¢) Esinestable si traz(B) > 0 o det(B) < 0 donde B es una matriz de coeficientes.

Teorema 3. Sean 717, ¥ 7, los valores propios del sistema lineal x" = Bx, correspondientes al
sistema localmente lineal x" = Bx + h(x). Por lo tanto, el tipo y la estabilidad del punto critico
(0, 0) del sistema lineal x" = Bx y del sistema localmente lineal x' = Bx + h(x). se detallan

en la tabla siguiente,
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Tabla 1. Tabla comparativa de estabilidad entre sistemas lineales y sistemas localmente lineales

Sistema lineal

Sistema localmente lineal

Autovalores Tipo de punto Estabilidad Tipo de punto  Estabilidad
critico critico

n>n,>0 N inestable N inestable

n1<n,<0 N Asintoticamente N Asintoticamente
estable estable

n,<0<mn; PS inestable PS inestable

n=1n,>0 NPoNI inestable NoPE inestable

N1 =1, <0 NPoNI Asintoticamente N o PE Asintdticamente
estable estable

Nota: N=nodo, NI = Nodo impropio, NP = nodo propio, PS= punto silla, PE= punto espirar
Fuente: (Boyce y Biprima, 2010).

Prueba: Ver (Boyce y Biprima, 2010)

2.2.2 Modelo matematico SIR

El modelo SIR de Kermack-McKendrick describe enfermedades de tal manera que
los individuos susceptibles que las contraen se infectan a una tasa 7, y quienes se recuperan
adquieren inmunidad a una tasa §. No se consideran los periodos de latencia ni los
aislamientos. Las enfermedades que mejor se ajustan a este modelo son principalmente
enfermedades infantiles, como la varicela, la viruela, la rubéola y las paperas. A
continuacion, se muestran dos variantes de este modelo: el SIR sin dinamica vital y el SIR
con dindamica vital.
2.2.3 Modelo SIR sin dinamica vital

Este es el modelo SIR clasico. Mas precisamente, presenta las caracteristicas
mencionadas al principio de esta seccion, ademas del supuesto de que el tamafo total de la
poblacion N es constante, no hay nacimientos ni muertes, y la variacion en la poblacion
eliminada es proporcional a la poblacion infectada. Representamos este modelo con el

diagrama a continuacion.
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Figura 1. Modelo SIR sin dindmica vital y T constante

61

f Ay R J
J
Tabla 2. Interpretacion de los parametros del modelo SIR con dindmica
Parametros interpretacion
T Representa la tasa de contagio, es decir representa la velocidad de
trasmision de la enfermedad de una persona por unidad de tiempo.
1) Representa la tasa de las personas recuperadas, es decir representa la

velocidad con la que los infectados se recuperan.

Segun a la figura 1.

El modelo SIR sin dinamica vital con una poblacion total

constante, esta formulada mediante el sistema EDOs, que es el siguiente

A

rdS_ o

dat ¢

dl

— =181 — 61 2.1
prini (2.1)
dR—SI

\dt

Donde 7,6 >0y T =S + I + R. Ademas, con condiciones iniciales

S(0)=S,=T—1,

100) = I,
R(0) = 0

(2.2)

Tabla 3. Interpretacion de las ecuaciones del sistema del modelo SIR con

dindmica
Derivada Interpretaciéon
Representa el cabio promedio de la poblacion susceptible con
ds respecto al tiempo. Donde 751 representa la probabilidad de la
dt poblacion susceptible de infectarse al contactarse un susceptible

con infectado. El signo negativo significa la disminucion de
susceptible con el tiempo.
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dl
dt

dR
dt

Representa el cambio promedio de los infectados por unidad de
tiempo. Donde ST significa los susceptibles que pasaron a ser
infectados a la cual se le resta 61 que representan a los
infectados y que luego pasan ser removidos.

Representa el cambio promedio de los removidos con respecto
al tiempo. Donde &1 representa a la poblacion que paso de
infectado a recuperado.

2.2.4 Modelo SIR con dinamica Vital

En este modelo SIR, asumimos que el tamafo total de la poblacién, T, es variable y

que todos los individuos nacen susceptibles. Por lo tanto, T es la tasa de transmision, & la

tasa de recuperacion de la enfermedad y los individuos de cada clase nacen con una tasa de

natalidad V y mueren con una tasa de mortalidad per cépita y. A continuacion, se presenta

un diagrama de este modelo.

Figura 2. Modelo SIR con dindamica vital y T variable

o _’[ s 81 ol li J
}}s‘ vl YR

Tabla 4. Interpretacion de los parametros del modelo SIR con dinamica

Parametros interpretacion
W Tasa de nacimiento
v Representa el ingreso de nuevas personas a la poblacion susceptible
T Representa la tasa de transmision que tiene en cuenta la probabilidad
de ser contagiado por contacto entre un susceptible y un objeto
infeccioso.
6 Representa la tasa de las personas infectadas se recuperan

Representa tasa de muerte natural
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De acuerdo a la figura 2, el modelo SIR con dindmica vital esta representado por el

sistema

(B g asi—ys
dt E 14
I
{ —=1SI =61 —yI 2.3
primi Y (2.3)
dR—6I R
\dt 14

Donde 7,6,y,V= wT > 0 y lapoblacién totalesT =S + 1 + R

Tabla 5. Interpretacion de las ecuaciones del sistema del modelo SIR con

dindmica

Derivada Interpretacion
Razén de cabio promedio de la poblacion susceptible con

as respecto al tiempo. Donde V representa el reclutamiento de

dt personas susceptible que ingresan al modelo, la disminucion
debido a la infeccion por contacto con personas infectadas (zS1)
y seguido de una pérdida de susceptibles por mortalidad natural
¥S).

dl Razén de cambio promedio de los infectados por unidad de

dt tiempo. Donde 7SI significa los susceptibles que pasaron a ser
infectados a la cual se le resta 81 que representan a los infectados
y que luego pasan ser removidos y también se le resta la
expresion yI que significa la disminucion por muerte natural.
Esta ecuacion expresa el balance entre la transmision de la
enfermedad y los procesos de salida del estado infeccioso

dR Representa razon de cambio promedio de los removidos con

dt respecto al tiempo. Donde 81 representa a la poblacion que paso

de infectado a recuperado a la cual se le resta yR que significa
muertes naturales, describiendo asi la dinamica de individuos
inmunes en el sistema.

2.2.5 Analisis comparativo del modelo SIR con y sin dinamica vital

En nuestro estudio de investigacion trataremos de realizar un andlisis comparativo
del modelo SIR sin dindmica frente al modelo SIR con dinamica, para identificar las
diferencias en el comportamiento de cada uno de su sistema bajo distintas suposiciones con

respecto al tiempo. La comparacion de ambos modelos o enfoques nos permitird la
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comprension de como la variacion temporal de los parametros influye en la propagacion de
la enfermedad y en la interpretacion de los resultados obtenidos.

Para este estudio en el contexto de pregrado trataremos el analisis comparativo de
cada uno de su sistema aplicando las ecuaciones diferenciales ordinarias, sistemas dindmicos
y la modelacion matematica aplicada. Estd investigacion servird de base solida para futura
investigaciones que incorporen datos reales o aumentar algunos parametros a los modelos y

hacerlos mas complejos.

2.3 Bases filosoficas

Desde la antigliedad, la humanidad ha ideado métodos y técnicas para descubrir lo
oculto. En la ciencia moderna, los modelos y las teorias desempefian un papel indispensable
en este empefio. Muchas disciplinas cientificas desarrollan teorias que se utilizan tanto para
descubrir, explorar y controlar fendmenos como para sistematizar, organizar y resumir
nuestro conocimiento sobre ellos.

Los modelos y las teorias son fundamentales en la ciencia, y los cientificos dedican
una cantidad considerable de tiempo a desarrollarlos, probarlos, compararlos y revisarlos.
Por consiguiente, no sorprende que la naturaleza de los modelos y las teorias cientificas haya
sido un tema ampliamente debatido en la filosofia de la ciencia durante muchos afios.

(Qué son los modelos? ;Qué son los modelos SIR con y sin dindmica vital? ;Y como
se relacionan los modelos y las teorias entre si? Estas son las preguntas centrales que aborda
nuestra investigacion.

En este trabajo, presentaremos un estudio del modelo epidemioldgico SIR
(Susceptible-Infectado-Recuperado), desarrollado por McKendrick y Kermack en 1927, que
se refiere a enfermedades en las que el individuo adquiere inmunidad tras la curacién de la

infeccion. En este contexto, nuestra investigacion se centra filos6ficamente en el positivismo
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cientifico, quien nos manifiesta que dichos modelos son analizables y verificables y que
pueden explicar, describir y predecir el comportamiento de las enfermedades infecciosas a
través del tiempo (Bhaskar, 1975). Por otro lado, desde el punto de vista del realismo
cientifico, se considera que las variables del modelo SIR representan procesos
epidemiologicos reales (Bhaskar, 1975). Por ultimo, desde el enfoque sistémico, esta
filosofia admite comparar el comportamiento de los modelos SIR con y sin dinamica vital,
entendiendo la epidemia como un sistema dinamico cuya evolucion estd determinada por
ecuaciones diferenciales ordinarias (Hethcote, 2000).

2.4 Definicion de términos basicos.

e Susceptibles (S)
Conjunto de personas que no han adquirido la enfermedad, pero que estan dispuesto
a infectarse al entrar en contacto con individuos infectados. (Hethcote, 2000)

o Infectados (I)
Grupo de personas que han adquirido la enfermedad y estan dispuesto a transmitirla a
la poblacion susceptible. (Anderson & May, 1991)

e Recuperados (R)
Personas que han sido sanados de la enfermedad y han adquirido inmunidad
permanente, dejando de participar en la transmision del contagio. (Hethcote, 2000)

e Dinamica vital
Est4d compuesto de procesos demograficos que incluyen nacimientos y muertes
naturales, los cuales influyen en la estructura y evolucion de la poblacion a lo largo
del tiempo. (Murray, 2002)

e Numero basico de reproduccion (Ro)
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Es un indicador importante para determinar la propagacion o extincion de una
enfermedad. También nos indica nimero promedio de casos secundarios que genera
un individuo infectado en una poblacion completamente susceptible (Diekmann,
Heesterbeek & Roberts, 2010)

¢ Equilibrio endémico
Es la solucion de equilibrio de un sistema epidemiolégico donde la enfermedad
persiste en la poblacion y que la proporcion de personas infectada es positiva a través
del tiempo (Hethcote, 2000).

e Sistema dinamico

Es el analisis del comportamiento a corto y a largo plazo del modelo matematico que
describe la evolucion temporal a través del tiempo de un fendémeno mediante

ecuaciones diferenciales ordinarias (Strogatz, 2015).

2.5 Hipétesis de investigacion

2.5.1 Hipotesis general

Segtn Hernandez et al., (2014) afirman que en toda investigacion descriptivas no
es obligatorio formular hipdtesis, ya que el proposito de este estudio es ver la parte tedrica

y el analisis del modelo SIR, mas no comprobar relaciones causales.

2.5.2 Hipotesis especificas
Seglin Hernandez et al., (2014) afirman que en toda investigacion descriptivas no es
obligatorio formular hipotesis, ya que el propdsito de este estudio es ver la parte tedrica y

el andlisis del modelo SIR, mas no comprobar relaciones causales.
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CAPITULO III

METODOLOGIA

3.1 Diseiio metodolégico

e Tipo de investigacion
El tipo de investigacion es basica, porque esta orientada a realizar una comparacion y
analisis del modelo SIR con y sin dindmica vital, con la finalidad de observar sus
comportamientos dindmicos y sus propiedades matemadticas, es decir solo se va ampliar
conocimientos teoricos (Herndndez, Fernandez y Baptista, 2014)
e Nivel de investigacion
El estudio es de nivel descriptivo porque solo se pretende analizar y comparar el
modelo SIR con y sin dindmica vital mediante las ecuaciones diferenciales ordinarias y a su
vez observar sus comportamientos dinamicos sobre la extincion o desaparicion de una
enfermedad epidemioldgica (Herndndez, Ferndndez & Baptista, 2014).
e Enfoque de investigacion
El estudio tiene un enfoque cuantitativo, dado que solo se va analizar y comparar el
modelo SIR con y sin dindmica vital utilizando las ecuaciones diferenciales ordinarias, las
cuales nos permitiran tener datos numéricos para describir el comportamiento dinamico de

la enfermedad.

e Diseifio de investigacion
La investigacion es de diseflo no experimental ya que es tedrico — analitico y compara
formulaciones del modelo SIR sin y con dindmica vital sin manipular directamente las

variables y no tiene de intervenciones experimentales.
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3.2 Poblacion y muestra
3.2.1 Poblacion
Debido a que el estudio es de caracter teorico y analitico, es decir el objetivo de
este estudio es ver la comparacion y analisis del modelo SIR con y sin dinamica vital, por
consiguiente, no se considera una poblacion en el sentido estadistico.
3.2.2 Muestra
Segiin Tamayo y Tamayo (2003) mencionan cuando una investigacion es tedrica no

es necesario definir poblacion y muestra en términos estadisticos, ya que el analisis se centra
en modelos, teorias o constructos conceptuales. Por consiguiente, como es teodrico y
analitico, no se selecciond una muestra estadistica. El analisis se realizara sobre las
ecuaciones diferenciales ordinarias planteadas por los modelos SIR con y sin dindmica vital.
3.3 Técnica de recoleccion de datos

Segin Hernandez et al. (2014) mencionan que la técnica es analisis documental, ya
que se seleccionaran fuentes escritas con respecto a modelos epidemioldgicos y en particular
al modelo SIR sin y con dindmica vital. A través de las fuentes se identificaran dichas
ecuaciones del modelo mencionado anteriormente, con sus respectivos parametros para el
analisis comparativo.
3.4 Técnicas para el procesamiento de la informacion

El procesamiento de la informacion se llevaréd a cabo mediante un analisis riguroso del
modelo SIR sin y con dindmica vital, aplicando las ecuaciones diferenciales ordinarias para
observar su comportamiento dindmico. Por otro lado, se aplicara un analisis cualitativo de
su estabilidad de modelo SIR con y sin dindmica con la finalidad de interpretar la evolucion
a través del tiempo. Ademas, se usaran simulaciones de los modelos para ver las diferencias

entre ambos modelos planteados en diferentes escenarios.
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CAPITULO IV

RESULTADOS

4.1 Analisis Cualitativo del modelo SIR sin dinamica vital
Puntos Criticos
El modelo SIR sin dinamica vital con una poblacion total constante, esta dada por el

siguiente sistema, formada por tres ecuaciones diferenciales ordinarias.

(dS R
dt ¢
dl

{ —=1SI — 651 3.1
il 3.1)
dR Py

\dt

Dondet,6 >0y T =S+ I+ R. Ademas, con condiciones iniciales

S(0)=S,=T—1,
100) =1, (3.2)
R(0) =0

Del sistema podemos observar que las dos primeras ecuaciones dependen de S e I, por

consiguiente, podemos reducir (3.1) al sistema siguiente

as S
ac ¢
al = 1S — 61
dt ©

Donde 7,6 > 0eT = S + I. Ahora consideramos

{ P(S,1) = —1SI
Q(S, 1) = tSI — 681
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Para determinar los puntos de equilibrio de este modelo, hacer P(S,I) = Q(S,I) = 0, es

decir tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

{ —1SI =0
tSI—-61=0

con soluciones S = 0 0 S = T. En consecuencia, tenemos I = 0 para estos dos valores

de S.

Por lo tanto, los puntos de equilibrio del sistema quedan dado de la siguiente manera

P, =(T,0) y P, =(0,0).

No obstante, como T es constante para nuestro modelo, ignoraremos el punto P, =

(0,0).
Linealizacion del sistema SIR sin dinamica vital

Debido a que el sistema de ecuaciones es no lineal, por consiguiente, resulta conveniente
desarrollar un proceso de linealizacion con la finalidad de facilitar el anélisis cualitativo.

Por lo tanto, se procede a calcular la matriz jacobiana asociada al sistema

_(Ps P1)_ -1l —-15
]_(Qs Qr _(TI rs—a)
Ahora realizaremos el analisis cualitativo en el punto P; = (T, 0)
El sistema lineal que se aproxima al sistema (3.1) en la vecindad del punto (T, 0) es:
d vy 0 -5 U1
at(w) = (0 1526)(02)
Cuya matriz de coeficientes esta dada por:

¢= (8 T;T—S5)

Luego, la traza y la determinante de la matriz C son:
Traz(C)=1S—-6§ >0
det(C) =0
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Por lo tanto, por el teorema 2 y teorema 3, se tiene que el punto P; = (T, 0) es inestable.

4.2 Analisis Cualitativo desde un punto de vista epidemiolégico

. di ) .
Ahora analizaremos —p en el instante en que t = 0, se tiene

dl
P tSoly — 81y cuandot =0

, .- 1) , . )
Que sera positivo cuando Sy > — Y sera negativo cuando S, < -

, dS . 1) TS5 . )
Ademas, ™ <0yS <SS, entonces,si Sy < -0 7" < 1 entonces se tiene S< =Y

de eso se sigue que:

dI—I(S 6)<0,Vvi=0
dc " - =

En este caso, I(t) = 0 cuando t = oo, y no se produce una epidemia.

TSO

Por otro lado, si S, > g 0—> 1, I(t) aumenta y la enfermedad se propaga, por lo

que se produce una epidemia, es decir, I(t) > I, para algan t > 0.
Valor reproductivo Basico R

Del analisis anterior se define el nimero reproductivo basico como,

(AT
o=

Por lo tanto, en una poblacion total constante, Rjyindica si habréa propagacion de la

enfermedad. Teniendo en cuenta que:

e Ry < 1entonces la enfermedad o epidemia se extingue
e R, > 1entonces la enfermedad o epidemia se propaga
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4.3 Analisis de comparacion entre la poblacion susceptible con la poblacion recuperada.

Ahora presentamos un analisis del comportamiento de la poblacion susceptible frente a
la poblacion recuperada, donde se muestra que cuando t — o, obtenemos S(t) — 0y
R(t) — T. Esto es previsible porque, al disminuir el nimero de susceptibles, aumenta el
numero de individuos infectados, que luego son recuperados y la epidemia se extingue.
Considerando las funciones:

V(S,R) = —15I

W(S,R) = 61,
Y comol =T — S — R, se sigue que:

V(S,R) = —1S(T —S —R)
W(S,R) =6(T —S —R).
El punto de equilibrio obtenido es P; = (0, T).
En este punto se analizard mediante la traza de una matriz y el determinante de dicha

matriz de coeficiente del sistema linealizado. La matriz jacobiana esta dada por

]:<Vs VR):(—TT+2TS+TR TS)
Ws  Wg -6 =)

Un sistema lineal que se aproxima al sistema (3.1) en una vecindad del punto P; =
(0,T) es:

d v 0 0\ ("1

)= o))
Cuya matriz de coeficiente es la siguiente

_ (0 0
c= (S5 —s)
Luego, la traza y la determinante son:
Traz(C) =-6<0

det(C) =0



Por consiguiente, no se puede decir nada sobre la estabilidad.

) ds
Ahora analizaremos T tenemos:

Integrando se obtiene,
6
R = ;(—lnS +C) ..(3.3)

Donde C es una constante de integracion.

De las condiciones iniciales de (3.2) se obtiene
6 6

Reemplazando en (3.3) obtenemos

R—al (SO>
_Tn S

De (3.1), S es siempre decreciente, ya que % < 0. Por otro lado R es siempre

. dR
creciente, ya que —- > 0.
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Notese que se espera que, cuando t = 0, S5(t) = 0y R(t) = T, pues cuando el numero

de individuos susceptibles disminuye, consecuentemente el nimero de infectados

aumenta, los cuales, en seguida, pasan a ser removidos, y la epidemia se extingue.

4.4 Simulacion del modelo SIR sin dinamica Vital

Ahora presentamos La simulacion del modelo SIR sin dindmica vital con datos no reales

que nos permite visualizar con claridad la dindmica interna de la epidemia bajo los
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parametros T = 0.0031y § = 0.063, con condiciones iniciales S(0) = 120, I(0) = 10y
R(0) = 0.

Figura 3. Modelo SIR sin dinamica vital

120 -
104 ~
80 4
= Susceptibles
—— Infectados
50 — Recuperados
4,0 -4
201
04 —
I:III 2‘I{| 4:E| 60 11 100

Tiempao (dias)

Nota. Elaboracion propia con datos no reales mediante Python
De la grafica se puede observar, que al inicio la poblaciéon de susceptibles es
considerablemente mayor durante los siete primeros dias aproximadamente que la curva
de los infectados, lo que implica el aumento de nuevos contagios. Sin embargo, la
infeccidon alcanza un pico maximo aproximadamente a los 15 dias, reflejando el
momento en el que la propagacion es mas intensa. No obstante, a medida que pasa el
tiempo, la poblacion susceptible disminuye rapidamente, lo que provoca que la curva de
la poblacion de infectados también disminuya aproximadamente a cero. Por otro lado,
la curva de los recuperados presenta un crecimiento monotono creciente, estabilizandose

cuando practicamente cuando la curva de los infectados tiende a cero.

Epidemiologicamente el modelo SIR sin dindamica vital mediante la simulacion
numérica confirma que la epidemia es transitoria. Sin embargo, puede existir un brote

significativo si el nimero reproductivo basico (Ry) es mayor que 1.
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4.5 Modelo SIR con dinamica vital con una poblacion constante.

El modelo SIR con dindmica vital es aquel que considera nacimientos y muertes. En
este caso solo vamos a tratar de un modelo que posee una poblacion constante (T), dsea,
donde suponemos que el nimero de nacimientos es igual al nimero de muertes, dicho

modelo esta dado por el siguiente sistema de ecuaciones:

(dS—V SI S

dt t Y

dl

{ —=1SI1—61—vI 3.3
il 8-y (3.3)
dR—SI R

\ dt 14

Donde t,6,y,V=yT > 0 y la poblaciéon totales T =S +1 + R

Con condiciones iniciales: S(0) = Sy, [(0) =T — Sy, R(0) =0
Notese que, al igual que en el modelo SIR sin dindmica vital, cuando sumamos las tres

ecuaciones de (3.3), la variacion de la poblacion total (T) con respecto al tiempo es

= yT—yS—yI—yR=yT—y(S+1+R) =yT —yT =0.

Indicando que la poblacion es una constante.
Puntos criticos y estabilidad

Del sistema (3.3) igualando sus ecuaciones a cero.
. . . dl
Observe que las tres ecuaciones dependen de I, por consiguiente, de —; = 0, obtenemos

SI-61—yl=0->1(tS—6—y) =0.

De donde, I =0 05=ﬂ.

a) Paral = 0 tenemos

a5 T—yS S=T
- = — - S =
ac VY

dR R=0->R=0
_— = = e d =
a7

Por lo tanto, el primer punto critico es
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PC, = (T, 0,0)

8
b) Para§ = % tenemos

as T I(6+y) <6+y) 01 T <6+y) ( 1 )
—_= —_ —_—] - = - = — R
dt 14 ' T Y T veey T §+vy

Osea que,
Iy
J=———-=<
y+46 T
dR yT vy 6T 6
sl L) —yr = R=———
dt 6<y+6 T> YR=0- y+é 1

Por consiguiente, el segundo punto criticos es

§+y yT y 6T 6)
'vy+68 t'y+6 1

PCZ=<

El cual es llamado el punto de equilibrio endémico, esto se da cuando la enfermedad
existe, pero la poblacion infectada se encuentra en equilibrio. Estas coordenas de los
puntos criticos nos indicaran la convergencia de estos puntos en el sistema, de acuerdo a
las condiciones iniciales y los parametros (Marquesone, 2020, p.6).

Intuitivamente, podemos interpretar que, si la variacion en el nimero de individuos
infectados con respecto al tiempo es positiva, el nimero de individuos infectados esta

aumentando, lo que significa que la enfermedad se esta propagando. Por lo tanto,

U o eI >051T> (¢ +68) = ——>1
—_ - — = — -
dt T 4 o Sty

Osea que,

» Si % < 1, entonces PC; es estable y PC, es inestable;

> Si % > 1, entonces PC; es inestable y PC, es estable.

Numero reproductivo Basico R

Se define el nimero basico reproductivo como:
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T
§+vy

R0=

Por lo tanto, en una poblacion total constante, Ryindica si habra propagacion de la

enfermedad. Teniendo en cuenta que:

e R, < 1entonces la enfermedad o epidemia no progresa se extingue

e R, > 1 entonces cada individio infectado trasmite la enfermedad a mas de una
persona, lo que provoca su propagacion y avance de la enfermedad.
Por consiguiente, se puede decir que R es un factor decisivo para clasificar los puntos
de equilibrio como estables o inestables. En resumen, se puede representar de la

siguiente manera

Tabla 6. Sintesis de situaciones posibles, de acuerdo con valores de R

Valor reproductivo Matematicamente Biologicamente
Ry <1 PCj es estable y PC, es inestable  La enfermedad no avanza
Ry>1 PC, es inestable y PC, es estable La enfermedad avanza

Fuente: Adactado de marquesona (2020)

4.5 Simulacion del modelo SIR con dindamica vital

Ahora presentamos La simulaciéon del modelo SIR con dindmica vital para una poblacion
constante con datos no reales que nos permite visualizar con claridad la dindmica interna de la
epidemia bajo los parametros 7 = 0.0031y § = 0.063, y = 0,0079, con condiciones iniciales

S(0) = 120, I(0) = 10y R(0) = 0.
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Figura 4. Modelo SIR con dindmica vital con poblacion constante
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Nota. Elaboracion propia con datos no reales mediante Python
De la grafica se puede observar, que al inicio la poblacion de susceptibles es considerablemente
mayor durante los doce primeros dias aproximadamente que la curva de los infectados, lo que
implica el aumento de nuevos contagios. Sin embargo, la infeccidon alcanza un pico maximo
aproximadamente a los 16 dias, reflejando el momento en el que la propagacion es mas intensa.
No obstante, a diferencia del modelo sin dinamica vital, la infeccion no desaparece

completamente con el paso del tiempo.

De manera similar, la poblacion infectada, tras disminuir luego del pico epidémico, no
converge a cero, sino que se estabiliza alrededor de un valor constante distinto de cero. Este
comportamiento evidencia la existencia de un equilibrio endémico, lo cual implica que la

enfermedad persiste en la poblacion a largo plazo.

En términos epidemiologicos, la simulacion confirma que la inclusion de dindmica vital
transforma la naturaleza del sistema: la enfermedad deja de ser un fenomeno transitorio y

puede mantenerse de forma sostenida si el nimero reproductivo basico es mayor que uno.
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Epidemioldgicamente el modelo SIR con dindmica vital mediante la simulacién numérica

confirma que la enfermedad deja de ser un fendmeno transitorio y puede mantenerse de forma

sostenida si el nimero reproductivo basico (R,) es mayor que 1.

4.6 Comparacion cualitativa del modelo matematico SIR sin y con dinamica vital

De acuerdo a los resultados obtenidos, esto nos permite evidenciar como la incorporacion de

demograficos modifica de manera sustancial la estructura matematica del sistema y su

interpretacion epidemioldgica.

A continuacion, se presenta un resumen comparativo de los resultados obtenidos.

Tabla 7. Comparacion cualitativa del modelo SIR sin y con dinamica vital

Comparacion

Modelo SIR sin dinamica vital

Modelo SIR con dindmica vital

De acuerdo al
sistema

Total, de la
poblacion

Numero
reproductivo basico

Numeros criticos

Existencia de
equilibrio
endémico
Comportamiento a

largo plazo

Dinamica
epidemiologica

No lineal sin términos
demograficos

Sin reposicion de individuos, pero
constante.

(AT
Ry =—
°7 5
Depende del numero inicial de
susceptibles

Un punto critico relevante libre de
enfermedad epidemioldgicamente

No existe

I(t) = 0. La enfermedad
desaparece.

Epidemia Transitoria

No lineal que incorpora
nacimientos y muertes
naturales.

Con renovacidn continua
mediante nacimientos y

muertes y constante.
T

CS+y

Depende de la poblacion total y
de la tasa de mortalidad natural
Dos puntos criticos: Uno libre
de enfermedad y el otro
equilibrio endémico.

Existe cuando Ry > 1

Ro

I(t) > I" > 0cuando Ry > 1
La enfermedad persiste.

Existe el riesgo de una
posibilidad endémica.

Fuente: elaboracion propia



35

CAPITULO V
DISCUSION

5.1 Discusion de los resultados

A continuacién, se presenta la discusion de los resultados obtenidos en nuestra

investigacion con antecedentes similares a nuestro estudio.

Los hallazgos de nuestra investigacion guardan coherencia con lo manifestado por Lin
et al. (2020), quienes demostraron que la incorporacion de variaciones dinamicas en los
parametros del modelo SIR permite representar de manera mas realista la evolucion de una
epidemia. Aunque su trabajo se enfocd en pardmetros dependientes del tiempo mas no en
dindmica vital. Por consiguiente, nuestros resultados del sistema SIR con dindmica vital,
capturan comportamientos epidemioldgicos que el modelo clasico no puede describir,

particularmente la posibilidad de endemicidad.

Por otro lado, la investigacion de He, Peng y Sun (2020) analizan modelos mas
complejos como el SEIR, donde trabajan en el analisis de la estabilidad y del numero
reproductivo basico. Los autores afirman que la estructura del modelo influye directamente en
la existencia y estabilidad de los equilibrios. Estas afirmaciones o resultados coinciden con
nuestra investigacion, donde se demuestra que el modelo SIR sin dindmica vital posee
unicamente un equilibrio epidemioldgicamente relevante libre de enfermedad, mientras que con
dindmica vital se acepta, ademas, un equilibrio endémico cuya estabilidad depende del valor de

reproduccion Ry.

Por otra parte, Roda et al. (2020) indican que la complejidad adicional en los modelos
epidemiologicos no garantiza necesariamente una mayor precision predictiva, especialmente
cuando los pardmetros son dificiles de estimar. Si bien nuestro modelo presenta con dindmica

vital presenta una representacion mas completa del comportamiento poblacional a largo plazo,
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su aplicacion exige una adecuada estimacion de pardmetros como la tasa de mortalidad natural.
Desde estd perspectiva, los resultados de nuestra investigacion no pretenden afirmar la
superioridad absoluta de un modelo sobre otro, sino evidenciar que cada formulacion responde

a distintos supuestos y horizontes temporales.

Por otro lado, a nivel nacional tenemos a Huarachi-Olivera y Lazarte (2021) afirman
que el modelo SIR sin dindmica vital resulta 1til para describir la fase inicial de propagacion
del COVID-19 y estimar el pico epidémico; no obstante, afirman que presenta limitaciones
para analisis de largo plazo debido a la ausencia de factores demograficos. Esta afirmacion
coincide con los resultados de nuestra investigacion, donde se demuestra que, en ausencia de
dindmica vital, el sistema conduce inevitablemente a la extincion de la enfermedad en el largo

plazo, incluso cuando inicialmente se cumple R, > 1.

Del mismo modo, Vergara, Leén y More (2020) sostienen que el modelo SIR basico
permite describir adecuadamente la dindmica regional en el corto plazo, pero no captura efectos
demograficos. Coincide con nuestra investigacion y confirma esta limitacion estructural: la falta
de reposicion de susceptibles impide la existencia de un equilibrio endémico. Por consiguiente,
los resultados aqui obtenidos profundizan tedricamente una observacion empirica ya sefialada

en estudios nacionales.

Por ultimo, tenemos a Rubio, Quispe y Vergara (2023) mencionan que la incorporacioén
de variables adicionales mejora la representacion de la dinamica real de la pandemia y que los
modelos clasicos presentan restricciones importantes. En tanto al planteamiento del sistema, el
analisis cualitativo desarrollado comprueba que la inclusién de nacimientos y muertes naturales
modifica de manera determinante el comportamiento global del sistema, permitiendo la

persistencia de la enfermedad cuando R, > 1. Asi, el modelo con dindmica vital amplia el
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alcance interpretativo del modelo clasico y lo adapta mejor a escenarios epidemioldgicos

prolongados.

En resumen, esta discusion nos afirma que el modelo SIR sin dindmica vital es
apropiado para describir brotes epidémicos de caracter transitorio en poblaciones cerradas,
mientras que el modelo SIR con dindmica vital resulta mas adecuado para analizar
enfermedades persistentes o endémicas en poblaciones abiertas con renovacion demografica.
Esta diferencia no solo es matematica, sino profundamente conceptual: mientras el primer
modelo conduce inevitablemente a la extincion de la infeccion, el segundo permite la

estabilizacion de la enfermedad en el tiempo.
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CAPITULO VI

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

6.1 Conclusiones

De acuerdo a los resultados el presente estudio analizd de manera rigurosa el modelo
matematico SIR con y sin dindmica vital, partiendo no solo de su formulacién de su sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias, si no también de manera epidemioldgica que se desprende

su estructura dinamica. Se presenta las siguientes conclusiones:

e Con respecto al modelo SIR sin dinamica vital, se realizé un andlisis cualitativo
del modelo, encontrando un tnico punto de equilibrio libre de enfermedad. Su
analisis de estabilidad y su comportamiento asintoético nos indican que la
enfermedad es transitoria, debido a que la poblacion infectada tiende a cero

cuando el tiempo tiende a un nimero muy grande. Ademas, se encontr6 el valor

TSO

reproductivo bésico Ry = 5

el cual determina si la enfermedad persiste o

desaparece.

e Por otro lado, también se realizé un analisis exhaustivo, en este caso a la
estructura del sistema se incorporé nacimientos y muertes, encontrando dos

numeros criticos, uno libre de enfermedad y el otro endémico. Ademas, se
encontro el valor reproductivo basico Ry = ;—IT, donde si Ry > 1, el equilibrio
endémico es estable, lo que implica que la enfermedad puede mantenerse a
través del tiempo en la poblacion.

e En cuanto a la diferencia entre los modelos SIR con y sin dindmica vital, radica

en el comportamiento a largo plazo. Ademas, el modelo sin dindmica vital la
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enfermedad se extingue a largo plazo, mientras el modelo con dindmica vital
permite su persistencia bajo ciertas condiciones paramétricas.

Ambos modelos presentan el numero reproductivo basico el cual actia como un
parametro umbral; no obstante, su formulaciéon depende de la estructura
demografica considerada, lo que incide directamente en la clasificacion de la

estabilidad de los equilibrios criticos.
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6.2 Recomendaciones

Realizar un andlisis de estabilidad de forma global mediante funciones de
Lyapunov, lo que permitira obtener resultados mas rigurosos.

Introducir al modelo parametros o tasas de transmision variables que dependan
del tiempo, con el fin de aproximar de una manera mas realista los escenarios
epidemiologicos.

Las simulaciones se deben realizar con casos reales, es decir utilizar datos reales
de enfermedades que se adapten al modelo con el fin de validar empiricamente

el comportamiento teorico de los modelos.
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