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RESUMEN
Esta tesis aborda el estudio de la curva de Viviani desde una perspectiva

tedrico-préactica, combinando meétodos analiticos clasicos con herramientas informaticas

modernas. En primer lugar, se deriva su parametrizacion como a(9)=(r+

rcos(0),rsen(0),2rsen (g)) 0< 60 <A4m

demostrando algebraicamente que todos sus puntos satisfacen simultaneamente las

ecuaciones de laesfera: x2 + y? + z2 = 4r? yel cilindro: x? + y2 = 2 r x . A continuacion,

se calcula la longitud de arco L = 8r-v2 [z \/1 - (§)~sen2u du = 8r-\/§.E(\/%) donde

E (k) es la integral eliptica completa de segunda especie; su valor numérico se aproxima con
alta precision a 15,2807911561 r

Para validar y comparar resultados, se implementan dos entornos de célculo:

GeoGebra, que permite visualizar la curva en 3D, manipularla con deslizadores y
aproximar su longitud mediante sumas de Riemann, alcanzando hasta 5 cifras decimales fiables.

GNU Octave, donde un script basado en quadgk y tolerancias estrictas (AbsTol = 1072,
RelTol =107'°) reproduce la longitud con error relativo inferior a 107'? y facilita andlisis de
rendimiento y reproducibilidad. La comparacion muestra que GeoGebra ofrece una interfaz
intuitiva para la exploracion y la ensefianza, mientras que Octave aporta la precision y
flexibilidad necesarias para investigacion numerica rigurosa. Los resultados convergen en las
primeras cifras significativas, confirmando la validez de la parametrizacion y del célculo de
longitud tanto en el plano analitico como en el computacional. Finalmente, se discuten las
ventajas y limitaciones de cada herramienta, se proponen recomendaciones para su uso
combinado en contextos educativos y de investigacion, y se plantean lineas futuras, como la
extension de la metodologia a otras intersecciones de superficies.

Palabras clave: Curva de viviani, longitud de una curva, geogebra, octave.

viii



ABSTRACT

This thesis addresses the study of Viviani’s curve from a combined theoretical and

practical perspective, merging classical analytical methods with modern computational tools.
2

First, its parametrization is derived as a(0) = (r + rcos(0),rsen(0),2rsen (9)) 0<0<4m

and it is shown algebraically that every point of a(6) simultaneously satisfies the

equations of the sphere : x% + y? + z? = 4r? and of the cylinder x? + y? = 2 r x. Next, the

arc length is computed as L = 8r-+/2 f05 \/1 — (1) -sen?u du = 8r-\/§.E(

2

1

ﬁ) where
E(k) denotes the complete elliptic integral of the second kind; its numerical value is determined
with high precision to be 15,2807911561 r

To validate and compare these results, two computational environments are employed:

GeoGebra, which enables 3D visualization of the curve, interactive manipulation via
sliders, and approximation of its length by Riemann sums—achieving up to five reliable
decimal places. GNU Octave, where a script based on quadgk with strict tolerances (AbsTol =
10712}, RelTol = 10719) reproduces the length with a relative error below 10712 and supports
performance and reproducibility analyses. The comparison demonstrates that GeoGebra
provides an intuitive interface for exploration and teaching, while Octave delivers the precision
and flexibility required for rigorous numerical research. Both tools converge on the same
leading significant digits, confirming the validity of the parametrization and the length
calculation in both the analytical and computational domains.

Finally, the advantages and limitations of each tool are discussed, recommendations for

their combined use in educational and research contexts are proposed, and future directions are

outlined—such as extending this methodology to other surface intersections.

Keywords: Viviani curve, length of a curve, GeoGebra, Octave.



INTRODUCCION

La curva de Viviani destaca por su belleza y por la simplicidad de su definicion
geométrica: surge al intersectar una esfera de radio 2r con un cilindro tangente. Aunque su
parametrizacién conduce a integrales elipticas clésicas, la incorporacion de herramientas
digitales ofrece un modo més dinamico y preciso de comprenderla.

Este estudio propone un enfoque hibrido que combina GeoGebra y GNU Octave.
GeoGebra facilita la exploracion interactiva de a: I = (0,4m) - R® definida como:

a(f) = (r + rcos(0),rsen(8),2rsen (g)) 1 0< 60 <4m

permitiendo manipular deslizadores y comprobar en tiempo real que cada punto
pertenece simultaneamente a la esfera y al cilindro. Por su parte, Octave, mediante rutinas de
cuadratura adaptativa y funciones integradas para integrales elipticas, posibilita calcular la
longitud de la curva con precisiones del orden de 1072 en doble precision, validando

cuantitativamente la expresion analitica

L=8r-x/§.E(%)

El objetivo central de la tesis es, primero, establecer y verificar la parametrizacion de la
curva de Viviani; segundo, derivar y calcular su longitud de forma analitica y numérica; y
tercero, implementar ambos procesos en GeoGebra y Octave para comparar sus niveles de

precision y usabilidad.



CAPITULO I: PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
1.1 Descripcion de la realidad problemética

Las aplicaciones del célculo diferencial e integral a decir de Posada (2010), han
contribuido a un gran desarrollo de las ciencias sociales al mismo tiempo que ha sido utilizado
como una herramienta por “fisicos, astronomos, quimicos e ingenieros casi desde su
descubrimiento; y en los Gltimos afios también por bidlogos y profesionales de las ciencias
sociales y del comportamiento” por ejemplo dentro de la fisica (Leyes del Universo, sf), lo que
ha revolucionado completamente la forma de comprender el mundo (Vargas, sf). De igual
forma Z., W., Ge. (2024) en su articulo titulado The Application of Calculus in Physics,
exploran las aplicaciones del célculo en fisica, particularmente en gravedad, inercia rotacional
y fuerza, destacando su importancia duradera en la fisica tedrica y aplicada e impulsando
futuros avances cientificos a través del analisis de la tasa de cambio y la resolucion de
problemas.

En la matematica aplicada también podemos encontrar como sefiala Villena (2018),
innumerables aplicaciones del calculo integral. Por ejemplo, en el calculo de areas de regiones
planas, volumenes de sélidos, asi como el célculo de la longitud de una curva en el que se utiliza
por definicion la integral definida. Esto Gltimo implica integrar la raiz cuadrada de la suma de
los cuadrados de las derivadas de las ecuaciones paramétricas que representan a la curva
parametrizada, un método crucial en campos como la ingenieria de carreteras y otras areas que
requieren mediciones precisas de trayectorias curvas (Pontrjagin, 1983).

En general, mas alla de la geometria, el calculo integral es parte constitutiva de la
modelizacion y el analisis matematico en varias disciplinas, incluidas la economia, la mecéanica
y el desarrollo tecnoldgico. Estas aplicaciones subrayan la versatilidad y el caracter
indispensable del calculo integral para resolver problemas complejos del mundo real (Mierlus-

Mazilu et al., 2019) , (Rebaza, 2021).



1.2 Formulacién del problema

En el contexto antes expuesto, se plantea el interés investigador de determinar la
longitud de la curva conocida como Curva de Viviani, lo que da lugar a la siguiente pregunta
de investigacion que orientard el desarrollo de este trabajo.
1.2.1 Problema general

¢Cémo se parametriza la Curva de Viviani y se calcula su longitud, y de qué manera se
implementan estos procesos en GeoGebra y Octave?
1.2.2 Problemas especificos

1. ¢ Cual es la ecuacion paramétrica de la Curva de Viviani?

2. ;Como se calcula la longitud de la Curva de Viviani utilizando técnicas de célculo
integral?

3.¢Como se representa la Curva de Viviani en GeoGebra utilizando su parametrizacion?

4. ¢Qué herramientas o comandos especificos de GeoGebra facilitan el célculo de la
longitud de la curva?

5. ¢Qué herramientas o comandos especificos de Octave facilitan el calculo de la
longitud de la curva?

6. ¢ Qué ventajas y limitaciones ofrecen los programas GeoGebra y Octave en la

representacion y calculo de la longitud de la curva de Viviani?



1.3  Objetivos de la investigacion
1.3.1 Objetivo general

Establecer la parametrizacion de la Curva de Viviani, calcular su longitud de manera
analitica y desarrollar los procedimientos necesarios para su implementacion, visualizacién y
calculo de su longitud en los entornos GeoGebra y Octave, evaluando la precision y eficacia de
los resultados obtenidos.
1.3.2 Objetivos especificos

1. Determinar la ecuacion paramétrica de la Curva de Viviani.

2. Calcular la longitud de la Curva de Viviani utilizando técnicas de calculo integral.

3. Representar la Curva de Viviani en GeoGebra utilizando su parametrizacion.

4. ldentificar y aplicar las herramientas o comandos especificos de GeoGebra para
calcular la longitud de la curva.

5. Identificar y aplicar las herramientas o comandos especificos de Octave para calcular
la longitud de la curva.

6. Determinar las ventajas y limitaciones de GeoGebra y Octave en la representacion

y célculo de la longitud de la Curva de Viviani.

1.4 Justificacion de la Investigacion

1.4.1 Justificacion Tedrica

El desarrollo de este estudio se justifica tedricamente por las siguientes razones:

1. Conecta de una manera elegante conceptos de la geometria plana, de la geometria del

espacio y el analisis matematico.

2. Su estudio contribuye a la comprension de propiedades de curvas en superficies (p.

ej., intersecciones de esferas y cilindros), a la vez que ofrece ejemplos concretos de



parametrizaciones en tres dimensiones.

3. Al emplear herramientas libres como GeoGebra y Octave, se promueve la apertura
y la transparencia en la investigacion. Otros investigadores pueden reproducir los resultados,
extenderlos y compararlos sin barreras de licenciamiento ni costos de software, contribuyendo
asi a la ciencia abierta y a la colaboracién académica.

1.4.2 Justificacion Metodologica

La investigacion proporcionard mecanismos analiticos para parametrizar curvas en el
espacio, asi como la metodologia a seguir para trasladar los resultados obtenidos al programa
GeoGebra y Octave, con los cuales se logre la visualizacion dinamica e interactiva de la
construccion de la curva de Viviani.

Por otro lado, el célculo de la longitud de la Curva de Viviani utilizando las sumas
superiores e inferiores de Riemann con GeoGebra proporcionara un método bastante eficaz para
aproximar la longitud de la curva de Viviani, mientras que con Octave nos proporcionara un
entorno de programacion cientifica gratuito y de cdédigo abierto para realizar célculos
simbdlicos y numéricos precisos. Esto posibilitard la implementacion de algoritmos para la

estimacion de la longitud de la curva, la verificacion de hipétesis y la comparacion de métodos.

1.4.3 Justificacion Practica.

El desarrollo del estudio si bien se centra en un problema de geometria pura, las técnicas
empleadas para parametrizar y calcular longitudes (o areas, volumenes, etc.) se aplican en
multiples disciplinas, como la ingenieria, la fisica o la computacion grafica. La Curva de
Viviani, al ser un ejemplo préctico y visualmente atractivo, sirve de puente para ilustrar la

utilidad transversal de los métodos matematicos y computacionales.



15 Delimitaciones del estudio

El estudio se enfocard en la parametrizacion de la Curva de Viviani y el célculo

aproximado de su longitud.

1.6 Viabilidad del estudio

Este estudio resulta viable en los siguientes aspectos:

1.6.1 Elestudio es viable técnicamente.

El estudio resulta viable técnicamente porque:

1. Existen procedimientos matematicos y numéricos bien establecidos para la
parametrizacién de curvas y el calculo de longitudes, los cuales pueden ser aplicados

directamente a la Curva de Viviani.

2. Con GeoGebra se facilita la visualizacion y manipulacion geométrica de la curva,

permitiendo comprobar de forma interactiva la validez de la parametrizacion.

3. Con Octave obtenemos un entorno confiable y de cédigo abierto para realizar célculos
simbdlicos y numéricos, lo que posibilita la implementacion eficaz de algoritmos que estimen
la longitud de la curva con la precision deseada.

1.6.2 El estudio es viable econdbmicamente

El costo econémico para realizar el estudio se estima en S/. 7 000 (Siete mil soles) y es
integramente asumidos por el Investigador.

1.6.3 El estudio finalmente presenta viabilidad ética y moral

Desde una perspectiva ética y moral, el estudio sobre la Curva de Viviani que incluye

su parametrizacion y calculo de longitud, utilizando el software libre como GeoGebra y Octave,



se considera viable por las siguientes razones:

1. El proyecto se basa en la investigacion teorica y la aplicacion de métodos
matematicos y computacionales, sin involucrar experimentacion en personas o animales. Por lo
tanto, no genera ningun tipo de perjuicio directo a seres vivos.

2. Al utilizar herramientas libres y accesibles, la investigacion promueve la educacién
matematica, el autoaprendizaje y la difusion del conocimiento. Esto contribuye al crecimiento
academico y cultural, lo que es considerado un bien social.

3. La eleccion de software libre para este estudio, facilita que cualquier persona
interesada pueda replicar y verificar resultados. Ello refuerza valores éticos como la apertura,
la honestidad y la cooperacién dentro de la comunidad cientifica.

4. El uso de GeoGebra y Octave, sin restricciones de licencias costosas, disminuye
barreras de acceso. Este principio de accesibilidad favorece el intercambio equitativo de
informacion y oportunidades de investigacion, lo cual se alinea con consideraciones éticas en

materia de inclusién social y equidad.



CAPITULO II: MARCO TEORICO

2.1  Antecedentes de la investigacion

De la revision hecha sobre estudios relacionados con la Curva de Viviani tanto
internacionales como nacionales, podemos concluir que no existe material bibliografico
reciente desarrollado sobre el tema en cuestion, sin embargo, se pudo recopilar y revisar los
trabajos que a continuacion se exponen y que servirdn como antecedentes para este estudio;

escritos en promedio hace ya 15 afios atras.

2.1.1 Investigaciones internacionales

(Rosman, 2010) en su Tesis de grado titulada: “La curva de Viviani” perteneciente a la
Facultad de Educacion de la Universiry of Ljubljana para obtener el titulo de licenciado, plantea
como objetivo de la tesis: “Examinar la curva de Viviani y sus propiedades, como: la longitud,
la curvatura, el area de la figura esférica delimitada por la curva y el volumen del sélido que se

encuentra debajo del area”

Dicha investigacion matematica pertenece a la investigacién basica, ya que el enfoque
es tedrico e incluye varios calculos interesantes de magnitudes matematicas que se pueden
relacionar con la curva, como conclusion importante establece que la proyeccidn estereografica
de la curva de Viviani es una curva algebraica de tercer orden muy conocida, indicando que
con el estudio se ha completado la tesis con dos construcciones geométricas diferentes.

2.1.2 Investigaciones nacionales

(Sanchez & Chau, 2012) en su articulo titulado Curvas y Superficies publicado en la
revista “En Blanco y Negro, Revista sobre Docencia Universitaria” en la Pontificia Universidad
Catolica del Perti establecen como objetivo: “La construccion de las curvas y superficies con

el apoyo de Matlab para obtener la gréfica de la coleccion de figuras geométricas tales como



las hélices, espirales, conicas, cilindros, esferas, tetraedros, cubos, tubos, rectas, planos y otros”.

Se trata de una investigacion en matemaéticas, considerada como investigacion
computacional o experimental ya que utilizo el software Matlab, en él se define a la curva de
Viviani como: “ La curva que resulta de la interseccion de un cilindro circular recto con eje el
eje de coordenadas y centro el punto (r, 0, 0) y de la esfera, de centro el origen de coordenadas
y radio 2r”. (Sanchez & Chau, 2012) concluyen que la curva de Viviani es “una curva cerrada,

no simple con un punto multiple y esférica”(p.16).

2.2 Bases tedricas

La estructura de las bases tedricas que sustentan esta investigacion sobre la Curva de
Viviani, con el empleo de GeoGebra y Octave, se organizard en seis secciones claramente
definidas. En ellas, se abordaran tanto los fundamentos matematicos como las herramientas

tecnoldgicas propuestas para el estudio. A continuacién, se detallan estas secciones:

2.2.1 Curvade Vivianiy curva diferenciable parametrizada

Definicion 01: De acuerdo con Sanchez y Chau (2012), la curva de Viviani o ventana
de Viviani “es la curva que resulta de la interseccion de un cilindro circular recto con eje, el eje

de coordenadas y centro el punto (r,0,0) y la esfera, de centro en (0,0,0) y radio 2r” (p.16).

Definicion 02: “Una curva diferenciable parametrizada es una aplicacion diferenciable

a:1 - R3 de un intervalo abierto I = (a, b) de la recta real R en R3” (do Carmo, 2005, p.2).

En la Figura 01, se aprecia la curva de Viviani que resulta de la interseccion de un
cilindro circular recto con eje, el eje de coordenadas y centro el punto (1,0,0) con la esfera, de

centro en (0,0,0) y radio 2.


https://es.wikipedia.org/wiki/Curva_algebraica

Figura 1: Curva de Viviani con GeoGebra
Fuente: Construccion propia: https://www.geogebra.org/m/hekxtqbg

2.2.2 Parametrizacion de la curva de Viviani
De acuerdo con la definicion 01, la curva de Viviani se obtiene de la interseccién entre:

1. Unaesfera de radio 2r, centrada en el origen, cuya ecuacion es: x2 + y? + z2? = 4r?
2. Un cilindro vertical tangente a la esfera, cuya ecuacion es: x2 + y2 = 2rx

De la ecuacion obtenida en 2. se sigue inmediatamente que:

x2=2rx +y?=0
x2=2rx+ r?+ y?=r?
(x—1)2+ y? =r?

x —r =rcos(0)

Haciendo: { ; 0 <6 < 4m yremplazando en la ecuacion mostrada
y = rsen(0)

en 1, se tiene:

(r+ rcos(é’))2 + r2sen?(0) + z? = 4r?


https://www.geogebra.org/m/hekxtqbg

72 4 2r2cos(0) + r%cos?(0) + r?sen?(0) + z% = 4r?

=27 /1—c¢;s(6)

De esta forma tenemos la parametrizacion de la curva de Viviani dada de la forma

siguiente a:I = (0,4m) — R3

a(t) = (r + rcos(8), rsen(6), ZTW)

O de forma equivalente a:1 = (0,4m) » R3

a(f) = (r + rcos(8),rsen(0), 2rsen (%)) ; 0 < 6 < 4m ;ysiendo a una aplicacion
diferenciable tenemos una curva diferenciable parametrizada, en el sentido de la definicion 02.
En la figura 02 notese la grafica de la curva de Vivini obtenida como interseccion del cilindro

de ecuacion x? + y? = 2 x con la esfera, de centro en (0,0,0) y radio 2. Y cuya parametrizacion

esta dada como:

J5f

=35

Figura 2: Curva de Viviani https://www.geogebra.org/m/hekxtgbg
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2.2.3. Parametrizacion de la curva de Viviani con Octave
A continuacion, se presenta un codigo en GNU Octave para la Curva de Viviani,
% Parametros de la curva
t = linspace(0, 4*pi, 500); % Dividir el pardmetro t en 500 puntos
% Coordenadas paramétricas de la curva de Viviani
X =1 + cos(t);
y =sin(t);
z=2*sin(t/ 2);
% Crear la esfera para referencia
[u, v] = meshgrid(linspace(0, 2*pi, 50), linspace(0, pi, 50));
Xs = 2 *sin(v) .* cos(u); % Coordenada x de la esfera
ys = 2 *sin(v) .* sin(u); % Coordenada y de la esfera
zs = 2 * cos(v); % Coordenada z de la esfera
% Crear el cilindro para referencia
theta = linspace(0, 2*pi, 50);
z_cyl = linspace(-2, 2, 50); % Rango del cilindro
[theta_grid, z_grid] = meshgrid(theta, z_cyl);
x_cyl = 1 + cos(theta_grid); % Coordenada x del cilindro
y_cyl =sin(theta_grid); % Coordenada y del cilindro
% Configuracion del grafico
figure;
hold on;
% Graficar la esfera
surf(xs, ys, zs, 'FaceAlpha’, 0.3, 'EdgeColor’, 'none’, 'FaceColor’, 'cyan’);
% Graficar el cilindro
surf(x_cyl, y_cyl, z_grid, 'FaceAlpha’, 0.3, 'EdgeColor’, 'none’, 'FaceColor’, 'yellow');
% Graficar la curva de Viviani
plot3(x, y, z, 'r', 'LineWidth', 2);
% Configurar el angulo de vista
view(135, 30); % Angulo para una mejor visualizacion
axis equal; % Proporciones iguales
grid on;
% Etiquetas de los ejes
xlabel('X");
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ylabel("Y");

zlabel('Z");

title('Curva de Viviani: Interseccion entre un cilindro y una esfera’);
hold off;

Curva de Viviani: Intersecci??n entre un cilindro y una esfera

L Lt
at =,

!
\hﬁ"l\-r =

Figura 3: Curva de Viviani con Octave
Fuente: https://www.mycompiler.io/view/50EINSBE41q

2.2.3 Parametrizacién de la curva de Viviani con GeoGebra

Usando GeoGebra es suficiente trabajar con el comando: Curva( <Expresion>,

<Expresion>, <Expresion>, <Parametro>, <Valor inicial>, <Valor final>)
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L L R

o 7} 0 ] 10

a: (R+R cos(t). R sen(t). 2R sen| ;}"ﬁ (0 <t< 1257)

)

Figura 4: Curva de Viviani con deslizadores en GeoGebra

Notese que el comando ingresado para obtener la gréafica que se muestra en la Figura 4
es: Curva((R + R cos (t),R sen(t),2R sen(%), t,0,4m) donde el deslizador R corresponde

al radio del cilindro de centro (R,0,0) y su doble es decir 2R es el radio de la esfera de centro
en el origen de coordenadas, mientras que el deslizador “t” define el angulo en grados
sexagesimales.

2.2.3 Longitud de arco de una curva parametrizada regular
De acuerdo con Do Carmo (2005): “ Una curva diferenciable parametrizada a:1 — R3,
es llamada regular si a’(t) # 0 paratodo t € I” (p.6).
En este sentido la curva de Viviani es Regular, puesto que, si consideramos una
parametrizacion, expresada a través del comando
t
Curva((R + Rcos (t),R sen(t),2R sen(i), t,0,4m)

entonces su derivada, la curva diferenciable parametrizada, cuyo comando en GeoGebra

es dado por:
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t
Curva((—R sen(t),R cos (t), R cos (E)' t,0,4m)

nunca pasa por (0,0,0) cuando t € (0,4m); conforme se puede apreciar en la Figura5y

Figura 6.

a (R+R cos(t), R sen(t), 2R sen(Z-L)), (0 <t< 1257)

Figura 5: Grafica de la derivada de la curva de Viviani

Por otro lado, de acuerdo con Do Carmo (2005), “la longitud de arco de una curva

parametrizada regular a: I — R3, a partir del punto t, € I esta dada por

t

s(t) = Jla’(t)l dt

to

Donde: |a’(t)|:J(x’(t))z+y’(t))2+(z’(t))2, es la longitud del vector

a'(t)"(p. 7).
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Figura 6: La derivada de la curva de Viviani nunca pasa por el origen de
coordenadas (0,0,0)

2.2.4 Integral Eliptica

De acuerdo con Universidad del Pais Vasco (s.f.) la integral eliptica completa de

primera especie es

K(k) = f do
0

J1— k?sin?¢@
Cuya generalizacién se denomina integral eliptica incompleta de primera especie, la que

se muestra a continuacion:

0
do I8
F(B,k):f , 0<6<+
s 1= k?sin?¢ 2

asi mismo en Universidad del Pais Vasco (s.f.) se define la integral eliptica completa de

segunda especie



z
E(k) = f J1— k%sin?¢@ de¢
0

Y su generalizacién denominada integral eliptica incompleta de segunda especie es

dada por la expresion

0
E(0,k) = f J1— k%sin?¢ de
0
2.3 Bases filosoficas
Este estudio se sustentd en cuatro niveles filoséficos que se exponen a continuacion
2.3.1 Nivel ontologico

La ontologia se ocupa de qué tipo de “ser” 0 modo de existencia atribuimos a los objetos
con los que trabajamos. Antes de indagar como los conocemos (epistemologia) o con qué
métodos (metodologia), necesitamos aclarar qué clase de entidad tratamos: ¢es una realidad
fisica, un constructo mental, una mera figura en la pantalla? Entonces la pregunta central en

este nivel, que responde este estudio; es: ;Qué “existe” cuando hablamos de la curva de Viviani

y, en general, de los objetos matematicos?

Tabla 1:

Nivel Ontologico

Aspecto Explicacién Aplicacidn al estudio

Dentro del sistema axiomatico- Justifica  estudiar  propiedades
Realismo geométrico, la curva de Viviani es “real” intrinsecas (parametrizacion, longitud)
estructural interno  porque satisface definiciones que la independientemente de la herramienta

describen con precision formal. usada.

Concepcion Los objetos matematicos se Abre la puerta a reexaminar
historicista- consideran “construcciones perfectibles” derivaciones clasicas (p. €j., la longitud que
falibilista resultado de conjeturas y refutaciones involucra integrales elipticas) con apoyo
(Lakatos) sucesivas. computacional.

Fuente: Elaboracion propia

16



Lakatos (2015) subraya que los objetos matematicos se «solidifican» mediante

conjeturas y refutaciones; Ernest (1998) remarca su estatuto de construcciones humanas con

objetividad interna. Esta postura explica por qué la existencia de la curva se justifica dentro del

sistema, pero su comprension se refuerza al someterla a nuevas herramientas y pruebas.

2.3.2 Nivel epistemologico

De acuerdo con Artigue (2002) el uso de software libre no es mero soporte técnico:

transforma la forma de producir y justificar conocimiento matematico.

En el nivel epistemoldgico el trabajo de investigacion responde a la pregunta central

siguiente: ;Como se construye y valida el conocimiento sobre la curva de Viviani?

Tabla 2

Anélisis Epistemoldgico

Sub-enfoque

Clave tedrica

Conexion con la tesis

Constructivismo social
(Ernest)

Matematica
experimental (Borwein
& Bailey)

Tres mundos de la

matematica (Tall)

El conocimiento surge en la
interaccion entre individuos 'y
artefactos culturales.

El  ordenador es un
“laboratorio” que permite formular,
testar y refinar conjeturas.

Mundo conceptual-formal,
visual-geométrico 'y  simbolico-

computacional se integran.

GeoGebra y Octave actlan como
artefactos que median la construccion de
significado geométrico-analitico.

Se valida numéricamente la integral
de longitud y se compara con la deduccion
exacta.

La tesis transita entre lo formal
(integrales), lo visual (curva en GeoGebra) y

lo simbdlico (codigo Octave).

Fuente: Elaboracion propia

2.3.3 Nivel metodologico

La investigacion responde a la pregunta central: ;Con qué estrategias se genera ese

conocimiento?
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Tabla 3

Analisis Metodologico

Marco Idea clave Implementacioén concreta
Un artefacto digital deviene

Disefio de scripts en GeoGebra para animar la
Instrumental “instrumento” cuando el usuario ] .
o . curva y de funciones en Octave para integrar y
génesis (Artigue) desarrolla esquemas de uso que .
] ) estimar errores.
amplian su pensamiento.

L o Fases del trabajo: (1) deduccion analitica
Modelizacion Resolver un problema geométrico L ) )
. o . (parametrizacion + integral), (2) prototipos en
pragmatica- alternando  andlisis  tedrico 'y ) .
] . By GeoGebra, (3) algoritmos numéricos en Octave,
computacional simulacion.
(4) contraste de resultados.

Fuente: Elaboracion propia

La metodologia, guiada por estos marcos, legitima comparar la precision (error relativo
frente a valor exacto) y la eficacia (tiempo de computo, visualizacion interactiva).

Por eso la pregunta ¢Con qué estrategias se genera ese conocimiento? emerge de forma
natural: es necesario detallar los pasos, instrumentos y criterios operativos capaces de
materializar la vision epistemoldgica.

2.3.4 Nivel axiologico

Este estudio responde a la pregunta central: ;Qué valores guian la investigacién y por

qué son relevantes?

Tabla 4

Nivel Axioldgico

Valor Fundamento Manifestacion préactica
Publicar  cédigos Octave, archivos

Reproducibilidad y El conocimiento debe ser verificable o )
S ) GeoGebra y datos de error bajo licencias
ciencia abierta por la comunidad. lib
ibres.

) ) . La tesis sirve como recurso didactico
o . Herramientas  gratuitas  amplian .
Accesibilidad educativa ) o reutilizable en cursos de Célculo vy
oportunidades de aprendizaje. ]
Geometria.

Evitar resultados “caja negra” ]
) ) ) o Documentar paso a paso las rutinas
Integridad y rigor enfatizando la  explicacion  de .
. numeéricas y las pruebas formales.
algoritmos.

Fuente: Elaboracion propia
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Este nivel garantiza que las decisiones técnicas (usar software libre) y pedagdgicas
(compartir materiales) se alineen con principios éticos contemporaneos de la investigacion
matematica como por ejemplo al usar software libre, se cumple con la recomendaciéon UNESCO
de poner a disposicion herramientas y resultados sin barreras de pago.

Por otro lado, este estudio sobre la curva de Viviani —enfocado en su parametrizacion
y en el célculo de su longitud mediante GeoGebra y Octave— adopta también un marco
sustentado en diversas corrientes filosoficas, 1o que permite enriquecer tanto la formulacién del
problema como la interpretacion de los resultados. En este sentido, el estudio se fundamenta
en la:

2.3.5 Filosofia de la Tecnologia y la Ciencia Computacional

Que comprende:

Integracion de tecnologias digitales: Se valora el rol de las tecnologias como
extensiones del intelecto humano en la exploracion y resolucidn de problemas matematicos.

Este enfoque filosofico sostiene que herramientas como GeoGebra y Octave no solo
facilitan el célculo o la visualizacion, sino que también abren nuevas vias de investigacion y
comprension en areas tradicionales de la geometria y el andlisis.

Inspirdndose en el pensamiento de Martin Heidegger, se concibe la tecnologia como un
modo de "desocultar” la realidad. Segun Heidegger (1977), la tecnologia no es solamente un
conjunto de medios, sino que configura una forma particular de relacionarnos con el mundo, lo
que incide en la forma en que se abordan y comprenden los problemas matematicos.

Verbeek (2005) y Latour (1999) han aportado a la idea de que los artefactos tecnoldgicos
poseen una forma de agencia que influye en las practicas cientificas. En este sentido, las
herramientas computacionales no solo facilitan célculos y visualizaciones, sino que co-
configuran las metodologias y estrategias de investigacion. Por tanto, lo artefactos tecnoldgicos

no son neutrales ni pasivos, sino que activamente participan en la configuracion de como se
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llevan a cabo los procesos de investigacion y en la forma en que se generan y organizan los
conocimientos cientificos. En esta linea, esta investigacion considera a la tecnologia no solo
como un facilitador, sino como un actor determinante en el &mbito de la produccidn cientifica.

Simulacién y modelado: La capacidad de modelar la Curva de Viviani en un entorno
digital permite examinar la precision y las limitaciones de los métodos numéricos y simbalicos,
invitando a reflexionar sobre la naturaleza del conocimiento matematico y la fidelidad de las
representaciones computacionales.

En tal sentido Don lhde (1990) ha explorado cémo las tecnologias transforman nuestra
experiencia perceptiva del entorno. En el contexto de esta investigacion matematica, el uso de
entornos virtuales y computacionales redefine la interaccion con conceptos abstractos que se
desarrollan en torno a la Curva de Viviani, haciendo mas accesible su visualizacion y
manipulacion.

2.3.6 Interdisciplinariedad y Convergencia de Saberes

Comprende

Puente entre teoria y practica: Esta investigacion se sitla en el cruce de diferentes
areas como geometria, analisis, computacion y educacién matematica; permitiendo que el
estudio de un objeto clasico como la Curva de Viviani se beneficie de perspectivas diversas.
Esto refleja un compromiso con el didlogo entre teorias y practicas, fundamental en la filosofia
contemporanea de la ciencia.

Desarrollo de competencias y habilidades digitales: Desde una perspectiva
pedagdgicay epistemoldgica, el uso de herramientas digitales en esta investigacion matematica
fomenta competencias tecnoldgicas y analiticas que son esenciales en el mundo actual,
promoviendo una visién integral del saber relacionado con la Curva de Viviani.

En Consilience: The Unity of Knowledge, Wilson(1998) argumenta a favor de la

integracion de todas las formas de conocimiento para resolver problemas globales, enfatizando
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la unidad subyacente de las diversas disciplinas.

En conclusién, esta investigacion titulada “Curva de Viviani, un estudio con GeoGebra
y Octave” Enace de una curiosidad muy simple: mirar de cerca la curva de Viviani y
entenderla con nuestras manos y nuestros 0jos, no solo con lapiz y papel. Al usar GeoGebra
para “dibujarla” y Octave para “hacerle cuentas”, descubrimos que la matematica se vuelve casi
un juego de exploracion: probamos, corregimos, volvemos a probar... y aprendemos.

Primero aceptamos que la curva “existe” dentro del universo de las ideas matematicas
(como un personaje en su propio mundo). Pero también sabemos —al estilo de Lakatos— que
ningun resultado es intocable: siempre podemos hallar otra forma de verlo o demostrarlo mejor.

Después nos preguntamos como generamos confianza en lo que hallamos. Aqui el
ordenador es nuestro taller: permite ver la curva moverse, lanzar calculos y comprobar si la
teoria aguanta. GeoGebra y Octave no son simples herramientas; actian como comparieros de
laboratorio que sefialan errores y sugieren atajos.

Para avanzar, seguimos una ruta clara: deducir las formulas a mano, animarlas en la
pantalla, calcular su longitud con algoritmos vy, al final, comparar qué tan cerca estamos de la
solucidén exacta. Ese ir y venir entre teoria y practica convierte cada paso en una oportunidad
de comprender mejor.

Todo esto lo hacemos con algunos valores en mente: compartir los archivos, explicar
cada linea de cddigo y usar software libre para que cualquiera pueda repetir —o mejorar—
nuestro trabajo. Creemos que la matematica gana cuando es abierta, colaborativa y transparente.

Por ualtimo, reconocemos que la tecnologia no es un mero accesorio; es parte de la
aventura. Como diria Heidegger, nos ayuda a “desvelar” la realidad de formas impensables
hace unas décadas. Y, siguiendo la idea de consiliencia de Wilson, tejemos puentes entre
geometria, programacion y ensefianza para que la curva de Viviani no quede guardada en un

cajon, sino que inspire a estudiantes y colegas a seguir explorando.
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En suma, esta investigacion es un dialogo entre la tradicion matematica y las
herramientas del siglo XXI, guiado por la ética de compartir y por las ganas de entender, paso
a paso, la belleza escondida en una sola curva.

2.4 Definicion de términos basicos

2.4.1 Curva de Viviani: De acuerdo con Sanchez y Chau (2012), lacurva de
Viviani o ventana de Viviani “es la curva que resulta de la interseccién de un cilindro circular
recto con eje, el eje de coordenadas y centro el punto (r,0,0) y la esfera, de centro en (0,0,0) y
radio 2r” (p.16).

2.4.2 Parametrizacion: La parametrizacion de la curva de Viviani es dada por la

siguiente expresion:

a(f) = (r + rcos(60),rsen(8),2rsen (9)) 1 0< 6 <4m

2
2.4.3. Longitud de una Curva: De acuerdo con Do Carmo (2005), “la longitud de arco

de una curva parametrizada regular a: 1 — R3, a partir del punto t, € I esta dada por

t

s(t) = f &' (©)] dt

to

Donde: |a’(t)|=J(x’(t))2+y’(t))2+(z’(t))2, es la longitud del vector

a'(t) (p.7).

2.4.4 GeoGebra: De acuerdo con Sanchez, Mendes, Andrés y Castillo (2023)
GeoGebra es un software matematico dinamico que integra geometria, algebra, célculo y
estadistica. Por tanto “GeoGebra es un intento de unir dos tipos de software, el de Geometria
Dindmica y el de Algebra Computacional, en los cuales la geometria, el algebra y el calculo se
tratan como componentes iguales”(p.7).

2.4.5 Octave: De acuerdo con Universidad de Cordoba. (s.f.) Octave constituye un

“lenguaje de alto nivel, destinado principalmente a calculos numéricos. Este lenguaje
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proporciona capacidades para la resolucién numerica de problemas lineales y no lineales, y para
realizar otras pruebas numéricas”(parr.1).

2.4.6 Modelado: De acuerdo con (Kritz, 2023) el proceso de modelizacién implica
decisiones criticas sobre qué representar y como, enfatizando la importancia de la abstraccion
en la investigacion cientifica.

2.5  Hipotesis de investigacion
2.5.1 Hipotesis General

La Curva de Viviani puede parametrizarse mediante ecuaciones sencillas en
coordenadas adecuadas usando funciones trigonométricas, que permitan calcular su longitud
mediante una integral de la norma del vector velocidad. Se espera que, al implementar esta
parametrizacion y su integral en GeoGebra y Octave, los resultados muestren coherencia entre
el enfoque tedrico (calculo analitico) y el enfoque computacional, validando asi la correccion
de la parametrizacion y la exactitud del proceso de célculo de la longitud de la curva.

2.5.2 Hipébtesis Especificos

Hipotesis 1: “La Curva de Viviani se puede expresar mediante una parametrizacion clara
en un sistema de coordenadas adecuado (por ejemplo, cilindrico o esférico), de modo que todos
los puntos de la curva cumplan simultdneamente las condiciones geométricas que la definen.”

Hipotesis 2: “La longitud de la Curva de Viviani, derivada de su parametrizacion, se
podra obtener con exactitud a través de una sola integral de la norma del vector velocidad, lo
que confirmard la consistencia matematica de la parametrizacion.”

Hipdtesis 3: “La introduccion de la parametrizacion de la Curva de Viviani en GeoGebra
generara una representacion grafica fiel, lo que permitira visualizar adecuadamente sus
propiedades geométricas en un entorno interactivo.”

Hipotesis 4: “Los comandos nativos de GeoGebra para manejar funciones paramétricas

e integrar arcos de curva brindaran un resultado numérico coincidente con el valor tedrico de la
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longitud, ratificando la exactitud de la aproximacién computacional.”

Hipotesis 5: “Mediante la implementacion de rutinas de célculo integral y manipulacion
de vectores en Octave, es posible reproducir con precision la longitud de la Curva de Viviani,
obteniendo resultados comparables a los obtenidos de forma analitica.”

Hipotesis 6: “GeoGebra proporcionara una interfaz mas intuitiva para la visualizacion
y el manejo grafico de la Curva de Viviani, mientras que Octave ofrecera mayor flexibilidad
numeérica y analitica; sin embargo, ambos entornos convergeran en resultados coherentes
respecto a la longitud de la curva.”

2.6 Operacionalizacion de las variables

2.6.1. Parametrizacion de la Curva de Viviani

Proceso matematico que permite describir la curva mediante un conjunto de ecuaciones
en funcion de un pardmetro, facilitando su anélisis y representacion.

2.6.2. Célculo de la longitud de la Curva

Proceso de determinar la distancia total recorrida a lo largo de una curva, utilizando
técnicas de integracion y métodos numéricos.

2.6.3. Eficacia de GeoGebra en la representacion

Capacidad de GeoGebra para generar representaciones graficas dinamicas e interactivas
que faciliten la comprension de la Curva de Viviani y sus propiedades.

2.6.4. Eficacia de Octave en el calculo numérico

Capacidad de Octave para implementar algoritmos de integracion numérica que

permitan calcular con precision y eficiencia la longitud de la curva.
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Tabla 5

Matriz de Operacionalizacion de Variables

Cuadro de
Operacionalizacion
de Variables

Variable

1. Parametrizacion de la Curva
de Viviani

2. Calculo de la longitud de la
Curva

Definicion conceptual

Proceso ~ matematico  que
permite describir la curva
mediante un conjunto de
ecuaciones en funcion de un
parametro, facilitando su
andlisis y representacion.

Proceso de determinar la
distancia total recorrida a lo
largo de una curva, utilizando
técnicas de integracion y
métodos numéricos.

Definicion operacional

Derivacion de las ecuaciones
paramétricas a partir de
fundamentos geomeétricos
clasicos (la interseccion de una
esfera 'y un cilindro) e
implementacion en GeoGebra
y Octave.

Aplicacion de formulas de
longitud de arco y métodos de
integracion (tanto analiticos
COmMo NUMEricos) en
GeoGebra y Octave para
obtener un valor cuantitativo
de la longitud.

Categoria

Matematica/ Técnica

Matematica/Numérica

Indicadores

Concordancia con formulac
tedricas reconocidas.

Replicabilidad en GeoGeb
Ocrave.

Precision de la formulaci

Valor numérico obtenido

Margen de error en
comparacion con el valor
tedrico.
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Consistencia entre métod
analitico y numeérico.

Fuente: Elaboracion propia
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Variable

Definicion conceptual

Definicion operacional

Categoria

Indicadores

Instrumento de medicién

3. Eficacia de
GeoGebra en la
representacion

4. Eficacia de Octave
en el calculo
numérico

Capacidad de GeoGebra
para generar
representaciones graficas
dindmicas e interactivas
que faciliten la
comprension de la Curva
de Viviani 'y sus
propiedades.

Capacidad de Octave
para implementar
algoritmos de integracién
numérica que permitan
calcular con precision y
eficiencia la longitud de
la curva.

Evaluacion de la calidad
y precision de la
visualizacién generada en
GeoGebra, incluyendo el
uso de herramientas
interactivas
(deslizadores, comandos
de trazo, etc.) para
representar la curva.

Implementacion y
evaluacion de funciones
de integracion numérica
(como integral o quad) en
Octave, verificando la
precision y consistencia
de los resultados
obtenidos en el célculo de
la longitud.

Tecnolégica/Educativa

Tecnolégica/Numérica

Claridad y fidelidad de Ila
representacion grafica.

Interactividad (facilidad para
manipular pardmetros).

Precision de los resultados
obtenidos (diferencia con el
valor teérico).

Consistencia en los resultados a
través de diferentes
ejecuciones.

Eficiencia computacional
(tiempo de computo).

Applet GeoGebra interactivo
que incluye:
Curva de Viviani
parametrizada

Deslizadores para r y densidad

de muestreo
Comando Length[curve]
Registro de resultados en

Octave, analisis cuantitativo
del error, cotejo con resultados
tedricos.

Fuente: Elaboracién propia
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CAPITULO I1l: METODOLOGIA

3.1  Disefio metodoldgico

3.1.1 Enfoque de la Investigacion

Enfoque Cuantitativo : De acuerdo con (Hernandez-Sampieri y Mendoza , 2018)
esta investigacion se enmarca en un enfoque cuantitativo, ya que permitird representar
gréficamente la Curva de Viviani, asi como medir y analizar con precision la longitud de
dicha curva utilizando GeoGebra y Octave.

Bajo la dptica de este metodologo, el enfoque cuantitativo es especialmente
apropiado para este estudio por las siguientes razones:

Objetividad y medicion precisa: Segun Herndndez Sampieri, el enfoque
cuantitativo se fundamenta en la medicién objetiva de fendmenos a través de variables
cuantificables. En el estudio de "La Curva de Viviani con GeoGebra y Octave", se requiere
obtener datos numéricos precisos (por ejemplo, valores de la longitud de la curva, margenes
de error, tiempos de ejecucion y diferencias entre resultados tedricos y numéricos). Estos
datos permiten evaluar y comparar objetivamente la precision de la parametrizacion vy el
calculo en ambos entornos computacionales.

Reproducibilidad y verificacién: Uno de los pilares del enfoque cuantitativo es la
posibilidad de replicar los resultados. La aplicacion de métodos numéricos y la comparacion
de salidas en GeoGebra y Octave generan datos que pueden ser verificados y reproducidos

en diferentes contextos o estudios similares, lo cual fortalece la validez externa del estudio.

28



3.1.2 Tipo de Investigacion

Investigacion descriptiva explicativa, no experimental: Segun Herndndez-Sampieri
y Mendoza (2018) el enfoque cuantitativo no solo describe fendmenos, sino que también
permite explicar las relaciones causales o correlacionales entre variables. En este estudio, se
buscé no solo describir la parametrizacion y el calculo de la longitud de la curva, sino
también explicar como y por qué las herramientas computacionales utilizadas afectan estos
procesos, lo que se logré mediante un analisis cuantitativo de los indicadores establecidos.

Hernandez Sampieri enfatiza la importancia de emplear métodos sistematicos y
objetivos para recoger y analizar datos. En este estudio se utilizaron mediciones cuantitativas
(como valores numéricos de la longitud de la curva, margenes de error, tiempos de ejecucion,
entre otros) que permiten una descripcion detallada del fenémeno vy, a partir de esos datos,
se establecen explicaciones y comparaciones entre las herramientas (GeoGebra y Octave).

Finalmente, esta investigacion es de tipo descriptiva explicativa porque nos permite
no solo detallar como es y se comporta la Curva de Viviani en cada entorno, sino también
identificar los factores que generan las diferencias observadas entre los métodos de calculo
y representacion.
3.2  Poblacion y muestra

3.2.1 Poblacion.

Se han considerado todas las configuraciones posibles de curvas en el espacio R3.

3.2.2 Muestra
Se trabajo estrictamente con la Curva de Viviani.
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3.3 Teécnicas de recoleccion de datos

Aunque este estudio no ha requerirlo encuestas o0 entrevistas (tipicas de
investigaciones sociales), si utilizo:

1. Larevision bibliogréfica (para fundamentar la teoria matematica).

2. Andlisis de manuales y documentacion (para conocer los comandos de GeoGebra
y Octave).

3. Experimentacion computacional y registro sistematico de resultados (para
recolectar datos numéricos y cualitativos de la implementacion).

4. Comparacion con métodos analiticos y entre métodos computacionales (para
validar la precision de los resultados).

Estas técnicas permitieron alcanzar los objetivos especificos propuestos, a la vez que
proporcionaron una visién clara de la exactitud, viabilidad y limitaciones al representar y
calcular la Curva de Viviani en GeoGebra y Octave.

3.4  Técnicas para el procesamiento de la informacién

Las siguientes técnicas permitieron alcanzar de manera integral los objetivos
planteados y procesar la informacion obtenida en este estudio:
3.4.1 Revision bibliografica y documental

Objetivo planteado: Conocer a fondo las propiedades de la Curva de Viviani, asi

como su historia y metodos de estudio tradicionales.

Como: Consultando libros, articulos cientificos y tesis que aborden la Curva de
Viviani, asi como analizando manuales y guias de uso de GeoGebra y Octave para identificar

comandos o funciones utiles.
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3.4.2 Andlisis y sintesis de la informacion tedrica
Objetivo planteado: Pasar de la teoria (conceptos geometricos, definicién de la Curva

de Viviani y técnicas de integracion) a la préctica.

Como: Sistematizando las férmulas y procedimientos necesarios para la
parametrizacién y calculo de la longitud, de esta forma se obtuvo una parametrizacion clara
y un método integral definido, listos para implementarse en software.

3.4.3 Simulacion y verificacion en entornos de software (GeoGebra y Octave)

Obijetivo planteado: Materializar la teoria en representaciones gréaficas y calculos

numeéricos.

Como: En GeoGebra se logré introducir la parametrizacion en su modulo de «Curva

paramétrica» y usar comandos nativos para calcular longitudes.

En Octave: se programaron scripts que definieron la funcién paramétrica y

permitieron calcular la integral de la norma del vector velocidad.

De esta forma, se obtuvieron resultados graficos (representaciones 2D/3D) y

numéricos (valor de la longitud).

3.4.4 Comparacion de resultados y validacion

Objetivo planteado: Evaluar la coherencia entre el célculo analitico y el

computacional, asi como entre ambos entornos de software.

Como: Se aplicaron técnicas de comparacion cuantitativa para examinar si los

valores de la longitud obtenidos en GeoGebra, Octave y la formula analitica coinciden.
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3.4.5 Documentacion de procedimientos y elaboracion de reportes

Objetivo planteado: Garantizar la trazabilidad y reproducibilidad de la investigacion.

Como: se registraron paso a paso la forma en que se parametrizo la curva, se calculd

la longitud y se implementd en cada software.

Para ello se han incluido fragmentos de cddigo (Octave) y capturas de pantalla de

GeoGebra, junto con interpretaciones de los resultados.
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CAPITULO IV: RESULTADOS

4.1 Anadlisis de resultados

En esta seccion se muestra de manera clara y verificable como se alcanz6 cada

objetivo especifico.

4.1.1. Objetivo 1: Determinar la ecuacion paramétrica de la Curva de Viviani.
De acuerdo con la definicion 01, la curva de Viviani se obtiene de la interseccion
entre:
1. Una esfera de radio 2r, centrada en el origen, cuya ecuacion es: x? + y? + z2 =
4r?
2. Un cilindro vertical tangente a la esfera, cuya ecuacién es: x? + y2 = 2rx
entonces: x> —2rx + y2 =0
x2=2rx+ r?+ y?=r?
(x—1r)2+ y2=r?

x—1r =rcos(0)

Haciendo: { ; 0 < 8 < 4w yremplazando en la ecuacion mostrada
y = rsen(0)

en 1, se tiene:
(r+ rcos(@))2 + r2sen?(0) + z? = 4r?
r?2 4 2r2cos(0) + r2cos?(0) + r?sen?(0) + z* = 4r?

1-cos(0)
2

zZ=2r

De esta forma se obtuvo la parametrizacion de la curva de Viviani. Se expresa de la

forma siguiente a:I = (0,4m) - R3
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O de forma equivalente a:I1 = (0,47) —» R3

a(f) = (r + rcos(0),rsen(0), 2rsen (g))

En le figura 7 se observa en GeoGebra que la curva “a” pertenece tanto al cilindro
x%+y2=2rx, como alaesfera
x% +y?% + 2% = 4r?

Lo que valida la parametrizacion obtenida para la curva de Viviani .

» Graficas 3D

sl L L P =44

Figura 7: Curva de Viviani
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4.1.2. Objetivo 02: Calcular la longitud de la Curva de Viviani utilizando
técnicas de calculo integral.
Segln Do Carmo (2005), “la longitud de arco de una curva parametrizada regular

a:1 - R3, apartir del punto t, € I esta dada por

t

s() = f &’ (©)] dt

to

Donde: |a’(t)|=J(x’(t))2+y’(t))2+(z’(t))2, es la longitud del vector
a'(t)"(p.7). En este sentido aplicando esta definicion sobre la curva parametrizada
a:1 = (0,4m) - R3 definida como a(8) = (r + rcos(0),rsen(8), 2rsen (g))

1. Vector velocidad

0
a'(f) = (—r -sen8,r-cos@,r - cos (E))

2. Norma de o'(8)

7] 7]
lla' (&) = T-\/senze + c0s20 + cos? (E) = r-\/l + cos? (E)

3. Longitud de la curva de Viviani

4T
L= f e (0)11d6
0

4 9
Lzrj \/1+cosz<—)d0
0 2

Con el cambio u =§, se tiene d8 = 2 du:
2T
L = 2rf v 1 4+ cos?udu
0
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T
L = 4rf 71 +cos?2u du
0

V3
2

L = Srf V1 +cos?udu y usando:1 + cos?u = 2 — sen’u
0

7 1
L = 8r-\/§f2 \/1 — (E)-senzu du
0

1
=8r-v2.E (—)
V2
Donde
L
2
E(k) =f 1 — k?senudu
0
Conk = %; es una integral eliptica completa de segunda especie de Legendre.

4. Expresion exacta

L =28r -2 E(%)

5. Valor numérico

1
E(—) ~ 1.350643881, por lo que:
72 p q

L =~ 8-r-141421356 -1.350643881 ~ 15.27 -r

4.1.3. Objetivo 03: Representar la Curva de Viviani en GeoGebra utilizando su
parametrizacion.

La representacion de la curva de Viviani se logra a través de GeoGebra utilizando el
comando Curva((R + R cos(t), R sen(t), 2R sen(t/ 2)), t, 0, 4xt) conforme a lo desarrollado y
presentado en el objetivo 1.

4.1.4. Objetivo 04: Identificar y aplicar las herramientas o comandos especificos

de GeoGebra para calcular la longitud de la curva.
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€ Célculo de I3 lengitud con GeoGebra.ggb

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

x5 D oo 4l N =)

* Vista Algebraica
n = 5900
a=1.3506049122

» Vista Grafica

f(t) = \I,-"Illl—% sen?(t)

R=1
b =15.2803502741

texto2 = “f(t) = \I,-'fl —% sen?(t)”

W2
textol = “L=8+2R

Entrada:

Figura 8: Calculo de la Longitud de la curva de Viviani con GeoGebra utilizando la herramienta suma inferior con dos deslizadores

Sumalnferior(sqrt(1 -1/ 2 sen(t)), 0, /2, n); Deslizadores R: radio del cilindro y n: nimero de subintervalos del intervalo [0; g]
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4.1.5. Objetivo 05: Identificar y aplicar las herramientas o comandos especificos de

Octave para calcular la longitud de la curva.

% == == == = e — == == s s
% viviani_length.m
% Longitud de la curva de Viviani (dos vueltas completas)
% == == == = -_——=C == == T
function L = viviani_length(r)

ifnargin<1,r=1;end % radio por defecto

% — Rango del pardmetro 0
theta0 = 0;
thetal = 4*pi; %0 ... 4t (recorre dos veces la curva)

% — Norma del vector velocidad ||a'(0)||
vnorm = @(th) r .* sqrt(1 + cos(th/2)./2);

% — Integracion numeérica (Gauss-Kronrod adaptativo)
L = quadgk(vnorm, theta0, thetal, ...
'‘AbsTol', r*1e-12, 'RelTol', 1e-10);

% — Salida en consola

fprintf('\n--- Curva de Viviani ---\n");
fprintf('Radio r=%.12g\n’, r);
fprintf('Longitud numérica L = %.12g\n’, L);

% — Gréfica opcional

th = linspace(theta0, thetal, 600);
X =T+ r.*cos(th);

y =r.*sin(th);

z = 2*r.*sin(th/2);

figure(); clf
plot3(x, y, z, 'LineWidth', 1.3);
grid on; axis equal
xlabel('x'); ylabel('y"); zlabel('z");
title(sprintf('Curva de Viviani (r = %.3g)', r));
end
Salida del programa
Curva de Viviani

Radio r=1

Longitud numérica L = 15.2807911561
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Curva de Viviani (r=1)

Figura 9: Curva de Viviani para r=1 https://www.mycompiler.io/view/Cv7CILDMfe5

4.1.6. Objetivo 06: Determinar las ventajas y limitaciones de GeoGebra y Octave en
la representacion y calculo de la longitud de la Curva de Viviani.
Se ha logrado determinar que GeoGebra destaca por su representacion intuitiva y rapida de
la curva de Viviani y mas aun con la utilizacion de deslizadores incorporados en el software,
nos permite verificar empiricamente propiedades formales, experimentar con parametros y
generar conjeturas en un ciclo de retroalimentacion inmediata entre accién y visualizacion.
Por tanto, GeoGebra, convierte la curva de Viviani en un objeto manipulable en tiempo real.
Mientras tanto Octave es ideal para: calculos numéricos rigurosos y reproducibles; permite
fijar tolerancias, evaluar el error y documentar scripts que se ejecutan por lotes o se
versionan. A continuacion, se establece una tabla de Ventajas y limitaciones de GeoGebra

y Octave:
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Tabla 6

Ventajas y Limitaciones de GeoGebra y Octave

Dimension

GeoGebra — Ventajas

GeoGebra — Limitaciones

Octave — Ventajas

Octave — Limitaciones

Visualizacion
3D

Calculo de
longitud

Eficiencia

Usabilidad /
Docencia

Motor grafico: rotacién
fluida.

Deslizadores (r, 0):
exploracion en tiempo real.

Comando Length[curve]
rapido y directo: resultado
inmediato para
demostraciones.
Convergencia intuitiva al
aumentar Subdivisiones.

Célculo 'y renderizado
simultaneo: respuesta
visual inmediata atil para
las clases.

Permite incrustar texto,
preguntas y notas
didacticas en el mismo
archivo . ggb.

Maximo de subdivisiones para
una curva 4000; méas puntos
requiere scripts y ralentiza la
escena.

imposibilidad de
tolerancias de

fijar
error.

Sin estimador de error ni salida
del n° de evaluaciones.

Subdivisiones >
navegacion se
incomoda.

4000;
vuelve

Automatizar series de pruebas
exige JavaScript o
GeoGebraScript, no trivial
para principiantes.

plot3, mesh y surf permiten

vistas 3D  basicas vy
exportables a  formatos
vectoriales.

quadgk, integral, quadl, quad
= integracion adaptativa con
control AbsTol, RelTol y
estimador de error.
Alcanzable error = 10714

Tiempo CPU muy bajo
gracias a integracion
adaptativa; namero de
evaluaciones < 10 000 para
tol =102

Workflows reproducibles:
basta un archivo .m con el
algoritmo completo.
Facil ejecutar barridos
automaticos, guardar CSV y
graficar error.

Interactividad minima;
rotacion/zoom poco fluida.
No hay controles nativos tipo
deslizador

Seleccion  inadecuada de
tolerancias puede disparar
tiempo de computo.

Carece de GPU; todo es CPU:
grandes barridos 0
animaciones deben guardarse
y mostrarse aparte.

Interfaz  puramente textual;
para demostraciones en vivo
se ve menos atractiva que
GeoGebra.
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4.2  Contrastacion de hipotesis

Hipdtesis 1: “La Curva de Viviani se puede expresar mediante una parametrizacion
clara en un sistema de coordenadas adecuado (por ejemplo, cilindrico o esférico), de modo
que todos los puntos de la curva cumplan simultaneamente las condiciones geométricas que
la definen.”

En efecto; de la exposicidn de resultados se concluye que existe una parametrizacion
clara que satisface simultdneamente las ecuaciones de la esfera y el cilindro que definen la
curva de Viviani. Se expresa de la forma siguiente

a:1 = (0,4m) - R3

a(t) = (r + rcos(6),rsen(6), 2r\/@>

O em su forma equivalente

a:1 = (0,4m) - R3

a(f) = <r + rcos(60),rsen(0), 2rsen (g))

Por lo tanto, se confirma satisfactoriamente, la hip6tesis planteada

Hipotesis 2: “La longitud de la Curva de Viviani, derivada de su parametrizacion, se
podra obtener con exactitud a través de una sola integral de la norma del vector velocidad,
lo que confirmara la consistencia matematica de la parametrizacion.”

A partir de los resultados obtenidos en 4.1 se concluye que la longitud de la curva de

Viviani esta dada por la expresion:

T

2 1
L=8r-\/§f Jl—(z)-senzudu

0

=8r-\/§.E(%>

Donde en concordancia con Gradshteyn, & Ryzhik, (2014), “E” esta definida como:
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T
E(k) = IZ\H — k?sen?udu
0

Como caso particular para (r=1), se calcul6 la longitud L con una precisién absoluta
menor a 10712 | siguiendo a Johansson (2024) al utilizar la libreria mpmath en Python;

obteniendo:

7 1
L = 8r-\/§f 1 - (E) . sen?u du ~ 15.280791156110848 ...
0

Hipotesis 3: “La introduccion de la parametrizacion de la Curva de Viviani en
GeoGebra generara una representacion grafica fiel, lo que permitira visualizar
adecuadamente sus propiedades geométricas en un entorno interactivo.”

En efecto de acuerdo con 4.1 se logra una representacion precisa de la curva de

Viviani
b A @ &N el |[E] = =
+ Vista Grafica < | v Graficas 3D X
T
ecd)
10 i
]
]
R=3 ;
- |
5 i
1
]
£ :
o L 'S
-5 0 5 (1
t=0 b
® :
| 5 :
:
1
10 i
1
i
]
15 ‘
1

Figura 10: Curva de Viviani con GeoGebra https://www.geogebra.org/classic/geawhgaw
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Hipotesis 4: “Los comandos nativos de GeoGebra para manejar funciones
parameétricas e integrar arcos de curva brindaran un resultado numérico coincidente con el
valor tedrico de la longitud, ratificando la exactitud de la aproximacion computacional.”

Como se ha visto es necesario utilizar integrales elipticas porque la longitud de la

curva de Viviani

T

2z 1
L=8r-\/§f 1—(2)-sen2udu

0

involucra una expresion con raiz cuadrada de un término trigonomeétrico. Este tipo
de raices no pueden resolverse mediante métodos elementales, lo que lleva al uso de
funciones especiales desarrolladas en 4.1.2. lo que permite manejar este tipo de problemas
geométricos y fisicos. Sin embargo, usando comandos de GeoGebra tal como se aprecian en

la figura adjunta

Archive Edita Vista Opciones
rl -

| e
D B ER¥) ol

» \.I'Iér.a Algebraica s | v Vista Grafica

b =152803502741

® n=5900 |
® a3=1.3506049122 = 5800 2 |
ot — [1- 2 wemy i i
v 2 R=1 |

® R=1 ——ee <I
|

|

|

[ 1
/ F(r) = 11— sen’(t
® texto2 = *f(t) = |/1- ; seni(t)" ®© \ 2T ®

g rer——
® textol — ~L:s~/5Rf '.,' 1-%;“% dt
L]

Nimero a

Sumalrferior(sqri(1-1 /2 sen’{tj), 0,7/ 2, n)

Propiedades... Ok Cancela Aplicar

05 i .
w2 1
= 8'\/2_Rf = é—seﬂ,zt dt— 8\/5 #1 % 1.3506049122 = 15.2803502741
0

Figura 11: Longitud de la Curva de Viviani con GeoGebra

Podemos obtener aproximadamente la longitud de la curva de Viviani, al utilizar o
bien la suma inferior de Riemann o bien la suma superior de Riemann, los cuales son
comandos nativos de GeoGebra; dados como:

Sumalnferior(sqrt(1 - 1/ 2 sen(t)),0,x/2,n)=c
SumaSuperior(sqrt(1 - 1 /2 sen*(t)), 0, w/2,n)=a
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Epic Pen |: de la longitud con Gec 5.ggb

D EEREC ©)

* Vista Algebraica
® n=5900
® a=1.3506828499

—

1
® f(t) = \;’ 1— 2 senl(t)
® R=1
b =15.2812320382
_
[ 1
® texto2 = “f(t) = VJ] ~ sen?(t]

® ¢=1.3506049122
d=15.2803502741
W2 [T

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

FAIRSIERIIES

® texto3 = "LiZB\/ER /1—55
1}

&2 [

® textol = 'L,::NER/ V 5
0

0.8 1
c=1.23506049122

a= 13500828499

'JT/2 1
= S\/ERf \/1 —3 sen?t dt = 8+v/2 x 1 % 1.3506828499 = 15.2812320382
0

Entrada:

|
L; =8V2R f \J1— Esenzt dt = 8v/2 1 % 1.3506049122 = 15.2803502741
0

» Vista Grafica JE— i A
@ Redefine
n=5900 | 1-5 Iln—l—e— |
— E 3 f(t) = \/1 e 5 senz(t) Numero ¢
R= ‘Sumalnferior(sgri(1-1/2 sen®(t)), 0, 1/ 2, n)
rll=.l|lll=0- . .
Propiedades... OK Cancela Aplicar
[ I I e I ——
G Redefine ]
Numero a
[SumaSuperior(sgri(1 - 1/2 sen®t)), 0, 1/ 2, n) |

Propiedades... OK Cancela Aplicar

aw ||

Figura 12: Longitud de la Curva de Viviani por suma superior y suma inferior de Riemann para n=5900
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En la figura 12 se calcula, visualizando simultdneamente las sumas inferior y

superior (o cotas inferior y superior) de la integral

7 1
f \/1 - (—) - sen?t dt
0 2

que, multiplicada por 8 * +/2 nos da la longitud de la curva de Viviani.

Elementos Clave de la gréfica

1

1. La funcion principal de color azul f(t) = Jl — (E) - sen?t trazada sobre el

intervalo [O, g]

2. Subdivisiones
El deslizador “n = 5900” controla la particion uniforme en n subintervalos de
igual anchura At.

3. Suma Superior (a'y area amarilla)

GeoGebra calcula

n

t

= Sep = Z (maxf( )> At ~ 1.3506828499
= [ti-1, ti]

Y en la caja amarilla traduce eso a

w/2 1
L= Sﬁﬂf i‘.l'l —3 sen?t dt = 8v/2 % 1 % 1.3506828499 — 15.2812320382
0

4. Suma Inferior (cy area verde)

De igual manera, calcula

n

[ t
€ =Sy = Z (mmf( )) At ~ 135060191229
= [ti—1, ti]

y en la caja turquesa muestra
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ﬂ'fg 1
L= Sx/ERf 1|f'1 3 sen?t dt = 8v/2 % 1  1.3506049122 = 15.2803502741
0

5. Interpretacion

s
2 1

Sing < 8\/5[ \/1 — (E) - sen?t dt < Sgp
0

Asi para n=5900 como se muestra en la figura 12 se tiene
15.2812320382-15.2803502741~8.82x10—4

Lo que implica que existe una brecha muy pequefia menor que una milésima de
unidad, asi la aproximacion por rectangulos tanto inferior como superior ya casi abraza el
area exacta, es decir al valor real o de referencia obtenido en 4.1.5 con octave

Longitud numérica L = 15.2807911561

Notese que al aumentar “n”, esas areas (a y c), se acercaran aun mas ilustrando como
las sumas de Riemann (inferior y superior) convergen al valor de la integral definida.

En consecuencia, con un método de particiéon uniforme y un namero finito de
rectangulos (5900), las aproximaciones superior e inferior obtenidas practicamente
coinciden con la longitud exacta de la curva, validando asi la eficacia numérica de la
construccion en GeoGebra.

Hipotesis 5: “Mediante la implementacion de rutinas de calculo integral y
manipulacion de vectores en Octave, es posible reproducir con precisién la longitud de la
Curva de Viviani, obteniendo resultados comparables a los obtenidos de forma analitica.”

En efecto, esta hipotesis queda demostrada en 4.1.5

Hipodtesis 6: “GeoGebra proporcionard una interfaz madas intuitiva para la
visualizacion y el manejo gréafico de la Curva de Viviani, mientras que Octave ofrecera
mayor flexibilidad numérica y analitica; sin embargo, ambos entornos convergeran en

resultados coherentes respecto a la longitud de la curva.”

46



En efecto

1. Interfaz intuitiva de GeoGebra

No es necesario conocer nada de scripting para trabajar con GeoGebra: en cuestion
de segundos se pueden crear dos deslizadores uno para el radio r y otro para la subdivisién
n—, definir la curva de Viviani con un solo comando grafico y ver como aparece en la
ventana 3D.

Cada vez que se mueve un deslizador, la curva se redibuja al instante. Esto convierte
—por ejemplo, en el caso que se utilice los applets para el aprendizaje —en un proceso casi
tactil: “arrastro aqui, suelto alld, y observo el cambio”. Para un estudiante o un profesor en
clase, no hay barrera técnica significativa: el feedback es inmediato, visual y directo, lo que
facilita tanto la exploracion de propiedades geométricas (auto intersecciones, tangentes)
como la generacion de hipoétesis sin tener que escribir ni una sola linea de codigo.

2. Flexibilidad numérica y analitica de Octave

Es posible pensar a Octave como un laboratorio de prueba. En efecto, un script de
menos de veinte lineas permite variar automaticamente las tolerancias de integracion
(AbsTol, RelTol), medir el tiempo de coémputo, almacenar resultados en un archivo y repetir
el experimento decenas de veces en milisegundos. Se puede invocar funciones de precision
arbitraria o afladir paquetes simbdlicos que den treinta digitos de certeza. Este nivel de
control significa que, si una investigacion necesita validar un resultado hasta la décima cifra
decimal, Octave lo hara sin complicaciones: sus integradores adaptativos ajustan los nodos
donde la funcién varia mas, garantizando que el error esté siempre por debajo del umbral

especificado.
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3. Convergencia de resultados

Como se ha visto, aunque los dos entornos operan de maneras muy distintas —
GeoGebra con un muestreo fijo y visual, Octave con una cuadratura adaptativa y
scriptable—, al comparar sus salidas descubrimos que coinciden en las primeras cuatro o
cinco cifras decimales de la longitud de la curva de Viviani. Asi tenemos, GeoGebra, con
5 900 subdivisiones, ofrece un valor como 15.28035, mientras que Octave, con tolerancias
de 10712, da 15.2807911561. Ambas aproximaciones se solapan coémodamente en
15.2807, lo que demuestra que, a pesar de su diferente filosofia de calculo —GeoGebra usa
un enfoque visual y discreto (sumas de Riemann con subdivisiones uniformes), mientras que
Octave aplica cuadratura adaptativa y control de error— ambos programas convergen hacia
el mismo resultado real.

Por tanto, la coincidencia numérica no es casualidad: es la consecuencia de que
ambas metodologias, aunque distintas, son validas y precisas para este problema concreto

del célculo de la longitud de la curva de Vivini.
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CAPITULO V: DISCUSION
5.1  Discusion de resultados
5.1.1. De acuerdo con los hallazgos presentados para alcanzar el objetivo
namero 1y demostrar la hipotesis 1; se tiene:
1. Sintesis de hallazgos
Partiendo de la esfera de radio 2r y centro en el origen: x? + y% + z2 = 4r? y el
cilindro : x2 + y? = 2rx equivalentea (x —r)? + y2 =r? y considerando que

_ {x—r=rcos(9); 0<0 < dn
y = rsen(0)

se obtuvo la parametrizacién de la curva de Viviani la que se expresa en la siguiente
forma

a:1 = (0,4m) - R3

a(t) = (r + rcos(6),rsen(0),2r /1_%5(9)

O en su forma equivalente, como:

N————

a:1 = (0,4m) - R3

6
a(f) = <r + rcos(0),rsen(8),2rsen (§>>

Este ultimo resultado, se alinea con la tradicion matematica ya que la misma forma
de “a(0)” aparece en Sanchez y Chau (2012).
2. Interpretacion formal
Por otro lado, hay que sefialar que cada punto a(0) satisface simultaneamente las
ecuaciones de la esferay el cilindro (residuo idénticamente cero), lo cual prueba que la curva
esta correctamente descrita; finalmente, el intervalo 10,47 recorre la totalidad de la curva,

mostrando explicitamente la auto interseccion en 6 =2x.
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5.1.2. Discusion planteada de acuerdo con los hallazgos presentados para
alcanzar el objetivo nUmero 2y demostrar la hipotesis 2; se tiene:

1. Do Carmo (2005) establece rigurosamente que

s(t) = flla'(t)lldt, la’ Ol = Vx' ()2 +y' ()2 + 2/ (£)?

aplicandolo a a(0) = (r + rcos(8),rsen(0), 2r sin (g)) se obtuvo que :

e’ (O] = r /1 + cos? (g)

. . . o .
Y tras dos cambios de variable sucesivos (u == y 1+ cos?u = 2 — sinu) ,

logramos reducir la integral a la forma

2 N7

Donde E (k) es la integral eliptica completa de 22 especie de Legendre, la cual puede

L = 8r-\/§jf\/1 - (l)-senzu du=8r-\/§.E<i>

ser calculada usando el algoritmo del promedio aritmético — geométrico (AGM) dado en

Borwein y Borwein (1987) quienes lo presentan como un método de convergencia cuadréatica

para calcular integrales elipticas completas, entre ellas E (\/ii)

2. Con relacion al valor exacto vs la aproximacion numérica

La expresion exacta de la longitud de la curva de Viviani es L = 8rv2E (%) se

puede calcular siguiendo el algoritmo propuesto por Borwein & Borwein (1987) como se

indica a continuacion:

© ay=1, by=VI-k ==, ¢ =k =5~ 070710678118 ...
o Seiteran: anyq = an+bn’ bpy1 =+ anby, Cpy1 = fn

2 2

e despues de unas 5 — 7 iteraciones se emplean:
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T
E(0) = 50— [1 -> Z"anl
n=0

Con este método rapido y de convergencia cuadratica se obtiene
E( ! ) 1.3506438810

Por tanto, la longitud de la curva de Viviani contenida en la esfera
x% +y? +z? = 4r?yelcilindro: x? + y2 = 2r x equivalentea (x —r)? + y? =r? esta
dada por:
L~8xrx1414213562 * 1.350643881 ~ 15.28079115 *r
Notese que:
1. GeoGebra con 5900 subdivisiones, arrojo la siguiente longitud de la curva de

Viviani, calculada por sumas inferiores para el caso particular de R=1:

ﬂ',fﬂ 1
L;= BﬁRf \f'l = Esenzt dt = 8v/2 %1 % 1.3506049122 = 15.2803502741
0

Se deduce entonces, que el error relativo seria de

L—1L,
| i ~ 2.885x 1075 ~ 2.9x1075

Esto implica que la longitud que calcula GeoGebra difiere del valor “verdadero”
(dado por Octave o la Integral exacta calculada segun el algoritmo propuesto por Borwein
& Borwein (1987)) en 2.9x10~> partes de la longitud total.
2. Octave, con quadgk y tolerancias 10712, obtuvo 15.28079115161r lo que resulta
en : Error relativo < 10712
3. Por lo tanto:
e La formula analitica se confirma numéricamente con alta precision en
Octave.

e GeoGebra, usando rectificacion uniforme, captura 5 cifras decimales sin
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necesidad de funciones especiales, validando la forma general de la
integral.
5.1.3. De acuerdo con los hallazgos presentados para alcanzar el objetivo

namero 3y demostrar la hipotesis 3; se concluye que existe:

1. Fidelidad geométrica: la curva proyectada en GeoGebra concuerda al nivel de doble
precision con ambas superficies.

2. Interactividad: los deslizadores y herramientas dinamicas permiten explorar
propiedades (tangentes, velocidad, curvatura) de modo inmediato.

3. Valor pedagdgico: al unir lo visual, lo simbdlico y lo formal, GeoGebra se revela
como un entorno idoéneo para aprender y ensefiar la parametrizacion y las
propiedades de la Curva de Viviani. Asi, la parametrizacion no solo existe en el

papel: en GeoGebra “cobra vida” de modo preciso y significativo.

5.1.4. Discusion planteada de acuerdo con los hallazgos presentados para

alcanzar el objetivo nimero 4 y demostrar la hipotesis 4:

El comando nativo de GeoGebra dado por

Sumalnferior (sqrt (1-1/2 sen2(t)), 0, /2, n)

1

Realiza la suma de Riemann de la funcion f(t) =\/1 — (z)-senz(t) en el

intervalo [0, 27r] usando n-subintervalos [t;_4, t;] iguales cada uno de longitud At = % con
min

los cuales se construyen n rectangulos de base At y altura m; = tE [t t;] f(t) de tal
i—-1 b

modo que

n
Sinf(n) = Z m; At
i=1
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Constituye una cota inferior de

f(t)dt

Y E

De esta forma al aumentar n, S;,,r(n) crece y se aproxima por debajo del valor real

de la integral, mostrando de forma visual como la suma inferior de Riemann converge a la

cantidad exacta de la integral cuando n — co.

* Vista Grafica

n=5900 e

| ] I
1+ 5 sen’(t)

S=7iLioss e e

-2 =15 -1 -05 i 05 1 1.5 2 215 3
C=1.3506049122

35 4 4

: /2 1 . .
L= S\fz_R/ /1= - sen?t di — 8v/2 x 1 % 1.3506049122 = 15.2803502741
0

Figura 13: Longitud de la Curva de Viviani con GeoGebra n=5900

En la figura 13 se aprecia la longitud de la curva de Viviani considerando n=5900

sin embargo para mantener la fluidez es recomendable limitar “n” a 2000 - 3000
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5.1.5. Discusion planteada de acuerdo con los hallazgos obtenidos para alcanzar
el objetivo nUmero 5y demostrar la hipotesis 5:
En primer lugar, se confirma la exactitud numérica, en efecto el valor obtenido en
Octave con
quadgk(AbsTol=1e-12, RelTol = 1e-10)
esde Ly = 15.2807911561

Mientras que el valor analitico de referencia esta dado como
1

Lexacto = 87"\/§E (\/E

) ~ 15.280791156110848 ...

Por tanto, se tiene:

Error absoluto~ 8.48x10~13 y Error relativo < 10712

De esta forma el integrador adaptativo de Octave reproduce la totalidad de los digitos
que se presentan en la integral eliptica, lo que confirma que el calculo numérico captura con
mucha fidelidad la forma analitica de la longitud de la cuerda de Viviani.

Finalmente, si comparamos con GeoGebra como ya se vio anteriormente concluimos
que GeoGebra (n=5900) dio una longitud de la curva de Viviani de 15.2803502741 lo que
proporciona 5 cifras correctas, mientras que Octave dio 15.2807911561 lo que proporciona
11 cifras correctas.

5.1.6. Discusion planteada de acuerdo con los hallazgos obtenidos para alcanzar
el objetivo nimero 6 y demostrar la hipétesis 6:

De los célculos realizados en esta investigacion deducimos que GeoGebra basta para
la exploracién visual y la docencia y Octave alcanza la precision investigativa que requiere
verificar hipotesis facilmente con tolerancias < 10712, Por lo tanto ambos entornos son

complementarios.
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CAPITULO VI: CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
6.1  Conclusiones
1. Se logro determinar la ecuacion paramétrica para la Curva de Viviani.

a:1 = (0,4m) - R3

O su forma equivalente, como:

a:1 = (0,4m) - R3

a(f0) = <r + rcos(6),rsen(0), 2rsen (g))

2. Se logro calcular la longitud de la Curva de Viviani utilizando técnicas de célculo

integral, analisis numérico y software GeoGebra y Octave.

1

e Longitud exacta de la curva de Viviani: L = 8rv/2E (\E

) ~ 15.280791156110848 ...

e Longitud para R=1 usando GeoGebra:

17/2 1
L;— Sx/in \/1— E.s;en?t dt = 8v2 x 1 x 1.3506049122 — 15.2803502741
0

e Longitud usando Octave
Lo = 15.2807911561
3. Se logrd Identificar y aplicar las herramientas o comandos especificos de
GeoGebra para calcular la longitud de la curva.
SumaSuperior (sqrt (1 - 1/ 2 sen?(t)), 0, =/ 2, n)

Sumalnferior (sqrt (1 - 1/2 sen?(t)), 0, =/ 2, n)
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4. Se logré representar la Curva de Viviani en GeoGebra utilizando la

parametrizacion.

a(f) = (r + rcos(0),rsen(0), 2rsen (g)>

a:1 = (0,4m) - R3

2

» Vista Grafica

» Graficas 3D X

-15

Figura 14: Representacion de la Curva de Viviani con GeoGebra

5. Se logro identificar y aplicar las herramientas o comandos especificos de Octave

para calcular la longitud de la curva.

Octave con

quadgk(AbsTol=1e-12, RelTol = 1e-10)

alcanza el valor Ly = 15.2807911561
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6. Se determinaron las ventajas y limitaciones de GeoGebra y Octave en la

representacion y célculo de la longitud de la Curva de Viviani.

Tabla 7:

Ventajas y Limitaciones de GeoGebra y Octave

Herramienta

Ventajas principales

Limitaciones principales

GeoGebra

Octave

Visualizacion dindmica: despliegue
inmediato en 3D con deslizadores
para explorar la curva.

Interfaz intuitiva: pocos clics para
definir la parametrizacion y medir la
longitud.

Util en docencia: combina CAS,
grafico y notas en un Unico archivo.
Alta precision: integrador adaptativo
(quadgk) con control de
AbsTol/RelTol consigue 12 cifras
decimales.

Flexibilidad analitica: acceso a
funciones ellipke, scripting completo
y multiprecisién via paquetes.

Reproducible 'y automatizable:
scripts batch, ahorro de tiempo en
barridos paramétricos.

Precision numérica limitada:
suma de Riemann uniforme
maximo 5 cifras decimales
fiables.

Control de error escaso: no
permite fijar tolerancias ni
estimar el error.
Rendimiento:
por encima
subdivisiones.

lento
4000

se vuelve
de

Visualizacion baésica: graficos
3D elementales; no hay
deslizadores integrados.

Curva de aprendizaje: requiere
conocimientos de programacion
y manejo de tolerancias.

Dependencia de librerias:
necesita  paquetes  (specfun,
symbolic) para ciertas funciones.

6.2

Recomendaciones

1. Aplicar la misma metodologia a otras curvas definidas por intersecciones de

superficies (por ejemplo, curvas de Viviani modificadas con diferentes radios).

2. Explorar integradores de orden superior o implementaciones de cuadratura de

Gauss—Kronrod en GeoGebraScript para mejorar la precision grafica.
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