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RESUMEN

Objetivo. Modelar algebraicamente la dialéctica que se produce al interactuar el

docente y los estudiantes con ayuda de la teoria de categorias.
Materiales y métodos.

Por su finalidad que se desea, la investigacion es de tipo basica aplicada, con nivel
de investigacion descriptivo, de disefio no experimental, elaborado bajo un disefio
documental de estudio de caso y esta basado bajo el enfoque cualitativo. Como
resultado de la investigacion se desarroll6 un modelo algebraico del proceso de

ensefanza-aprendizaje
Resultados

En los resultados de la investigacion se desarroll6 un modelo algebraico del proceso
de ensefianza-aprendizaje considerando para tal fin la dinamica interactiva de la
transmision y adquisicion del cocimiento de ciertos escenarios contextuales en el aula,
asi como las creencias de los saberes previos supuestos de los educadores y
educandos. Se elaboré el modelo matematico construyendo dos categorias a saber;
la categoria docente y la categoria alumno de tal manera que, se construye el funtor

ensefanza-aprendizaje entre ambas categorias.
Palabras claves: Teoria de categorias, Funtores, Socio-constructivismo

Ensefianza — aprendizaje.
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ABSTRACT

Objective. Algebraically model the teaching-learning process with the help of category

theory.
Materials and methods.

Due to its intended purpose, the research is of a basic applied type, with a descriptive
research level, of non-experimental design, prepared under a case study documentary
design and is based on a qualitative approach. In the results of the research, an
algebraic model of the teaching-learning process was developed

Results

In the results of the research, an algebraic model of the teaching-learning process was
developed considering for this purpose the interactive dynamics of the transmission
and acquisition of knowledge of certain contextual scenarios in the classroom, as well
as the beliefs of the previous knowledge assumed of the educators and learners. The
mathematical model was developed by building two categories, namely; the teaching
category and the student category in such a way that the teaching-learning functors is

built between both categories.
Keywords: Category theory, Funtors, Socio-constructivism

Teaching - learning



INTRODUCCION

El vertiginoso cambio tecnoldgico del siglo XX ha traido consigo nuevos paradigmas
respecto al proceso de adquision del conocimiento, pues nuestro entorno social esta
encapsulado por un sistema dinamico regido por la difusion y la transmision de la
informacion. En tal sentido la capacidad perceptiva del ser humano se encuentra
constantemente ratificando y rectificando diversas reflexiones de su entorno sensorial
exterior. Las diversas vertientes del constructivismo opinan que el aprendizaje del ser
humano ocurre como resultado de un proceso dialéctico entre la nueva informacién
asociada a ciertos conocimientos previos. Por lo tanto; las personas tienen la

capacidad de construir su conocimiento en ciertos escenarios contextuales.

El presente trabajo de investigacion alcanza los siguientes objetivos, modelar e
interpretar el proceso de ensefianza-aprendizaje con ayuda de la teoria de categorias
y construir dos categorias algebraicas que sean la base de nuestra propuesta de

investigacion.
A continuacion, se presenta la descripcion de los contenidos

En primer lugar, se presenta un marco teorico general dedicado exclusivamente a
fundamentar la teoria de categorias. Se inicia con una introduccion, donde se define
de manera axiomatica la categoria. Luego, se elabora las construcciones categéricas,

por ultimo, se incursiona brevemente en la teoria de funtores.

En seguida, la investigacion dedicada al estudio de la teoria del Aprendizaje., se inicia
construye la categoria Aprendiz, luego se define el aprendizaje significativo y

finalmente, se define la teoria de asimilacion.

Finalmente Se introduce la N -Categoria y luego se procede a construir la categoria
aprendiz y categoria docente para establecer la interpretacion categérica de la

ensefianza-aprendizaje.
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CAPITULO |

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 Descripcion de larealidad problematica

Uno de los problemas mas relevantes de la educacion es todo aquello que involucra
la interaccién del binomio docente - alumno. Por esta razon el proceso educativo es
una actividad compleja donde es necesario lidiar con personas de diversas creencias,
costumbres y diferentes etapas generacionales. Por lo tanto, toda actividad dentro de
un sistema educativo que se encuentre vinculado al proceso de ensefianza-
aprendizaje debe privilegiar la calidad de informacion y los contenidos significativos
relacionados ella. En ese sentido el problema es relevante, porque aborda un proceso
dindmico e iterativo dentro de un sistema educativo; paratal fin es necesario identificar

las relaciones vinculantes de tal proceso dentro de la estructura cognitiva del alumno.

De otro lado, la teoria de categorias fue formalmente introducida en 1945, por Mac
Lane y Eilenberg con la finalidad de vincular construcciones matematicas. El fuerte
impacto de esta teoria reside esencialmente en ser una teoria general de estructuras
y sistemas de estructuras y provee un marco conceptual para analizar componentes
universales mediante la bus- queda de relaciones internas con otros objetos de cierta
estructura. Por tanto, la complejidad dinamica y relacional que envuelve al proceso
de enseflanza-aprendizaje requiere de nuevas herramientas de entendimiento para

abordar ciertos problemas emergentes que su dinamica provoca.

1.2 Formulacion del problema

1.2.1Problema General

¢ Es posible interpretar el proceso ensefianza-aprendizaje con ayuda de la teoria de
categorias?

1.2.2 Problemas Especificos

¢ Existira un proceso de ensefianza-aprendizaje utilizando teoria de categorias?

¢ El modelo algebraico planteado funcionaria para representar de manera relacional

el proceso ensefianza-aprendizaje?

1.3 Objetivo de la investigaciéon
1.3.1 Objetivo General
Modelar algebraicamente el proceso de ensefanza-aprendizaje con ayuda de la

categoria de categorias.
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1.3.2 Objetivos Especificos
Exponer en forma clara y detallada la teoria de categorias para ser aplicado en el

proceso ensefianza-aprendizaje

Interpretar el proceso de ensefianza-aprendizaje desde el marco conceptual de la
teoria de categorias.

1.4 Justificacion de la Investigacion

Este trabajo de investigacion se direcciona a la ciencia de la educacion, el cual estudia
los fundamentos cientificos de los diferentes aspectos que describen, analizan y
explican los fendmenos educativos. Este estudio es realizado desde una perspectiva
de las estructuras algebraicas, se procura traer los beneficios de conceptos y técnicas
de tal teoria con la finalidad de ayudar a caracterizar propiedades relacionales que
envuelven los diferentes aspectos de la ciencia de la educacion, con esto se intenta
contribuir al area de los fundamentos de la transmision del conocimiento en el proceso
enseflanza-aprendizaje, el cual fundamenta el conocimiento y el entendimiento
de la transmision de ciertos tipos especiales de conocimientos. Cabe resaltar que
tales conocimientos se basan en un determinado principio. ¢Como aprenden las
personas? Por otro lado, se debe resaltar que diversos estudios en teoria cognitiva y

fundamentos estadisticos que impulsan su tratamiento matematico.

Finalmente, como la teoria de categorias es un instrumento algebraico relacional que
servira para la fundamentacion del proceso ensefianza- aprendizaje que de proyectar
los problemas originados en el campo del proceso de transmision del conocimiento

hacia las matematicas mas precisamente las estructuras algebraicas.
1.5 Delimitacion del estudio

La Ciencia de la educacion fundamenta sus bases cientificas en la flexibilidad de sus
métodos y principios usados en la dialéctica originada por la transmisién y recepcion
del conocimiento en los diversos procesos de ensefianza y aprendizaje, siendo esté
de sumo interés por parte de diversas ciencias cognitivas, pues es usada en varios
campos que van desde la implementacion de la inteligencia artificial, pasando por la
fundamentacion de los aspectos cognitivos del aprendizaje, la teoria de la
comunicacion, la teoria estructuralista del constructivismo entre otras, esto hace ver
gue la investigacién estd delimitada al estudio de las categorias y el proceso

ensefianza- aprendizaje a estudios universitarios.
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Barbosa (2013), demostré que la teoria de categorias puede ser considerada como
marco de referencia para la comprension del proceso de ensefianza-aprendizaje,
basandose en una relacion entre mapas conceptuales a lo largo de todo el proceso
de adquisicién del conocimiento. Es decir, logra la asociacion entre la transmision del
conocimiento y las estructuras algebraicas. Por lo tanto, la ciencia de la educacién y
las matematicas son los campos de la ciencia que delimitan nuestra investigacion.
1.6 Viabilidad del estudio

La teoria de categorias fue formalmente introducida en 1945, por Mac Lane y
Eilenberg. Sus origenes se fundamentan en la topologia algebraica. La teoria crecio
rapidamente, consolidandose como una disciplina abstracta y es hoy en dia una rama
substancial de las matematicas. Su fuerte impacto reside esencialmente en ser una
teoria general de estructuras; que provee un marco conceptual para analizar los

componentes universales y relacionarlo con otras estructuras conocidas.

Por todo lo expuesto, interpretar el proceso de ensefianza-aprendizaje desde Optica
de la teoria de categorias es hallar de forma indirecta muchos marcos teoricos
equivalentes con la finalidad de transportar problemas de la ciencia de la educacion
a las matematicas. Por esta razon la teoria de categorias ha sido elegida para

enmarcar el desarrollo de esta propuesta.
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CAPITULO Il
MARCO TEORICO
2.1 Ancedentes de la investigacion
1. Lima y Douglas (2014), en su libro: Mapas Mentais e Memorizacao. Editorial,

Impetus.

Explica y utiliza la eficiencia de los mapas mentales para la interiorizacion de ciertos
tipos de conocimiento durante el proceso de aprendizaje, ademas manifiesta la
bidimensionalidad cognitiva de los mapas mentales respecto a la organizacion y

estructuralizacion de la informacién recabada.

2. Black (1952), en su libro: Critical thinking. Editorial, Prentice-Hall.

Sugiere que el estudio del raciocinio y la l6gica es una caracteristica relacional
entre el sujeto y el objeto aprendido. Pues ambos aspectos estan intimamente
correlacionados durante el acto complejo del aprendizaje y la socializacion de

éste.

Piaget y Greco (1974), en su libro: Aprendizagem e Conhecimiento. Editorial,

Prentice-Hall.

Presentan un estudio detallado sobre el aprendizaje cognitivo de un nifio,
rescatando los sus procesos cognitivos internos en toda la etapa del proceso
de aprendizaje y maduracion en esta etapa de acomodacion sucesiva del

entendimiento.

3. Vekiri (2002), en su articulo titulado: What Is the Value of Graphical Displays

in Learning? Educational Psychology Review, Vol. 14, No.

Muestra cdmo construir inferencias complejas e integrar informacion usando
mapas conceptuales. Para ello propone una metodologia basada en la
estructuralizacion de la informacion bajo ciertos criterios de importancia y

relevancia cognitiva.
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4. TESIS DE INVESTIGACION

1. Titulo de la tesis, lugar y afio de publicacion.
Sobre dos légicas categoéricas: Logica Lineal y algebra con tipos
ordinarios
Madrid 2016

2. Apellidos y nombres del autor
Narciso Marti, Oliet.

3. Institucién que respalda el estudio
Universidad Complutense de Madrid: Facultad de Ciencias
Mateméticas.

4. Conclusiones. Sea presentado un enfoque semantico que permite

exhibir los beneficios de la logica categorica como marco de discusion

argumentativa entre la logica lineal y el algebra con tipos ordinarios.

2.2 Bases Teoricas

Para establecer nuestro modelo categorico del proceso ensefianza-aprendizaje es
necesario proporcionar instrumentos de corte teoOrico propicios para Su
fundamentacion.

2.2.1 Aprendizaje Significativo

Tal como lo comenta Veloz (2014). El aprendizaje significativo es una adquisicion de
nuevos conocimientos mediante su inclusion en conceptos ya existentes de la
estructura cognoscitiva.

2.2.2 Mapas Conceptuales

Segun Diaz-Barrigay Hernandez (2010). Los mapas conceptuales son organizadores
graficos que mediante ciertos simbolos representan informacion, la finalidad es
jerarquizar y estructura la informacién segun su importancia, por tal sentido son
sefialados como un instrumento para la construccién del conocimiento.

2.2.3 Errores Conceptuales

Segun Molina (2012). Son aquellos obstaculos presentes en el desarrollo del
pensamiento creativo y critico, pues condicionan el proceso por el que se adquieren

nuevos conocimientos.
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2.2.4 Proceso de enseflanza-aprendizaje

Se entiende por proceso de ensefianza-aprendizaje, a la interaccion entre la dupla
docente-estudiante encargados de recepcionar y transmitir conocimientos sobre un
topico especifico. Ademés tiene por finalidad la construccion del conocimiento
mediante mecanismos dialecticos entre el objeto de ensefianza y objeto de
aprendizaje.

2.2.5 Teoria de categorias

La teoria de categorias puede concebirse como el generador universal de ciertas
construcciones matematicas en contextos axiomaticos. Ademas permite
generalizarlas mediante construcciones universales descritas como propiedades
universales.

2.2.5.1Definicion de categoria
El matematico aleman George Cantor (1845-1918) y el italiano Giuseppe Peano

(1858-1932) inventaron la teoria de conjuntos con la finalidad de establecer
condiciones de existencia y unicidad de los objetos matematicos dentro de un
contexto dado. Sin duda alguna esta teoria tuvo un papel importante en la
fundamentacion de la matematica. Cabe resaltar que ésta teoria, hace posible el
estudio de los objetos matematicos a través de sus partes constitutivas (método
analitico).

De otro lado, como la matematica moderna se presenta de forma estructurada, la
comprension de los objetos matematicos requiere de una nueva Optica totalizadora
gue englobe la accion de estos con su entorno (método sintético); en ese contexto
surge la teoria de categorias como alternativa de comprension del marco
estructuralista que el método axiomatico pro pone.

Esta teoria proporciona a los matematicos un lenguaje y por lo tanto; una forma de
razonamiento general, expresado en términos de propiedades universales con ayuda
de diagramas conmutativos con la finalidad de establecer regularidades a través del
comportamiento del objeto matematico.

Definicion (Categoria). Una categoria (C) consta de una clase de objetos, obj(C),
cuyos elementos son denotados por A, B, C,... tal que, para todo par (A; B) €
obj(C)xobj(C), existe una clase de morfismos Hom C (4; B) (posiblemente vacio) de
modo tal que para toda A, B, C € obj(C)ytodo f € Hom C(A; B)yg € Hom C(B; C),

16



existe un morfismo llamado composicion de Hom C(4; B) X Hom C(B; C) —

Hom C(4; C) el cual sera denotado por g o f € Hom C(4; C).
Ademas toda categoria cumple los siguientes axiomas.

Axioma 1.

Paracada A € obj(C), existe I, € Hom C(4; A), llamado morfismo identidad, tal que
paraf € HomC(A; B)yg € HomC(C; A)secumple foly, = fylyog = g.
Axioma 2.

Dado los morfismos f € HomC(4; B), g € HomC(B; C) y h € Hom C(C; D).
Esdecirho(gof) = (hog)of .

Observacion En adelante, obj(C) y Hom C(A; B) son clases para evitar algunas
paradojas de la teoria de conjuntos.

Definicion (Diagrama). Sea la categoria C. Un diagrama es una coleccion de vértices
y arcos, etiquetados de manera coherente con objetos y morfismos. Tal como se

puede apreciar.

P__ g . c

f'l f
A———3B

g
Definicion (Diagrama conmutativo). Un diagrama en la categoria C es llamada

conmutativa si, para cualquier par de vértices A y B todas las rutas en el diagrama
desde A hasta B son iguales (en el sentido de que cada ruta en el diagrama determina
morfismos compuestos iguales). Por ejemplo si para todo g" € Homc(P'; A) y f!' €
Homc(P';C), f-f" = g-g" entonces existe un Unico h € Home(P’; Ptal que el

siguiente diagrama conmuta. Es decir, g"' = f'ehy f'=g'-h,

Observacion Los diagramas se empelan para establecer y demostrar propiedades
de las construcciones categoricas; tales propiedades a menudo se expresan diciendo
gue un diagrama en particular conmuta gracias a la existencia de un unico morfismo
gue cumple tal o cual condicion.

Ejemplo Categoria de conjuntos (Set). Si definimos:

1. La clase de objetos obj (Set) como la clase formada por todos los conjuntos.

2. La clase de todas las funciones de A en B como el conjunto HomSet(4; B).

3. La composicion como la composicion usual de funciones. Entonces Set es una

categoria.
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Definicion (Categoria pequefia). C se llama pequefia si y solo si obj(C) es un
conjunto.

Ejemplo. Categoria Carcaj (CA). Un carcaj es una gréfica orientada conexa y finita.
Explicitamente, Un carcaj es una cuadrupla ordenada CA = (CO, C1, s, t) formada por
dos conjuntos, Co ={i, K,............ , ]} (el conjunto de vértices) y C:={a, B, ...., Y} (el
conjunto de caminos); y dos aplicaciones s, t : C; —Co que asocian a cada camino a
€ C: su inicios s(a) y su fin t(a). Por lo tanto, un carcaj se puede considerar un grafo
orientado (que puede tener lazos y caminos mdltiples).

Notacion.

El esquema a :i — jen CA significaria: el camino dirigido a que inicia en el
vértice iy termina en el vértice j. Luego un camino dirigido (de longitud n) dei aj
en CAes una sucesion de vértices y caminos

(lan,an-1, , a1| i) con n = 0 que verifica:

Iniciode a1 = i
Final de a1 = inicio de a2
Final de a2 = inicio de a3

Final de an =j.
Y para el caso n = 0 se tiene i = ]. De esta manera asociamos a cada veértice i su

camino trivial e; = (i || i), el cual debe ser interpretado intuitivamente como permanecer
en el vértice i.

Luego si definimos:

1. La clase de objetos obj (CA) como el conjunto Co.

2. La clase de todos los morfismos Homca como el conjunto Cj.

3. La composicién de dos caminos se hace por concatenacion cuando esto es
posible. Es decir, (j|Bp,Bp-1,-.....B1|K)>(l|an, an-1, ,a1]i) vale cero sik f=1, y vale (j |Bp,

Bp-1, ..... , B1, Qn, Qn-1, ..... , a1l i) enel caso k =1.
Entonces, CA es una categoria pequefia.

Para tal efecto, verificaremos que se cumplen los axiomas de categoria.
Axioma 1.

La asociatividad de la composicion es evidente por definicidbn de esquema.
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Axioma 2.

Por definicion de esquema.

Definicién (Categoria localmente pequefia). La categoria C se llama localmente
pequefa si para cualquier par ordenado de objetos (4,B); Hom C(A; B) es un

conjunto.

Ejemplo Categoria de matrices (Matrr). Sea R un anillo conmutativo y Mmxn(R) el
conjunto de matrices con entradas en R. Si definimos:

1. La clase de objetos obj (Matrr) como la clase formada por todos los enteros
positivos.

2. La clase de todos los morfismos HomwmarR (mM; n) como la clase de todas las
matrices A € Mmxn(R).

3. La composicion como el producto matricial; es decir, para todo A € HommatrR
(m;n) y B € HomwmarR (p; m), implica que B - A = AB € HomwmarR (p;n).

Entonces, Matrr una categoria localmente pequefa.

Para tal efecto, verificaremos que se cumplen los axiomas de categoria.

Axioma 1.

La composicion entre morfismos se hereda de la asociatividad del producto entre
matrices.

Axioma 2.

Para cada m € obj (Matrr) se propone como morfismo identidad Im € Hom marR (M;

m), aa la matriz identidad de orden m.

En efecto, de la teoria basica de matrices sabemos que para toda A € Hom

marR (M; n) se cumple A°lm = Alm = A. Analogamente, para toda B € Hom
matrR (N; m) se cumple Im e B = ImB = B.

Definicion (Categoria pre-orden). Una categoria C es pre- orden si, para

cualesquiera Ay B, Hom c(A; B) es vacio o unitario.

Observacién Toda categoria pre-orden es localmente pequenia.
Ejemplo Categoria 0. Es aquella categoria sin objetos, ni morfismos. Los dos
axiomas se satisfacen trivialmente porque estan universalmente cuantificadas sobre

conjuntos vacios

19



Ejemplo Categoria 1. Es aquella categoria que tiene un Unico objeto, y un anico
morfismo (el morfismo identidad de ese objeto). Los dos axiomas se satisfacen
trivialmente porque la composicion es trivial.

2.2.6 Principio de Dualidad.

La teoria de dualizacién aplicada a la axiomatica categdrica permite estudiar s6lo un
aspecto de los problemas planteados, pues los resultados que se obtengan seran
ciertos si y solo si lo son sus respectivos duales. La formulacién que aqui se ofrece
es informal e imprecisa, para aquellos lectores que deseen mayor precision se debe
exigir una aplicacion metddica de la logica formal; por lo tanto para aquellos
interesados podran hallar informacion precisa en el libro de MacLane (1971):
Categories for the Working Mathematician. Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New
York.

Definicion (Concepto categdérico). Un concepto categorico es el que se puede

definir mediante una sentencia dentro de la categoria.

Definicion (Principio de Dualidad). Si la sentencia categorica P es valida en la

categoria C, entonces su enunciado dual P° también es valida en C.

Proposicion Si C es una categoria, entonces C° también lo esy es llamada
categoria dual.

1. Obj (C°P):= obj(C). Por lo tanto A°®:= A para todo A € obj(C).

2. Hom C° (B; A):= Hom ¢ (A; B). Luego f°P:B°? - A°? e Csiy solosi f;A— B es

un morfismo en C.

3. La composicion es inducida por C y se define de la siguiente manera

foP o g°? = (g o f)°P Paratodo f € Hom:(A; b) y todo g € Hom(B; C)
Demostracion: Se verificara los axiomas de categoria.

Axioma 1.

Por definicion de composicion en C° y la asociatividad de la composicion en C, se

tiene.

hOPo(gOP=FOP) = hOPo(fog)oP = (f(goh))op =( f(goh))op = (hOPogoP)<fOP

Axioma 2.

Como C es una categoria, para todo A € obj (C°), fe Hom ¢ (B; A) y g € Hom c(A;
C) existe In € Hom ¢(A, A) tal que lac f=fygela=g, luego (Ia of) op = P, (g °la) P =
goP, [9P ofoP = fOP y gOP 0[P = gOP, Q
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Observacion Por definicion de categoria opuesta es evidente que (C°)°° = C.

2.2.7 Estructuras Abstractas

2.2.7.1 Objetos Categoricos.

Definicién. (Objeto inicial). Cierto objeto de una categoria es llamado objeto inicial
si desde “el parte exactamente un Unico morfismo a cada uno de los demas objetos
de la categoria.

Notacion.

Se representa un objeto inicial por 0'.

Ejemplo En la categoria Grp, donde los objetos obj (Grp) son grupos y clase de
morfismos Hom obj (ttrp) (A; B) para todo A, B € obj (Grp) son los homomorfismos entre
grupos, se demuestra que cualquier grupo trivial es un objeto inicial.

En primer lugar, demostraremos que si {e} es el grupo trivial, entonces {e} es un objeto
inicial.

En efecto; si B es un grupo cualquiera, entonces existe un homomorfismo

f: 0 — B.tal que f (e) = e' y es evidente que es Unico.

De manera reciproca, demostraremos que si A es un objeto inicial, entonces A = {e}.
Para tal efecto, usaremos la demostracién por contradiccion. Es decir; si asumimos
gue A f # {e} y es un objeto inicial, entonces llegaremos a una contradiccion.

Como A f # {e} admite por lo menos un elemento diferente de elemento nulo e, es
decir A ={z,....... }, luego para cierto grupo B = {x, y,} con x # y es posible definir los
homomorfismos f, g: A— B como f (z) =xy g (z) =y para todo z € A; los cuales
obviamente son diferentes pues x f=y. Por lo tanto, bajo estas condiciones A no
puede ser un objeto inicial.

Definicion (Objeto final). Cierto objeto de una categoria es llamado objeto final si
a él llega exactamente un unico morfismo de cada uno de los demas objetos de la
categoria.

Notacion.

Se representa un objeto inicial por 1.

Ejemplo En la categoria Set, C es un objeto final si y sélo si es un conjunto unitario.
En efecto; demostraremos que si C = {*} es un conjunto unitarioy A

Un conjunto cualquiera, entonces C es un objeto final. Consideremos los siguientes

casos.
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SiA = @, es evidente que existe una funcién vacia. f : A - C Llamada funcién
vacio si A f= @, entonces existe un unico f : A — C llamada funcién constante
f (z) = *; paratodo z € A.

Por lo tanto, C es un objeto final.

De manera reciproca, demostraremos que si C es un objeto final, entonces C es un

conjunto unitario.

Para verificar tal aseveracion, usaremos su afirmacién contrapositiva. Es decir, si C

Nno es un conjunto unitario, entonces no es un objeto final. Para tal fin, consideremos

los siguientes casos.

a) si C = @, entonces no existe f ¢ A x C, pues cada elemento de A

No tendria imagen en C. Por lo tanto, C no es un objeto final.

b) si existieran x, y € C con x f=y, dado cualquier conjunto A f= @, es posible definir
por lo menos dos funciones distintas f,g : A — C. Por lo tanto, C no es un objeto
final.

Definicion (Objetos isomorfos). En toda categoria C, dos objetos A, B son isomorfos

si para f € Hom c(A; B) existe g € Hom ¢(B; A)talque g f=1la, fo g =Is.

Lema Si 1y 1' son objetos finales, entonces son Unicos salvo isomorfismo.

Demostracion: En efecto; si 1y 1' son objetos finales, entonces existe un tnico h €

Hom c(1; 1) y un Unico h'e Hom ¢(1'; 1), tal que heh':1'—>1'yh'eh:1 > 1.

Luego por consecuencia de la unicidad de hy h'se tieneh-h'=1;j yh'-h=1..Q

Lema Si 0'y 0" son objetos iniciales, entonces son Unicos salvo isomorfismo.

Definicion (Objeto cero). Cierto objeto en una categoria se llama objeto cero, si es
un objeto que simultaneamente es inicial y final.

Notacion. Se representa un objeto cero por 0.

Observacion Existen algunas categorias que no tienen objeto ce- ro como es el caso

de Set.

Cuando una categoria C tiene objeto cero para cualquier par de objetos (A; B) siempre

Homc(A; B) es diferente del vacio, pues siempre existe el morfismo composicion.
A—0—B

Lema En toda categoria, el objeto cero es Unico salvo isomorfismo.
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2.2.7.2 Morfismo Cero
Definicion (Morfismo cero aizquierda). f : A — B Es morfismo cero a izquierda

sif - g=f ° h,paracualquier C € obj(C)y cualesquiera g,h € Hom C(C; A).

Definicién (Morfismo cero a derecha). f: A —» B .Es morfismo cero a derecha si

g ° f =h - f,paracualquier C € obj(C)y cualesquiera g,h € Hom C(B; C).

Observacion Todo morfismo con dominio 0’ es morfismo cero a derecha y todo
morfismo con codominio 1 es morfismo cero a izquierda.

Definicién (Morfismo cero). f: A - B Es morfismo cero si es simultineamente
morfismo cero a izquierda y morfismo cero a derecha.

Proposicién Si C es una categoria con objeto cero, entonces para cada par de
objetos A, B € obj(C) existe un unico morfismo cero en Hom C(A; B); denotado
por 05

Definicion (Categoria con morfismo cero). Si para todo

A, B € obj(C) existe 05:4 - B que verifica cada uno de los siguientes items:

a) ho0% =04, paratodo C € obj(C)y h € Hom C(B; C);

b) 05 oh/ =08, para todo C € obj(C) y h' € Hom

c) c (C; A). entones se dice que la categoria C posee morfismos cero.
Observacion En toda categoria la coleccion de morfismos cero [05] es Gnica

Proposicion Toda categoria con objeto cero es una categoria con morfismos cero.

2.2.7.3 Equalizador y Coequalizador
Definicion (Equalizador). El Equalizador de f,g: A — B es el par (D, h), donde, el
morfismo h : D — A satisface f- h=g - hy el objeto D es universal respecto de esta

propiedad. Para todo morfismo
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f! € Hom ¢(C; A) que satisface fof'! = g-f! existe un nico Hom C(C; D) que
hace al siguiente diagrama conmutativo.

D_h_ A f B
o

—_—
/:1 ’

C
Proposicion: Si (D,h) y (D' h") son equalizadores de f,g € Hom c(A; B)

entonces Des isomorfo a D'y el isomorfismo conmuta con los morfismo hy h'.

Demostracia: El resultado es consecuencia de la definicion de equalizador.

Proposicion :Si f' : D' — D es isomorfismo y ( D,h) es un equalizador de

f,g e Hom¢(A,; B) entonces (D', h-f') es un equalizador para f y g.

Proposicion: En toda categoria C con objeto cero el nicleo (ker (f) K) del morfismo f: A—B
es el equalizador de f, 0 eHom c(A; B).
Lema Toda categoria C con objeto cero si tiene equalizador, entonces tiene

nucleos.

Definicion (Coequalizador). El coequalizador de f,g: A — Beselpar (E,h), donde el
morfismo he Homc (B; E) satisface laigualdad h-f = h-g y el objeto E es universal

respecto de esta propiedad.
Para todo h! € HomC (B; C) con h! -f = h! - g existe un Unico

fJ € Hom C (E; C) que hace al siguiente diagrama conmutativo.

Proposicion Si (E, h) es el coequalizador de los morfismos f,g : A — B, entonces el

morfismo h es un epimorfismo.
2.2.7.4 Pushout y Pullback

Definicion (Pullback). Un Pullback para los morfismos g :A—-B y f: C —»B

ocurre si y solo si, los morfismos f'y g' satisfacen las siguientes propiedades:
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a) Conmuta el siguiente diagrama.

g

cC—

fI

lA f

B
o
P

b) Para todo g" € Homc¢ (P’; A) y f' € Homc (P’; C) si fof' = g-g", existe un tnico h €

Hom (P ; P') tal que el siguiente diagrama conmuta conmuta.

Esdecirg” = ffohyf" = g'oh.
Lema Dado el Pushout: A—-Byf:C—B

Tambien es Pushout paraf y g, entonces existe un Gnico isomorfismo h € Hom
c (P;P') tal que f'=f"<hy g'=g"-h.

Definicion (Pushout). Un Pushout para los morfismos g: A — Cy f: A — B ocurre si

y sélo si, los morfismos f' y ¢g' satisfacen las siguientes propiedades.
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a) Conmuta el siguiente diagrama.

A__f B

b) Paratodo f'e Homc (B;P')y g"€e Hom¢(C; P') si f'-f = g"°g, entonces existe un

anico h € Hom¢ (P;P°) tal que conmuta el siguiente diagrama.

Lema Dado el Pushout para los morfismosg:A—-Cyf.A—B

A
gl
C

>
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También es Pushout de fy entonces existe un unico isomorfismo h € Hom¢ (P'; P) tal

que g'=heg"y f'=hef,

2.2.7.5 Producto y Coproducto

Definicién (Producto). El producto de dos objetos A, B € C es el triplete (AxB,
A, 1T8), con AxB € obj(C), mae Homc(AxB;A)y ms € Homc(A x B; A), llamados
proyecciones canonicas, los cuales cumplen la siguiente propiedad universal
respecto al objeto A x B. Dado C €0bj(C) sifeHom¢(C; A)y ge Hom¢(C; B)
entonces existe un unico h = (f,g) e Homc¢(C;AxB) talque mach=f, msch = g. Es

decir el siguiente diagrama conmuta.

///’V AnA

C_—n” AXB

B

Proposicion Si (A x B, A, B) es el producto de A, B € obj(C) y existe un
isomorfismo h € Hom ¢ (P'; AxB), entonces (P mach, e °h también es un producto de
Ay B.

Demostraciéon: Dado C € obj(C) y f € Hom¢(C; A), g € Hom¢(C; B),

Demostraremos que existe un Unico h € Hom¢(C; P') talque (1TA- h) o0 h=f (s °hph=g.
En efecto; como (A x B, A, 1B) es el producto de A, B € obj(C) existe un unico
morfismo g' € Hom ¢(C; AxB) tal que macg' = f y mseg' = g. Como h € Hom¢ (P'; A x B)
es un isomorfismo Z existe n—1 € Hom ¢(A x B; P'), entonces existe un Ginico morfismo
heHomc(C;P") talque MA-hXeh=fy mechoh=g

Teorema Si (AxB,ma, m8) y (P, /A, /g )son los productos de los objetos A, B €

C, entonces A x B es isomorfo a P.

Demostracion: Del diagrama conmutativo adjunto,
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Se deduce:
(' pof)o Fi=nl pofo gFiy=nl po fFl=n! 5, olP!

(n'go o fFi=mnlgofo fiy=mlgofi=nlg o IP!

Es decir Ir1 y f o f' hacen conmutar el diagrama, luego por la unicidad en la definicion
del producto se deduce f-f' = Ip y de manera Simétrica se obtiene f' - f = laxs. Por
lo tanto, A x B es isomorfo a P.
Lema Si C una categoria con objeto cero y producto y definimos o € Hom ¢ (Aj; Ax)
para cada j, k € {1, 2} tal que djk = 0 cuando j # k y §jj = IAj, entonces existen iaj €
Hom c (Aj; AL x A2) llamados inclusiones, tales que 1rak < iaj = Ok, Vj, k.
Demostracion: La afirmacion se deduce de los siguientes diagramas conmutativos
y la propiedad universal de producto, se logra verificar.

Al Al

Proposiciéon Si C es una categoria con productos binarios, entonces dado los
morfismos f € Hom C(4; C)y g € Hom C(B; D), existe un anico morfismo f x g
definido por f x g = (f ° mA,g ° mB) € HomC(A X B; C x D) tal que el

siguiente diagrama conmuta.
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£ > C
%

> CXD

AXB T xg
N \QA
B g —> D

Demostracion: Se deduce por la definicion de producto.

Observacion Por definicion de producto, se cumple cada una de las siguientes

proposiciones.

a)IA x IB = IAXB.

by (f,g) - h=(¢ ° hg ° h.

AU xg - xfp=¢- -nxG-fi
d (fxg9 - GhfpD=0U" hg- fh

Teorema En toda categoria, si existe Ax (B x C) y (A x B) xC, entonces son isomorfos.
Teorema En toda categoria si existen los productos binarios, entonces existe el
producto para un namero finito de objetos.

Definicion (Coproducto). El coproducto de A, B € obj(C), es el triplete (A B; i, i),
donde A B obj(C), iHom (A, AB) eis € Homc (B, A B), llamados inclusiones canonicas,

gue satisfacen la siguiente propiedad universal.

Dado C € obj(C), g € Hom¢(A,C) y h € Hom¢ (B, C), existe un unico morfismo g h €

Hom c(A B, C) tal que f-ia =g, fois = h. Es decir el siguiente diagrama conmuta.
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Proposicion Dado el coproducto (A]][B,i4, i) de A, B € obj(C), si existe un
isomorfismo h € Hom(A][B; Q),entonces (Q; h o iy, h o i) también es coproducto para
AyB

Proposicién Si (A]]B, i, ig)y (Q, l/{ lg) son coproductos de los objetos Ay B, entonces
A]]B es isomorfo a Q

Teorema Si existen A]] (B]IC) y (A]IB) | IC, entonces son isomorfos.

Lema Sea C una categoria con objeto cero y coproductos, si para cada j, k € {1, 2},
se define djk € Hom C (Aj; Ak) tal que &jk = 0 cuando j f= ky djj = IAj, entonces existen
Taj € Hom ¢ (A1 Az; Ay), tales que Tk °iAj = djk, Vi, k.

Teorema En toda categoria si existe coproductos binarios, entones existe el
coproducto para un numero finito de objetos.

2.2.7.6 Funtor

En toda categoria C se puede apreciar, que la clase Hom C cobra sentido explicito
cuando para todo par ordenado de objetos (A, B) se define Homc(A,B). Luego si
definimos Homc (—;-): CxC — C se deduce que Homc (—;-) nos permite establecer
conexiones entre diversos objetos. Por lo tanto es necesario definir la nocion de
preservacion de estructura entre dos categorias en el sentido: objetos-objetos,
morfismo-morfismo, morfismo identidad - morfismo identidad y la misma operacion
de composicion. En ese sentido se requiere definir a los funtores.

Definicion: (Funtor o Funtor Covariante). Sean C y D dos categorias. Un funtor
covariante de C en D (denotado como F: C — D) consiste en dos aplicaciones:

1. La aplicacién objeto F, que asigna a cada objeto A de C un objeto

F(A) de D.

2. La aplicacion morfismo F, que asigha a cada morfismo f: A — B de C el morfismo
F (f): F(A) — F (B) de D.

Y satisface los siguientes axiomas:

Axioma 1.

F(feg)=F()-F().

Axioma 2.

Para cada A € C, F (Ia) = Ir).

Ejemplo Sean las categorias C y Set. Si A es un objeto fijo en C, entonces Homc
(A; -): C — Set es un funtor covariante.

Para verificar la afirmacion se debe observar como actia Homc(A;-)
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Sobre los objetos y morfismos de C. Es decir:
Hom ¢ (A; -): obj(C) — obj (Set)

B — Homc (A; -) (B) = Hom ¢ (A; B)
Hom ¢ (A; -): Hom ¢ (B; C) - Hom set F (B); F(C)

F —-Hom ¢ (A; -) (=Hom ¢ (A; f)

Con:
Hom ¢ (A; fy Hom ¢ (A; B) -Hom ¢ (A; C)
H —Hom c(A; fXh) =f-h

Satisface los dos axiomas de funtor covariante.
Axioma 1.

SifeHomc (B;C) y g € Hom¢(C; D), entonces g°f € Homc (B; D). Por lo tanto:

Homc(A;gefXh) = (geof)eh

= ge(feh)

Hom (A - q) (f°h)

Hom ¢ (A:g) Hom ¢ (A:; f))h))

Homc (A;g) eHomc¢ (A;f)) (h)

Para todo h € Hom c(A; B).
Axioma 2.
Como para cada B € obj(C) existe Is € Hom ¢ (B; B), se tiene:

Hom c(A; Ie) (9) = Is ° g =g = lhom C(A; B) ° g para todo g EHom c(A; B).

Definicion (Funtor contravariante). Sean C y D dos categorias. Un funtor

contravariante de C en D (denotado como F: C — D) consiste en dos aplicaciones:

1. La aplicacién objeto F, que asigna a cada objeto A de C un objeto F(A) de D.
2. La aplicacion morfismo F, que asigna a cada morfismo f: A — B de C el morfismo
F (f): F (B) — F(A) de D.

Y satisface los siguientes axiomas:
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Axioma 1.

F(feg)=F(g)°F ().

Axioma 2.

Para cada A € C, F (Ia) = Ira).

Los funtores que preservan la direccion de morfismos se llaman funtores covariantes
y los que cambian su direccion se llaman funtores contravariantes.

Ejemplo Sean las categorias C y Set. Si B es un objeto fijo en C, entonces Hom C (-;
B): C — Set es un funtor contravariante.

Para verificar la afirmacion se debe observar como actia Homc(-; B)

Sobre los objetos y morfismos de C. Es decir:
Hom ¢ (-; B): obj(C) — obj (Set)
A — Hom ¢ (—; B) (A) = Hom ¢ (A; B)

Hom ¢ (-; B): Hom ¢ (A; B) > Hom set F (A); F (B)
F —->Homc (—; B) (f)=Hom ¢ (f;B)

Con:
Hom ¢ (f;B): Hom ¢ (A; B) - Hom ¢(C; B)

H—Homc (f;B) (h)=h-f

Se verifica que Hom ¢ (-; B): C — Set satisface los dos axiomas de funtor
contravariante:
Axioma 1.
SifeHomc(C; A)y geHomc (D; C), entonces para todo he Homc(A; B) se cumple:
Homc (f°g;B) (h)= he(f-Q)
= (hef)g
Hom (g; B) (hef)
Hom ¢ (g; B) Hom ¢ (;B) (h)
Hom ¢ (g; B) - Hom ¢ (f;B) (h)

Axioma 2.

Como para cada A € obj(C), existe Ia € Hom c(A; A), se deduce:

Hom ¢ (Ia; B) (9) =g °la=9 =9 ° lhom C(A; B) para todo g EHomc(A, B)
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Definicién (Composicion de funtores). Sean los funtoresf:C - Dy g: D — B

La composiciin g-f: C —B se define como: (g o F) (A) =g (f (A) (f)=g (f (f))

Observacion: En toda categoria C, si definimos I: C — C como I(A) = Ayl (f) =f

cumple los siguientes axiomas:

Axioma 1.

(@ H=g-f=1(g)°1(f

Axioma 2.

1(1a) = Ia = L) Por lo tanto es un funtor y sera llamado funtor identidad.

Proposicién Si definimos:

1. La clase de objetos obj (Cat) como la clase formada por todas las categorias.

2. La clase de todos los morfismos HomCat(C; B) como la clase de todos los funtores
entre las categorias C y B.

3. La composicion como la composicion definida antes entonces Cat es una categoria,
llamada categoria de categorias.

2.2.7.7 Propiedades que preservan los funtores.

Definicion (Funtor que preserva productos). Se dice que el funtor F: C — B preserva
productos, si (F(A x B), F (1), F (172)) es un producto de F(A) y F (B) en la categoria
B.

Definicion (Funtor y objeto cero). El funtor F: C — B preserva objeto cero, si F (0)
es objeto cero en la categoria B.

Definicion (Funtor y morfismo cero). Se dice que el funtor F: C — B preserva
morfismo cero si F (0) es un morfismo cero en la categoria B.

Lema Sea F: C — B es un funtor. F preserva objeto cero si y solo si F preserva
morfismos cero.

Demostracion: El resultado es consecuencia directa del siguiente hecho. Un objeto

en una categoria estad caracterizado por su morfismo identidad.

2.2.8 Teorias del Aprendizaje
La teoria del aprendizaje y del conocimiento configuran un manto propicio para el
desarrollo de las diversas teorias que tratan de explicar como se constituyen los

significados en el intelecto en base a ciertos conocimientos previos, se presentara
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tres teorias, las cuales enmarcan el proceso de ensefianza - aprendizaje.

1. Teoria conductual.

El conductismo sostiene que el ser humano aprende con ayuda de mediadores, es
decir el aprendizaje es el resultado inevitable de una serie de condicionamientos
dirigidos y pre establecidos. Esta teoria, sefiala que el aprendizaje es el cambio en la
conducta observable del sujeto.

2. Teoria Cognitivista.

Esta teoria pretende fusionar el humanismo y el conductismo. Ella sostiene que el ser
humano es activo, cuando se trata de la adquisicion del conocimiento regido por un
orden légico. En la préactica cognitivista el aprendizaje es una actividad mental que
implica una codificacién interna y una estructuracion por parte del estudiante.
Segun esta teoria, el objetivo fundamental del educador es construir o modificar las
estructuras mentales del estudiante para introducir en ellas el conocimiento mediante
una serie de procesos.

3. Teoria Constructivista.

Antes de su tratamiento se debe definir algunos conceptos basicos para comprender
el sustento de esta teoria.

a) Esquema.

Es una actividad operacional que se repite al inicio de forma refleja y se universaliza,
es una imagen simplificada de la realidad. Cabe resaltar que estos son
comportamientos reflejos que posteriormente seran comportamientos voluntarios que

han de convertirse en operaciones mentales.

b) Estructura.

Es el conjunto de respuestas proporcionadas por el sujeto tras haber adquirido
nuevos elementos provenientes del exterior. Por lo tanto; la inteligencia es el
resultado de la dinamica entre las estructuras mentales del individuo el cual se
alimenta de esquemas de accion, es decir de la regulacién y coordinacion de
actividades.

c) Organizacién.

Es un atributo de la inteligencia y esta formada por etapas de conocimiento que

conducen a conductas diferentes en determinadas situaciones.
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d) Acomodacion.

Es una modificacion ala organizacion actual en respuestas a las demandas del medio.
e) Adaptacion.

Es un proceso presente en la dialéctica de la asimilacion y la acomodacion. Este
proceso busca a veces la estabilidad y a veces el cambio. La informacion nueva
se adquiere por asimilacién y “esta se regula por acomodacion.

f) Equilibrio.

Es el resultado de la interaccion del individuo con la realidad y son los marcos
mediante los cuales la nueva informacion se incorpora a la persona.

Por lo expuesto esta teoria percibe el conocimiento como una construccion realizada
desde el interior del individuo y no como una interiorizacion del entorno. Este proceso
de construccion del conocimiento, ocurre cuando el individuo a través de mecanismos
de acomodacion y asimilacion, recibe las nuevas informaciones modificando a la vez
sus estructuras de conocimiento preexistentes.

4. Teoria de aprendizaje significativo.

Esta teoria fue introducida por David Ausubel y trata de construir un marco teérico
gue pretende dar cuenta de los mecanismos por los que se lleva a cabo la adquisicion
del conocimiento y la retencion de los grandes cuerpos de significados.

Segun Diaz y Hernandez (2010) el aprendizaje significativo es aquel que conduce a
la creacion de estructuras de conocimiento mediante la relacion sustantiva entre la
nueva informacion y las ideas previas del estudiante.

De otro lado, Roncal (2009) describe que el aprendizaje significativo es el resultado
de la interaccion de los conocimientos previosy los conocimientos nuevos y de
su adaptacion al contexto, y que ademas el aprendizaje es funcional en un
determinado momento en la vida del individuo.

Galicia, et al. (2004) ponen de manifiesto las siguientes caracteristicas del aprendizaje
significativo:

a) Se puede aplicar a la vida, lo que se aprende adquiere sentido cuando se emplea
de manera practica y creativa en el contexto.

b) Es motivado por interés personal, debido a que el aprendizaje significativo es parte
de la autorrealizacion.

c) Es un aprendizaje integral y penetrante porque contribuye en la plenitud del

desarrollo de la persona debido a que los conocimientos deben ser aplicados en
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actividades cotidianas.

Asi mismo plantearon tres condiciones necesarias para que se lograr un aprendizaje
significativo.

a) Los materiales educativos deben ser disefiados respetando los momentos de
aprendizaje de los individuos.

b) Se debe considerar los estilos de aprendizaje como el eje primordial de todo disefio
instruccional.

c) Generar un clima de motivacion constante.

2.2.8.1 Constructivismo y aprendizaje significativo

La relacion entre el constructivismo y el aprendizaje significativo, tiene un caracter
relevante en la teoria de la ensefianza-aprendizaje porque son dos corrientes
educativas que se vinculan en los procesos de aprendizaje, en ese sentido Romero
(2009) seifala que el aprendizaje significativo se desarrolla a partir de dos ejes: la
actividad constructiva y la interaccion con los otros. Se construyen significados cada
vez que se es capaz de establecer relaciones sustantivas y no arbitrarias entre lo que
se aprende y lo que ya se conoce. La diferencia entre el constructivismo vy el
aprendizaje significativo radica fundamentalmente entro lo dinamico y lo estatico.
2.2.8.1.1 Clases de aprendizaje significativo

Atendiendo al objeto aprendido Ausubel distingue tres tipos de aprendizaje
significativo:

a) Aprendizaje de representaciones.

Consiste en la atribucion de significados a determinados simbolos, es un aprendizaje
reiterativo y por descubrimiento, al respecto Ausubel dice:

Ocurre cuando se igualan en significado simbolos arbitrarios con sus referentes
(objetos, eventos, conceptos) y significan para el alumno cualquier significado al que
sus referentes aludan (Ausubel; 1983:46).

b) Aprendizaje de conceptos.

Para Ausubel (1983:61). Los conceptos se definen como objetos, eventos, situaciones
o propiedades de que posee atributos de criterios comunes y que se designan
mediante algun simbolo o signos, partiendo de ello podemos afirmar que en cierta
forma también es un aprendizaje de representaciones.

c) Aprendizaje de proposiciones.

El aprendizaje de conceptos tiene una funcion simbdlica que deriva de la relacion de
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equivalencia que se establece entre el simbolo y los diferentes ejemplos del
referentes. La base del aprendizaje proposicional: los conceptos (Ausubel los define
como objetos, eventos, situaciones o propiedades que poseen atributos criteriales
comunes 'y se designan, en una cultura por algun signo aceptado) a medida
gue se incorporen nuevos significados adicionales a los mismos simbolos y signos,
se irdn delimitando los atributos criteriales definitorios de los conceptos en sentido
estricto.

2.2.8.1.2 Teoriade la simulacion

Ausubel indica que la asimilacién, es un proceso que se genera al combinar
diversos atributos caracteristicos de los conceptos que constituyen las ideas de
anclaje, para dar nuevos significados a nuevos conceptos y proposiciones
enriqueciendo paulatinamente la estructura cognitiva del individuo. Por lo tanto la
asimilacion, es la interaccion entre el nuevo material que sera aprendido y la
estructura cognoscitiva existente en el individuo el cual origina una reorganizacion
de los nuevos y antiguos significados con la finalidad de formar una estructura
cognoscitiva diferenciada.

Segun Moreira (2000 pag. 26) la teoria de la asimilacion fundamenta que los nuevos
significados (a) son adquiridos a travées de la interaccion de los nuevos
conocimientos con los conceptos o proposiciones previas (A), existentes en la
estructura cognitiva del que aprende, de esa interaccion resulta de un producto (A'a'),
en el que no solo la nueva informacién adquiere un nuevo significado (A’) sino,
también el sub-sensor (A) adquiere significados adicionales (A’). Durante la etapa de
retencion el producto es disociable en A’ + a’; para luego entrar en la fase obliteradora
donde (A'a") se reduce a A’ dando lugar al olvido. Tal proceso se representa mediante

el siguiente esquema.

Resulta Se disocia Sc reduce a

a interactéia con A —» .1'1:'—" ANgpad—p A
e
Asimilacion S ~ A
Fase de retencion
Nais i
—~
Asimilacion obliteradora
(olvido)
2
Residuo

subsumidor
modificado

Figura 5.1: Fases del proceso de asimilacion segun Moreira.
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2.2.8.1.3 El docente como mediador del aprendizaje significativo
Diaz y Herndndez (2010) sefialan que el aprendizaje es el resultado de un

compromiso establecido de manera biunivoca entre el docente, interactuando
alrededor del mismo medio social, natural y cultural. Las competencias necesarias

gue un docente debe tener para lograr un aprendizaje significativo son:
1. Conocimiento tedrico y pertinente para disefiar su plan de clases.
2. Valores y actitudes necesarias para incentivar y potenciar los valores
3. Conocer el contenido programatico.

4. Conocer estrategias de ensefianza y aprendizaje

5. Dominio de las teorias del conocimiento.

2.2.9 Modelo categorico del proceso ensefianza-aprendizaje
En esta seccion se construira dos categorias; una llamada categoria docente

Catooc Yy la otra categoria aprendiz Catapr con la finalidad de establecer una relacion
de transmision (funtor) de aprendizaje entre ellas. Tal propuesta tiene como marco de
desarrollo a la teoria del aprendizaje significativo y a la teoria constructivista ambas

vistos en el capitulo anterior.

De otro lado, el funtor entre CatDoc y CatApr se sustenta en la transmision del
conocimiento que ocurre entre el docente y el aprendiz (alumno) en el proceso de

ensefanza-aprendizaje.
Las hipotesis necesarias para nuestra propuesta son las siguientes:
1. El conocimiento transmitido por el docente al aprendiz no es alea- torio.

2. El docente cumple con las caracteristicas establecidas en la subseccion 2.2.7.3 del

capitulo anterior.
3. El aprendiz tiene conocimientos previos establecidos en su estructura cognitiva.

4. El docente es un ser razonador que cree lo siguiente: Para todo conocimiento

transmitido existe un conocimiento previo.
5. El aprendiz se encuentra motivado por adquirir nuevos conocimientos.

6. El docente entiendo el proceso de asimilacién que el aprendiz re- quiere para

adquirir nuevos significados de conceptos para afianzar su conocimiento.
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7. El aprendiz construye activamente su conocimiento a través de mecanismos de

acomodacion y asimilacion.

8. Se asume que un concepto previo para el aprendiz es una creencia verdadera que

podemos describir como una justificacion racional para él.

2.2.9.1 La categoria Aprendiz
Definicién (Aprendiz). Un aprendiz es toda persona dedicada a tratar de

aprender valiéndose para ello de diversas estrategias. Sera representado por P.

Definicién (Concepto previo del aprendiz). Es una creencia verdadera denotada

por ¢, susceptible a ser modificada.

Definicién (Mundo posible del aprendiz). EI mundo posible de un aprendiz es el

conjunto A = {o, y,...}. De creencias verdaderas de cierto aprendiz P.

Observacion El aprendiz P tiene tantos mundos posibles como tanto sea su

motivacion por aprender.

Definicion (Légica de los mundos posibles). Es el conjunto de razonamientos
posibles que el aprendiz utiliza marco referencia para establecer su estructura

dinamica de aprendizaje. Asi por ejemplo:
1. P sabe que y.

2. P sabe si y.

3. P no sabe que y.

4. P no sabe si y.

5. P considera posible que sabe .

Permite construir la siguiente estructura dindmica de aprendizaje.
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Légica de los mundos posibles para el aprendiz.

Definicion (Estados de aprendizaje). Los estados de aprendizaje, es un conjunto

E = {Ar, Bp,...} de estructuras dinamicas de cierto aprendiz P.

Definicion (Relacion de accesibilidad). Dados Ar, Br € E, decimos que Ar f Bp si

y solo si son indistinguibles para el conocimiento de P.

De otro lado, por convencion cuando ocurra AP f BP sera representado por el

siguiente esquema relacional f : Ap — Bp .
Observacion El aprendiz P se dice que domina o conoce una y
En E si y soélo si y es verdadero en todos los estados indistinguibles para él.

Proposicion La relacion de accesibilidad definida antes es una relacion de

equivalencia.
Proposicion Si definimos.

1. La clase de objetos obj (Catapr) como la clase de todos los estados de aprendizaje

de cierto aprendiz.

2. La clase de todos los morfismos de Ar en Be ;Homcatapr (Ap ; B ) a la clase de

todos los morfismos de AP en BP , como la clase de todas las relaciones de
accesibilidad. Luego por Proposicion 6.1.9, f : Ap — Bp es una clase de

equivalencia que por abuso de notacion es representado por f .

3. La composicion como la composicidon usual de relaciones. Entonces Catapr €S Una

categoria.
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Demostracion: Para demostrar tal afirmacién se debe verificar que se cumplen

los axiomas de categoria.
Axioma 1.

Demostraremos que h > (g ° f) = (h > g) > f. Para f € Hom catapr (Ap; Br),
g € Hom catppr (Be; Cp) y h € Hom catppr (Cp; Dr).

En efecto; por definicion de la relacion de accesibilidad y propiedad transitiva de g o f
se deduce que Ar es indistinguible con Cp.De otro lado, de h - (g - f) se tiene que CP
es indistinguible con De. Luego por transitiva se concluye que Ar es indistinguible con
DrPor un razonamiento totalmente analogo se establece que Ar es indistinguible con

DePor lo tanto se verifica la igualdad.

Axioma 2.

Dado Ar € 0bj (Catapr) demostraremos que existe Ia€ Hom catApr (Ar;Ap)tal que f o lap
=fylap-g=g.

En efecto; es evidente que IAP existe pues por Proposicion 6.1.9 es una relacion
reflexiva, luegofelap =fclap =fylap °g=Iap °g =g, paratodo objeto Ar
€ obj (Catapr).

2.2.9.2 La categoria Docente

Definicion (Docente). Es una persona dedicada a ensefiar o que realiza acciones

referentes a la ensefianza. Sera representado por D.

Definicion (Creencias del docente). Una creencia para D es el estado de la mente

en el que supone verdadero el conocimiento previo ¢ de P.
Definicion (Mundo posible del docente). Es el conjunto D = {@*, p...}.
De creencias verdaderas de cierto docente D.

Observacion El docente D tiene tantos mundos posibles como tanto sea su

motivacion por ensefar.
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Definicion (Logica de los mundos posibles). Es el conjunto de razonamientos
posibles que el docente utiliza marco referencia para establecer su estructura

dinamica de ensefianza. Asi, por ejemplo:
1. D cree que yx.

2. D cree si px.

3. D no cree que .

4. D no cree si yx.

5. D considera posible que cree p+*.

Permite construir la siguiente estructura dinAmica de ensefianza respecto a un

conocimiento nuevo para el aprendiz.

©

Logica de los mundos posibles para el maestro.

Definicion (Estados de creencias). Los estados de creencias es el conjunto C =
{Apb, Bp,...} de estructuras dindmicas de metodologias de ensefianza de cierto

docente D.

Definicion (Relacion de creencia). Dados Ap, Bp € D decimos que Apf Bp siy sélo

si son indistinguibles para el conocimiento de D.

De otro lado, por convencién cuando ocurra Apf Bp serd representado por el

siguiente esquema relacional f: Ao — Bp.

59



Proposicién La relacion de creencias definida en es una relacion de equivalencia.
Demostracion: Es evidente por la definicion.
Proposicién Si definimos.

1. Ala clase de objetos obj (Catpboc) como la clase de todos los estados de creencias

de cierto docente.

2. Por Hom caipoc (Ap; Bp) a la clase de todos los morfismos de Ab en Bo como la

clase de todas las relaciones de creencias del docente D.

Luego por Proposiciéon f: Ao — Bp es una clase de equivalencia que por abuso de
notacion es representado por f.

3. La composicién como la composicion usual de relaciones. Entonces Catboc €S una

categoria.
2.2.9.3 El funtor ensefianza-aprendizaje

Como sustento al modelo funtorial de ensefianza-aprendizaje que desarrollaremos

a continuacion se considera las aseveraciones hechas en la del capitulo anterior.

Definicion (Categoria de las categorias Catapr). Es aquella categoria denotada por
Catapr). Donde:

1. La clase de objetos obj (Catapr) se define como el conjunto de todos los aprendices

presentes en un determinado momento en el saldn de clase.

2. La clase de todos los morfismos de A en B es representada por Homcatapr (A; B)

y se define como las creencias que poseen los aprendices.

3. La composicion se define como la accibn de saber manipular las creencias

con la finalidad de lograr cierto conocimiento.

Definicion (El funtor ensefianza-aprendizaje). Dadas las categorias Catapr y Catpoc.
Definimos el funtor F: Catboc — Catapr llamado ensefianza-aprendizaje como la

transmision del conocimiento.

Proposicion El funtor F: Catpoc — Catapr €s un funtor covariante llamado ensefianza-

aprendizaje entre ambas categorias.

Demostracion: Para verificar la afirmaciéon se debe observar coémo actua
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F sobre los objetos y morfismos de Catpoc.Es decir:

F: obj (Catpboc) — obj (Catapr)
Ab — F (Ab)
F: Hom catDoc (Ap; Bo) —Hom catppr

F (Ao); F (Bp)

F — F (f); donde, f: Ab — Bp
Satisface los dos axiomas de funtor covariante
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Axioma 1.
Dados los morfismos f € Hom catpoc (Ap; Bo) Yy g € Hom catpoc (Bp; Cb), es evidente que

se verifica laigualdad F (g f) = F (g) ° F ().
Axioma 2.

Como para cada Bp € obj (Catpoc) existe Isp € Hom catipgc (Bp; Bp), se tiene:
F (Iep) = IF 8p) °f = f = Ir (8p) °f,paratodo f € Hom catpoc (Ap; Bp).

2.3 DEFINICION DE TERMINOS
1. Aprendizaje significativo Tal como lo comenta Veloz (2014). El aprendizaje
significativo es una adquisicion de nuevos conocimientos mediante su inclusion en

conceptos ya existentes de la estructura cognoscitiva.

2. categoria. La teoria de categorias es una propuesta logica que trata de axiomatizar
de forma abstracta diversas estructuras matematicas como una sola, mediante el uso de

objetos, morfismos y funtores.

3. Errores conceptuales. Segun Molina (2012). Los errores conceptuales son todos los
obstaculos para el desarrollo del pensamiento creativo y critico, pues condicionan el

proceso por el que se adquieren nuevos conocimientos

4. Definicion (Docente). Es una persona dedicada a ensefiar o que realiza acciones

referentes a la ensefianza. Sera representado por D.

5. Definicién (Creencias del docente). Una creencia para D es el estado de la mente

en el que supone verdadero el conocimiento previo ¢ de P

6. Definicion (Funtor contravariante). Sean C y D dos categorias. Un funtor

contravariante de C en D (denotado como F: C — D) consiste en dos aplicaciones:
1. La aplicacién objeto F, que asigna a cada objeto A de C un objeto
F(A) de D.

2. La aplicacién morfismo F, que asigna a cada morfismo F: A — B de C el morfismo F

(H: F (B) — F(A) de D. satisface los siguientes axiomas:
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Axioma 1.
F(feg)=F(g)°F ().
Axioma 2.

Para cada A € C, F (1a) = Ira).

Los funtores que preservan la direccion de morfismos se llaman funtores covariantes y

los que cambian su direccion se llaman funtores contravariantes.

7. Definicion (El funtor ensefianza-aprendizaje). Dadas las categorias Catapr y Catpoc.
Definimos el funtor F: Catooc — Catapr llamado ensefianza-aprendizaje como la

transmision del conocimiento.
8. Mapas Conceptuales

Segun Diaz-Barriga y Hernandez (2010). Los mapas conceptuales son organizadores
graficos que buscan jerarquizar y representar informacion. Esta herramienta relaciona
informacion a nivel general o global y se forman proposiciones por medio del sistema

de enlaces con conectores.
9. Prueba Constructiva

En opinion de Quispe, M. (2019), una prueba constructiva es la demostracion de la
existencia de cierto objeto matematico a través de su construccion. Por lo tanto, una

prueba constructiva debe proveer un algoritmo para obtener el objeto en cuestion.
10. Proceso de ensefianza-aprendizaje

Segun Wikipedia, es el procedimiento mediante el cual se transmiten conocimientos
especiales o generales sobre una materia y tiene por finalidad la construccion del

conocimiento con ayuda de mecanismos especificos
11. Definicion (Morfismo cero aizquierda).

f: A — B es morfismo cero a izquierda si f - g = f o h, para cualquier C € obj(C) y

cualesquiera g,h € Hom¢(C; A).
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12. Definicién (Morfismo cero a derecha). f: A — B es morfismo cero a derecha si

ge f=hf, para cualquier C € obj(C) y cualesquiera g, h € Hom ¢ (B; C).

13. Definicién (Morfismo cero). f : A — B es morfismo cero si es simultdneamente

morfismo cero a izquierda y morfismo cero a derecha.
2.4 FORMULACION DE HIPOTESIS
2.4.1 Hipotesis general

La trasmisién del proceso ensefianza — aprendizaje se caracteriza con la ayuda de la

teoria de categorias
2.4.2 Hipotesis especificas

1. Los fundamentos de la teoria del conocimiento son susceptibles a ser estudiados

desde el dominio de la teoria de categorias.

2. El proceso de trasmision del conocimiento se interpreta en el plano categorico
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CAPITULO Il

METODOLOGIA
3.1 Disefio Metodoldgico
Esta investigacion se desarrolla a partir de un estudio de caso, aplicado en el &mbito de
la teoria del conocimiento, donde los fundamentos los conceptos y los métodos de
ensefianza son las unidades de analisis, pues se pretende construir un Modelo de la
transmision del conocimiento. Para tal fin utilizaremos el método de Sintesis o Sintético.
3.1.1Tipo de Investigacién
Por el tipo de la investigacion, el presente estudio retne las condiciones metodolégicas
de una investigacion tedrica.
3.1.2 Nivel de Investigacion
De acuerdo a la naturaleza del estudio de la investigacion, retne por su nivel las
caracteristicas de un estudio de nivel exploratorio.
3.1.3 Disefio
Por ser un tema de caracter tedrico, el disefio de la investigacion es de caracter
basicamente explicativo basada en la discusion y el analisis critico.

3.1.4 Enfoque
De acuerdo a la naturaleza del disefio de la investigacion, su enfoque es cualitativo.

3.2 Poblacion y Muestra

Esta investigacion tiene como ambito de estudio a la ciencia de la educacion y la teoria
de categorias. Especificamente: el proceso de transmisiéon del conocimiento en el
enseflanza-aprendizaje y las construcciones categoricas.

3.3 Operacionalizacion de Variables e indicadores

Se define como variable independiente a la transmision del conocimiento en la
ensefianza-aprendizaje y la variable dependiente es la interpretacién que existe entre

este sistema y la teoria de categorias.

Con la finalidad de concretizar la operacionalizacion de las variables propuestas se

propone las siguientes acciones de estudio.
1. El primer paso es definir los elementos del proceso ensefianza - aprendizaje.

2. El segundo paso es definir el conocimiento.
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3. El tercer paso es definir la teoria de categorias.

4. El cuarto paso es elaborar una interpretacion categorica de la transmision del
conocimiento.

3.4Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos

Con la finalidad de lograr los objetivos de nuestra investigacidén se procedera a recopilar
y extraer informacion referente a la variable de estudio.

3.4.1Técnicas a emplear

Por el tipo de la investigacion, retne las condiciones metodoldgicas de una investigacion
documental.

3.4.2 Descripcion de los instrumentos

Se va a crear una base de datos personalizada en el Drive de Google con informacion
alojada en repositorios institucionales como el Renati- Sunedu y Revistas
especializadas del area de Matematicas como MathScinet.

3.5 Técnicas para el procesamiento de la informacion
La recopilacion de la informacion fue documental basada en la indagacion y reflexion.
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CAPITULO IV
SUGERENCIAS CONCLUCIONES Y RECOMENDACIONES
4.1. Sugerencias

Las sugerencias para trabajos futuros son los siguientes

a) Por ser el proceso de ensefianza- aprendizaje importante en la adquisicién de
conocimiento, un trabajo futuro pendiente de nuestra propuesta seria la generalizacion

de esta metodologia hacia los mapas conceptuales.

b) Extender los principios metodoldgicos de nuestra investigacion a la teoria socio-
constructivista del aprendizaje.

c) Implementar un marco interpretativo categorico para el proceso de transmision del
conocimiento.

4.2. Conclusiones

Primera.- Se ha modelado categdricamente el proceso ensefianza-aprendizaje y luego
se ha interpretado dentro del marco tedrico de la teoria de categorias. Se ha establecido
gue la teoria del conocimiento es susceptible a ser estudiado en el marco de la teoria de

categorias.

Segunda.- Se ha demostrado que el proceso de trasmision del conocimiento se interpreta

en el plano categorico.

4.3. Recomendaciones
Se recomienda lo siguiente:

1. Continuar con otras investigaciones referentes al estudio de categorias para el proceso

de trasmision de conocimientos.

2. Generar nuevas interpretaciones en base a modelos matematicos.
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ANEXO

MATRIZ DE CONSISTENCIA
“INTERPRETACION CATEGORICA DEL PROCESO ENSENANZA-APRENDIZAJE”

PROBLEMA

OBJETIVOS

HIPOTESIS

METODOLOGIA

PROBLEMA GENERAL

¢ Es posible interpretar el proceso
ensefianza-aprendizaje con
ayuda de la teoria de categorias?

Problemas Especificos

¢ Existira un proceso de
ensefianza-aprendizaje utilizando
teoria de categorias?

¢El modelo algebraico planteado
funcionara para representar de
manera relacional el proceso
ensefianza-aprendizaje?

OBJETIVO GENERAL

Modelar algebraicamente el
proceso de ensefianza-
aprendizaje con ayuda de la
teoria de categorias.

Objetivos Especificos

Exponer en forma clara y
detallada la teoria de categorias
para ser aplicado en el proceso
ensefianza-aprendizaje
Interpretar el proceso de
ensefianza-aprendizaje desde el
marco conceptual de la teoria de
categorias.

HIPOTESIS GENERAL

La trasmision del proceso
ensefianza — aprendizaje se
caracteriza con la ayuda de la
teoria de categorias

Hipotesis especificos

HE 01. Los fundamentos de la
teoria del conocimiento son
susceptibles a ser estudiados
desde el dominio de la teoria de
categorias.

El proceso de trasmision del
conocimiento se interpreta en el
plano categoérico

TIPO DE INVESTIGACION

Por el tipo de Ila
investigacion, el presente
estudio reline las

condiciones metodoldgicas
de una investigacion tedrica.
ENFOQUE. De acuerdo a la
naturaleza del disefio de la
investigacion, su enfoque es
cualitativo

POBLACION Y MUESTRA
Por ser una tesis netamente
tedrica, no hay universo, ni
poblacién ni muestra.
TECNICAS EMPLEADAS.

Por el tipo de Ila
investigacion, el presente
estudio retine las

condiciones metodolégicas
de una investigacion
documental.

68




CAPITULO V
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