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RESUMEN

. El objetivo del proyecto de tesis es resolver un programa de

optimizacion convexa.

Materiales y métodos. El disefio metodoldgico utilizado es del tipo
tedrico documental. En la investigacion se utiliz6 el disefio

Descriptivo y analitico cualitativo, no se usa estadistica.

Para la contratacion de las Hipotesis se utilizo el método analitico

Conclusiones. Desde el punto de vista educativo se concluye que
para la solucién de un programa convexo es fundamental el estudio
de los conjuntos convexos y las funciones convexas tanto para
programas convexos libres y restringidos con igualdad y con
desigualdad

PALABRAS CLAVES: Conjunto Convexo, funcidbn convexa,
optimizacion, Extremos, programa convexo, punto critico, solucion

Optima.
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ABSTRACT.

. The objective of the thesis project is to solve a convex optimization

program

Materials and methods. The methodological design used is of the
theoretical documentary type. In the research the descriptive and

gualitative analytical design was used, no statistics are used.
For the contracting of the hypotheses the analytical method was used

Conclusions From the educational point of view it is concluded that for
the solution of a convex program it is essential to study convex sets
and convex functions for both free and restricted convex programs

with equality and inequality

KEY WORDS: Convex set, convex function, optimization, Extremes,

convex program, critical point, optimal solution.

14



INTRODUCCION

Durante el estudio del Calculo diferencial se estudia optimizacion
usando los criterios de la primera derivada y de la segunda derivada;
asi como las funciones concavas hacia arriba y hacia abajo., sin
considerar las formas cuadréaticas que son de vital importancia en el
estudio de optimizacion convexa y de optimizacién convexa en célculo
de variaciones.
La optimizacion convexa estudia el problema general de maximizar
una funcién convexa sobre un conjunto factible también convexo.
Para este estudio se utiliza las formas cuadraticas
En el estudio de optimizacion convexa se establece resultados tales
como:
Condiciones para Optimos locales
Condicion necesaria de primer orden:
Sea f diferenciable en x. Si x es un minimo o maximo local de f
entonces

VFi(x)=0
Condiciones necesarias de segundo orden:

Sea f dos veces diferenciable en x. Si x es un minimo local de f

entonces
2.1. VFi(x)=0
2.2. Hf (x) es semi definida positiva

Condiciones suficientes de segundo orden:

Sea f dos veces diferenciable en x. Si

3.1. VFf(x) =0

3.2. Hf (x) es definida positiva entonces x es un minimo
local (estricto) de f
Los resultados del estudio e optimizacidbn convexa son de gran
beneficio para los estudiantes de Ciencias e Ingenieria y a
profesionales de matematicas e Ingenieros, dado que les permite
encontrar aplicaciones practicas y manejar eficientemente los

algoritmos de optimizacion.
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El desarrollo de la tesis consiste preliminarmente en establecer los
conocimientos bésicos para luego estudiar la optimizacion de los
programas convexos sujetos a restricciones de igualdad y de

desigualdad.
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CAPITULO |

1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
1.1. DESCRIPCION DE LA REALIDAD PROBLEMATICA

La matematica es una herramienta fundamental en el desarrollo de
otras ciencias. Especificamente el creciente avance Y técnicas de
optimizacion en ciencias tales como economia, Ingenieria,
Administracion de negocios, etc. nos motiva desarrollar esta tesis.
Nos preguntamos si las formas cuadréticas y las funciones
convexas tienen importancia en la optimizacion. La respuesta a
esta pregunta se explicara en el desarrollo de la presente tesis

1.2. FORMULACION DEL PROBLEMA
1.2.1. PROBLEMA GENERAL

¢ Es importante la convexidad en la optimizacion matematica?
1.2.2. PROBLEMAS ESPECIFICOS

e ¢ Esfundamental el uso de funciones convexas en la optimizacion?
e ¢ CoOmo estudiar optimizacién usando concavidad?
e ¢ Es posible establecer criterios de optimizacién convexa?

1.3. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION
1.3.1. OBJETIVO GENERAL.
Resolver un programa de optimizacion convexa.
1.3.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS.
OEL. Resolver un programa de optimizacion libre.
OE2. Resolver un programa de optimizacion con restricciones de
igualdad.

0O.E3. Resolver un programa de optimizacion con restricciones de
desigualdad

17



CAPITULO |l

2. MARCO TEORICO

2.1.

v

ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION.

Olvi L Mangasarian (1069) en su obra Non Linear Programming,
presenta un estudio sobre funciones céncavas y convexas.

En 1972 ante la Operations Research of American, el Institute of
Management Sciences y el American Institute of Electrical
Enginners, R.lI Ackoff afirmd: Creo estamos terminando una era
cultural y tecnolégica y empezando otra, creo que estamos en las
primeras etapas de un profundo cambio en la concepcion del
mundo en la tecnologia que desarrollamos con el objeto de
satisfacer nuestros propoésitos

Bruno Philippi (1982) en su obra Optimizacion de sistemas escribe
algunas nociones basicas de convexidad hablando de conjuntos
conexos Yy funciones concavas y convexas.

Saul | Gass (1064) en la parte 4 de la obra Programacion no lineal
describe algunos resultados sobre convexidad optimizacion.
Leonelli. Héctor y Rumbros. Beatriz (2001) en su obra Métodos
dindmicos en Economia. (Otra busqueda del tiempo pérfido) en el
capitulo 1V llamado optimizacion estética presentan un estudio de
las funciones convexas,

Bonifaz. José L. y Lama. Rudy (1999) en su obra Optimizacion
Dinamica y teoria econdmica en el capitulo Ill, llamado Control
Optimo presentan un estudio de funciones concavas y convexas

2.2. BASES TEORICAS.

Introduccion. En esta seccidn resumiremos definiciones vy
propiedades topoldgicas de conjuntos en R™, vectores y matrices con
algunas propiedades de espacios vectoriales, asi como funciones
diferenciables. Presentaremos el teorema de la funcién implicita y
formas cuadraticas.
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ALGUNOS CONOCIMIENTOS BASICOS EN R™.

1. CONJUNTOS ABIERTOS Y CERRADOS EN R"
1.1. BOLA ABIERTA.

Dado un punto x, en R™ y un nimero real p > 0, el conjunto
B(xo,p) ={x €R™/ |lx — xoll < p}
se llama bola abierta de centro x, y radio p
1.2. BOLA CERRADA.

Dado un punto x, en R™ y un namero real p > 0, el conjunto

_ X
BGio.) = {x e " / lx - xoll < p}
se llama bola cerrada de centro x, y radio p
1.2.1. PUNTO INTERIOR.

Un punto x en R™ es un punto interior del conjunto S ¢ R™ si
existe un nimero real € > 0 tal que B(x, ¢) c S.

1.2.2. PUNTO DE CLAUSURA.

Un punto x en R™ es de clausura del conjunto S c R™ si existe
un ndmero positivo € > 0 tal que B(x, &) N S # @.

Es necesario hacer notar que un punto de clausura no necesita
pertenecer al conjunto S. Por ejemplo 0 € R es un punto de clausura
del conjunto infinito S ={1,1/2,1/4,---}, pero 0 ¢ S. Por otro lado,
todo punto del conjunto S es también un punto de clausura de S.
En otras palabras, un punto de clausura x de un conjunto S es un
punto tal que existen puntos en S que estan arbitrariamente
cercanos a él.

1.2.3. CONJUNTO ABIERTO.

Un conjunto S ¢ R™ tal que todo punto de S es un punto interior
se dice que es un conjunto abierto.

1.2.4. CONJUNTO CERRADO.

Un subconjunto S en R™ tal que todo punto de clausura de S esta
en S se dice que es un conjunto cerrado.

19



1.3.

1.3.1.

)
(1
(1)

(1

(I

1.2.5. CLAUSURA DE UN CONJUNTO.

La clausura S de un subconjunto S c R™ es el conjunto de todos
los puntos de clausura de S. Obviamente para un conjunto abierto
S c Sy para cada conjunto cerrado S =S

1.2.5.1. INTERIOR DE UN CONJUNTO.

El interior Int(S) de un subconjunto S c R™ es el conjunto de
puntos interiores de S. Obviamente para un conjunto cerrado
Int(S) c Sy para un conjunto abierto Int(S) =S

TEOREMAS RELATIVOS A CONJUNTOS ABIERTOS Y
CERRADOS.

TEOREMA.
La familia de conjuntos abiertos en R™ tiene las siguientes
propiedades.

Toda union arbitraria de conjuntos abiertos es abierto
Toda interseccion finita de conjuntos abiertos es abierto
Los conjuntos vacio @ y R™ son abiertos.

DEMOSTRACION.
Sea (S;);¢; una familia, finita o infinita, de conjuntos abiertos en R™.

Si x €S =U;S; entonces x € §; para algun i € I, y existe
un ¢ > 0 tal que:

B(x,e) c S;c S

Por consiguiente x es un punto interior de S, y por definicion S
es abierto.

Sea S;¢; una familia finita de conjuntos abiertos en R™.

Si x €S =N;gS; entonces x €S; para cada i € I. Puesto que
cada S; es abierto, entonces existe ¢; > 0 tal que B(x,¢;) c S; para
Viel.

20



Tomar € = mei1n g > 0, entonces B(x,e) € S y por definicion de
L

conjunto abierto, seguimos que S es abierto.

(1M Puesto que el conjunto vacio @ no contiene puntos, no es necesario
hallar una bola abierta alrededor de cualquier punto, y por
consiguiente @ es abierto.

1.3.2. TEOREMA.

Sea S c R™, entonces R"~S = Int(R"~S)
DEMOSTRACION.

Sea x € R™. Entonces x € S & x & Int(R"~S)

Porlotanto x ¢ S < x € Int(R"~S)

1.3.3. COROLARIO.

El complemento (relativo a R™) de un conjunto abierto en R™ es
cerrado, y viceversa.

DEMOSTRACION.
Ses cerrado & S=5 < R"'~S = R"~S = int(R"~S) < R"~S es
abierto.

Usando el corolario 1.2.3, el siguiente teorema es una
consecuencia directa del teorema 1.2.1.

1.3.4. TEOREMA.

La familia de conjuntos cerrados en R™ tiene las propiedades
siguientes.

()  Toda intersecciéon de conjuntos cerrados es cerrado
(I Toda union finita de conjuntos cerrados es cerrado.
(1) Los conjuntos vacios @ y R™ son cerrados.

DEMOSTRACION.

La demostracion de este teorema se deduce directamente del
teorema 1.2.1 y usando las leyes de De Morgan siguientes:

n n n n

S~ﬂ = J(5~4); 5~U = |S~4D

=1 =1 =1 =1
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1.4

1.4.1.

1.4.2.

1.4.3.

SUCESIONES Y ACOTAMIENTO.

SUCESION.

Una sucesion en un conjunto X es una funcién f del conjunto I
de todos los enteros positivos en el conjunto X. Si f(n) =x, € X
paran € I, es costumbre denotar la sucesién f por el simbolo {x,,}
0 por x4, x,, -+ Para cualquier sucesion de enteros positivos n,, n,, -
, tal que n; <n, <-- , la sucesion x, ,x,, - se llama una
subsucesion de x4, x,,:-- Si X = R", entonces la sucesion {x,} 6
X1, X5, -+ Se llama sucesion de puntos en R™, y si X = R, entonces
X1, X5, -+ €S la conocida sucesién de niumeros reales.

PUNTO LIMITE.

Sea {x,} 6 xi,x,, - una sucesion de puntos en R™. Un punto
x € R™ se dice que es un punto limite de la sucesion si

e>0,N€eZ" = |x,— x| <€ Paraalginn > N

Nota. Frecuentemente, a un punto limite también se llama punto de
acumulacioén o punto clausura.

LIMITE DE UNA SUCESION.

Sea {x,} 0 x;,x,,-- una sucesion de puntos en R™. A un punto
Xy € R™ se llama punto limite de la sucesion, o decimos que la
sucesion converge a x, Si:

Ve>0,3n, €N/ ||lx, —x0ll <& Vn=n,.

y escribimos lim x,, = x,
X—00

OBSERVACION. Obviamente el limite de una sucesiéon es
también un punto limite de la sucesién, pero el reciproco no es
necesariamente valido. Por ejemplo: la sucesion 1,-1,1,—1,--
tiene los puntos limites 1y — 1, pero no tiene limite. La sucesion
1,1/2, 1/4,--- tiene un limite, y por consiguiente un punto limite
cero. También note que si x, €s un limite de x4, x,, ---, entonces él
también es un limite de cada subsucesion de x;, x5,
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1.4.4. TEOREMA.
(I) Si x es un punto limite de la sucesion x;, x,, :-+, entonces existe una
subsucesion  x, ,xn,, - la cual tiene a x como su limite, y

reciprocamente

(I Siuna sucesion x4, x,,:++, tiende a un limite x, , entonces este
no puede ser punto limite (y por consiguiente no es limite) mas que
Xo-

DEMOSTRACION.

(I) Sea x un punto limite de x4, x,, ---, Entonces

Ve>0,3n,: ||xn1—x0|| <eg

= 3In, =n +1: ||x,, — x| <e/2

La sub sucesion x, , x,,, - converge a x

Reciprocamente, si la sub sucesion x, ,x,,, - converge a x,
entonces para € > 0y n dados, existe un n; > n (en realidad para
todo n; > n) tal que:

o, ~ | <,
y por consiguiente x es un punto limite de x;, x5, -

(IN). Sea la sucesion x4, x5, -, que tiende al punto limite xo y x #
xo- Entonces para 0 < ¢ < [|x — x,l|, entonces existe un entero n,
talquen >ny, = |lx, —xoll < ¢

= e+ ||x, — x|l > ||xo — x|| (Por desigualdad triangular)
= [[xp = X[ > [lxg —x[[ — >0

y por consiguiente x no es punto limite de la sucesion.

OBSERVACION. Noétese que el punto limite (y en consecuencia
un limite) de una sucesion x4, x,, - en R™ es un punto de clausura
de cualquier conjunto S en R™ que contiene {x;,x,, -}
Reciprocamente, si x es un punto de clausura del conjunto S c R™,
entonces existe una sucesion x;,x,,-- € S (y en consecuencia
también una sub sucesion x, , x,,, - ) tal que x es un punto limite

de x;, x5, (y en consecuencia un limite de la x,, , x,,, ")
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1.45.

1.4.6.

1.4.7.

COTAS SUPERIOR E INFERIOR.
Sea S un conjunto no vacio de nimeros reales. Entonces:

a) a es una cota inferiorde S (x€S=x>a)
b) f es una cota superiorde S < (x €S = x < p)

MAXIMA COTA INFERIOR Y MINIMA COTA SUPERIOR.
Sea S un conjunto no vacio de numeros reales.

a) Una cota inferior @ es una méxima cota inferior de S (infimo de
S, o inf S) si ningln nimero mayor es una cota inferior de S.

Equivalentemente:

XES D> x>a

a =infS _
{Ve>0 = dxeS:at+e>x

b) Una cota superior 8 es una minima cota superior de S (supremo
de S, o sup S) si ninglin nimero menor es una cota superior de S.

Equivalentemente:

,[_i’zsupS(:){ xES:xSE
Ve>0 = IxeS:f—e<x

Tomamos el siguiente axioma como uno de los axiomas del
sistema de los numeros reales.

AXIOMA.

Cualquier conjunto no vacio S de numeros reales que tiene una
cota inferior (superior) tiene una maxima (minima) cota inferior
(superior)

Si un conjunto no tiene infimo (o equivalentemente por el axioma
anterior si él no tiene cota inferior), decimos que S es no acotado
por abajo y escribimos inf S = —oo. Similarmente, si S no tiene
supremo (o equivalentemente por el axioma anterior si él no tiene
cota superior), decimos que S es no acotado por arriba y escribimos
sup S = +oo Por consiguiente aumentando a la linea Euclidiana R
los dos simbolos +o0 y —oo, cualquier conjunto no vacio S tiene un
infimo que puede ser —oo, y un supremo, que puede ser +oo.
Convencionalmente escribiremos inf S = 4+ y supS = —oo
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1.4.8.

a)

b)

b)

1.4.9.

Obsérvese que ni infS ni supS necesitan estar en S. Por
ejemplo:
inf{1,1/2,1/3,--} es 0, pero 0 no estd en el conjunto
{1,1/2,1/3,---}

TEOREMA.

Toda sucesion acotada no decreciente de nUmeros reales tiene un
limite.
Toda sucesion acotada no creciente de ndmeros reales tiene un
[imite

DEMOSTRACION.

Sea {x,} 6 x;,x,,x3,--- una sucesién acotada no decreciente de
nameros reales. Por el axioma 1.3.7, la sucesion tiene una minima

cota superior .
Por consiguiente por 1.3.6 tenemos

Ve>0,anmf—x,<¢
= B—x,<¢&Vn=n (Puestoque lasucesién es no decreciente
= —e<0<B—-x,<¢ Vn=n (Puestoque f > x, Vn)
= B es un limite de la sucesién x,,x,,xs, ]

La prueba para una sucesion acotada no creciente es similar)

SUCESION DE CAUCHY Y CRITERIO DE CONVERGENCIA DE
CAUCHY.

a) SUCESION DE CAUCHY.

Se dice que una sucesion {x,} 0 x;,x,, x5, - €n R™ es una sucesion
de cauchy si para cualquier € > 0 existe (3) un nUmero natural n*
tal que para todos los numeros naturales n,m >n* se tiene
”xn - xm” <e

b) CRITERIO DE CONVERGENCIA DE CAUCHY.

Una sucesion {x,} 6 x;, x,,x3,--- en R™ converge a un limite x, Si y
sélo si es una sucesion de Cauchy, esto es:

Ve>0,an"||x,—x,ll <e&Vnm=n"
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1.5.CONJUNTOS ACOTADOS Y COMPACTOS EN R™.
1.5.1. CONJUNTO ACOTADO.

Un subconjunto S en R™ esta acotado si existe un niumero real M
tal que para todo x de S, ||x|| < M.

1.5.2. CONJUNTOS COMPACTOS.

Un subconjunto S en R™ se dice que es compacto si satisface
cualquiera de las siguientes propiedades:
(i) S escerrado y acotado.
(i) (BOLZANO-WEIERSTRASS) Toda sucesion de puntos en S tiene

un punto limite en S.
(iii) (PROPIEDAD DE INTERSECCION FINITA) Para cualquier familia
(S;)ie; de conjunto cerrados relativos a S, seguimos que

ﬂs.z 1) =>{ Sy NS NNSy, =0
l

para algin iy, iy, -+, i, €1
i€l

0 equivalentemente

ﬂS.i 0] <:{ Sy NS NeNSy, #0
T para todo iy, iy, iy, €1

(iv) (HEINE- BOREL) De toda familia (S;);c; de conjuntos abiertos cuya
unién U §; contiene a S, podemos extraer una subfamilia i, i,, -+, i,,
cuya unioni; Ui, U - Ui, contiene a S (0 equivalentemente: Todo
cubrimiento abierto de S tiene un subcubrimiento finito)

1.5.3. COROLARIO.

Sean S y A dos conjuntos en R™ los cuales son compactos y
cerrados, respectivamente. Entonces la suma

T=S+A={x+y/x€S,yeA}

es cerrada.

1.6.VECTORES.

1.6.1. Definicién (Vector). Un vector n — dimensional x, para
cualquier entero positivo n es una n — tupla x = (x1,x,*, x,) de
nameros reales. Al nimero real x; se llama la i —ésima componente
del vector x
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El espacio euclidiano R™ es el conjunto de todos los vectores n-
dimensional

X = (xltxZ' "',Xn),

Siendo cada vector x un punto de R™. Entonces los vectores
son puntos de R"

1.6.2. NOTACION.

En general las letras latinas mindsculas en negritas tales como
a b, c x,y,z representan vectores y las letras en negritas tales
como f, g, h representan funciones vectoriales. Por otro lado las
letras i, j, k, m, n y algunas otras denotan numeros enteros.

Las letras griegas minusculas tales como a, 8, u, v representan
nameros reales (puntos en R) y las letras 6,9, ¢ representan
funciones numéricas (reales).

Los nameros reales x; representan componentes de un vector
y las letras griegas minusculas con un subindice tales como
A1, 15, A3, -+, A, indican numeros reales.

1.7.ADICION DE VECTORES Y MULTIPLICACION POR UN

1.7.1.

NUMERO REAL.

Sean x e y dos vectoresen R" y sea «a € R.
La suma, denotada por x + y, se define como:
x+y=(x+y,%+ Y2, X3+ Y3, X + Yn)

La sustraccion o diferencia, denotada por x — 1y, se define
como:

X—=y=(x; =y, X = Y2, X3 = Y3, , Xy — V)

La multiplicacion por un numero real a denotada por «a x, se
define como:

ax = (ax,, ax,, -, ax,).

COMBINACION LINEAL

Un vector x € R™ es una combinacion lineal de los vectores
X1,X2,", Xmen R™ si x = A;xq1 + x5 + -+ A, x,, para algunos
A, A5, A, ER, Yy €s una combinacion lineal no negativa de
X1,X2,*, Xm € R™ si ademas, de la igualdad anterior, se cumple
A, Az, o A = 0.
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Los numeros 44,4,, -+, 1,, se llaman pesos.

1.7.2. INDEPENDENCIA'Y DEPENDENCIA LINEAL.

Los vectores x4, x5, -, X, € R™ son linealmente independientes
(L.1), si de la relacion de dependencia lineal

/11x1 +A2x2 + - +/’1mxm = 0, AIJAZJ ,Am €ER
se sigue que
A’l= A2= =Am=0

Los vectores x4,Xx3,:*, X, € R™ son linealmente dependientes
(L.D) si existen escalares 44,4,, -, 4,, no todos ceros tales que

Mxy+x+ -+ Apx, =0
1.7.3. PRODUCTO ESCALAR

El producto escalar de dos vectores x e y de R™ denotado por x -y
se define como

XY =X1Y1, TX2Y2 + X3Y3 + 0+ XYy

1.7.4. NORMA DE UN VECTOR.

La norma de un vector x € R™ denotada por ||x|| se define por

lxll = V- x = \/(x1)2 + (22) + - + (x)?
1.7.5. DESIGUIALDAD DE CAUCHY — SCHWARZ.
Sean x e y dos vectores en R™. Entonces
|2y < llxlIyll
Donde |x - y| es el valor absoluto del nUmero real x -y
1.7.6. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS.

Sean x,y € R™. La distancia entre los puntos (vectores) x,y € R"
es el nimero no negativo

dx,y) =llx—yll=Jx-y) (x—y)

Obsérvese que

dx,y) =llx—yll={Jx-y) (x—y)

= \/(xl =YX = Yo, Xy — Yn) (X1 — V1, X2 — Y2, Xn — Y
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1.7.7.

=01 — )2 + O — y2)2 + - + (xn — Yn)? wd(xy) =
\/(x1 —y1)%2 + (g = y2)2 4+ (g — yp)?

TEOREMA FUNDAMENTAL DE ESPACIOS VECTORIALES.

Si cada uno de los vectores yg,¥1,,¥Ym € R €s una
combinacién lineal de x4, x3,::*,x,, € R™; entonces yo,¥1,"**»¥m
son linealmente dependientes.

DEMOSTRACION.

La prueba se hace por induccién sobre m. Si m = 1, entonces
Yo = DoX1, Y1 =P1X1- Si py =p; =0 entonces yo =y, =0y asi
Yo Y Y1 son linealmente dependientes. Si no, entonces digamos
por ejemplo que p,# 0. Entonces p,yo— oY1 = P1PoX1 —
pop1Xx1 = 0y asi yoy y; son linealmente dependientes puesto que
Po #0

Ahora asumamos que el teorema es valido para m=k—-1y
mostraremos que también es valido para m = k. Por hipotesis
tenemos que

k
Y =Zpi]xl-, j=0,1,2-,k

i=1

Si todo los p{ es cero entonces todos los y; son ceros y por
consiguiente linealmente dependientes.

Asuma ahora que al menos un pl.’ es diferente de cero, digamos
por ejemplo p?. Definamos

p} D

J / '

Zj:}’j—p_Ll}’o:Z<Pi]——oP?>xi j=12,3,-,k
0 -

Entonces cada uno de los vectores zjesuna combinacion lineal

de los k—1 vectores xj3,x3,**,X}, Y POr consiguiente por la
hipotesis inductiva, los z; son linealmente dependientes, esto es,

existen nimeros q4, q,, ***, qx No todos ceros, tal que
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1.7.8.

1.7.9.

1.7.10.

lo cual muestra que los y; son linealmente dependientes.

COROLARIO.

Cualquier conjunto S ={y.,¥2 VY Vn+1} de n+1
vectores en R™ son linealmente dependientes.

DEMOSTRACION.

Sea e; un vector en R™ cuyos elementos son ceros a
excepcion del i-ésimo elemento, el cual es 1. Entonces cualquier
vector x € R™ es una combinacion lineal del vector e;, esto es

n
X = Z X;€;
i=1

Entonces por el teorema fundamental de espacios

vectoriales seguimos que el conjunto S el linealmente dependiente.
COROLARIO.

Cualquier conjunto S = {y;,¥2,**, Ym} de m vectores en R"

son linealmente dependientes sim > n
DEMOSTRACION.

Por corolario 1.6.8 cualquier conjunto S de n + 1 vectores de
los m vectores es linealmente dependiente, por consiguiente los m

vectores son linealmente dependientes.
COROLARIO.

Cada sistema de n ecuaciones lineales homogéneas con m

incégnitas, m > n tiene una solucion diferente de cero.
DEMOSTRACION.

Considere la ecuacion matricial Ax = 0 donde A es cualquier matriz
nXm. Las m columnas A; de A son vectores en R™ y por

consiguiente por corolario 1.4.12 son linealmente dependientes.

Por lo tanto existe un x # 0 tal que Ax = 0.
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1.7.11.

1.7.12.

BASES DE UN SUBESPACIO DE R"

Definicion. Sea S un subespacio de R™, y sea r el maximo
namero de vectores linealmente independientes que pueden ser
seleccionados de S. Cualquier conjunto de r vectores linealmente
independientes de S se llama una base para S.

TEOREMA DE LA BASE.

El conjunto T = {xq,x3,x3,-:-,x,} de vectores linealmente
independientes es una base para un subespacio S de R™ si y solo
si cada vector y en S (y € S) es una combinacion lineal de los
xX;,i=1,2,,7

DEMOSTRACION.

Supongamos que cada vector y en S es una combinacion lineal
de los x;, es decir

y = Z{:l pixi'

Entonces el conjunto S ya no contiene vectores linealmente
independientes, para cualquier conjunto de mas que r vectores
debe ser dependiente ya que ellos son combinacion lineal de los
x;. Por lo tanto r es el maximo numero de vectores linealmente
independientes que pueden ser seleccionados de S y por
consiguientes el conjunto de los x; son una base para S.

Reciprocamente. Supongamos que el conjunto T de los x; es
una base para S. Entonces por definicion, r es el niamero de
vectores en el conjunto mas grande de vectores linealmente
independientes que pueden ser hallados en S. Asi si y esta en S,
entonces T = {xq,x3,x3,--,x,} €S linealmente dependiente, esto
es

T
Z pixi + poy =0,
i=1

y po # 0, de otro modo los x; serian linealmente dependientes. Por

consiguiente

r
1
y=- %Z pix;
i=1

la cual es la combinacién lineal deseada.
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1.8.MATRICES.

1.8.1.

1.8.2.

1.8.3.

1.8.4.

Definicion. Una matriz A de orden m Xn es una configuracion
rectangular de elementos encerrados entre paréntesis o corchetes
de la siguiente forma:

A11 A12 Aln
e
Api Amz = Amn

El i-ésimo renglon de la matriz A se denotado por A;. seré un n-
vector y se escribird como:

Ai'= (Al'1,Ai2,"',Ain) i=1,2-,m

La j-ésima columna de la matriz A denotada por A.; sera un m-
vector y se escribira como

Amj

MATRIZ TRANSPUESTA.

La transpuesta de la matriz A de orden m X n se denota por AT
y se determina cambiando las filas por las columnas, entonces la
transpuesta queda definida por:

A11 A21 Aml
AT = Az Ay v App
Aln A2n Amn

RANGO FILAY COLUMNA DE UNA MATRIZ.

El maximo numero de renglones o filas linealmente
independientes de una matriz se llama rango fila de una matriz, y
el maximo numero de columnas linealmente independientes de una
matriz se llama rango columna de una matriz. El rango de una

matriz es el rango fila o columna de la matriz

TEOREMA DEL RANGO.

Para cualquier matriz A, el rango fila y rango columna son iguales.

DEMOSTRACION.
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Sea r el rango fila y s el rango columna de la matriz A tal que
r < s. Seleccionemos un renglén basico para A, el cual podemos
asumir que consiste de los renglones A4;,4,, -, A,. y una columna
bésica, la cual la asumiremos que consiste de las columnas
Aq, A, A

Sea A, = (41,45, ,4;s) y note que las ecuaciones

1.8.5.

son r ecuaciones en s (s > r) desconocidas y por corolario 1.4.13
tiene una solucion y diferente de cero. También puesto que
Ay, Ay, -+, A, es unrenglén base, seguimos del teorema de la base
1.5.2 que paratodo k, A, = YI_, p;* A; para algunos nimeros p;*.

Por consiguiente

<

<

Ay =) p*(A4y) =0,k
i=1

las cuales son equivalentes a

S
D A5 =0
j=1

Esto muestra que las columnas A.,,A4.,,---,A, de A son
linealmente dependientes, lo cual contradice la suposicion que ellas
fueron una base. Esta contradiccion muestra que r = s. El mismo
argumento aplicado a la transpuesta de A muestra que s = r. Por
consiguiente s = r

COROLARIO.

Sea A una matriz r X n con rango r (r < n). Entonces para
cualquier B € R", el sistema Ax = B tiene una solucion x € R™

DEMOSTRACION.

Por teorema del rango (Teorema 1.6.4), el rango columna de A
esr,yasisi A;,A,,,A., decimos, es una base columna,
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1.8.6.

1.8.7.

1.8.8.

1.8.9.

tenemos r vectores linealmente independientes en R", y el vector
B € R" se puede expresar como una combinacién lineal de ellos,

esto es,
r
j=1

Por definicion, x; =0 para j =r+1,--,n, tenemos que B =
Ax

MATRIZ NO SINGULAR.
Una matriz n X n se llama no singular si tiene rango n.
MATRIZ SEMIDEFINIDA.
Una matriz A n X n se llama semidefinida positiva si
xAx = 0, Vx € R"
y semi definida negativa si

xAx <0, Vx € R"

MATRIZ DEFINIDA.

Una matriz A n X n se llama matriz definida positiva si x +# 0 =
xAx >0

y definida negativa si
XxX#0=>xAx <0

Obviamente el negativo de una matriz (definida) semidefinida
positiva es una matriz (definida) semidefinida negativa vy
reciprocamente. También cada matriz definida (negativa) positiva

también es semidefinida positiva (negativa)

TEOREMA.
Cada matriz definida positiva o negativa es no singular.

DEMOSTRACION.
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Sea A una matriz n X n definida positiva o negativa. Si A es
singular, entonces su rango es menor que n, y existe un x € R",
x # 0, tal que Ax = 0. Por consiguiente xAx = 0 para algun x # 0,
lo cual contradice la suposicion que A es definida positiva o

negativa. Por consiguiente A es no singular.

1.9. FUNCIONES CONTINUA Y SEMICONTINUAS, MAXIMO Y
MINIMO.

En esta seccion se establece algunas definiciones basicas y
propiedades de funciones continuas y semicontinuas definidas en
un subconjunto de R™. También establecemos algunos hechos

acerca de maximo y minimo de estas funciones.

1.9.1. FUNCIONES CONTINUAS Y SEMICONTINUAS.
1.9.1.1. FUNCION NUMERICA O REAL.

Una funcion numeérica o real 8 es una funcion del conjunto S c
R™ en R. En otras palabras, una funcibn numérica es una
correspondencia que asocia un numero real con cada x de S. Se
denota por

0:ScR"->R,talquey=6(x)conx e R*; yeR

y = 0(x) se llama regla de correspondencia.

1.9.1.2. FUNCION CONTINUA.

Una funcién numérica 6 definida sobre un conjunto S c R™ se
llama continua en x, € S (con respecto a S si cualquiera de las dos
condiciones siguientes equivalentes son satisfechas.

() Paracadae>0,existeund >0talquesix €S,y |lx —xpl <
é entonces
16 (x) — O (xp)ll <&

(I) Para cada sucesion x4, x,, -, €n S que converge a xy,

lim 0(x,,) = 0 (lim x,,) = 0(x,)

n—-oo
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se dice que 6 es continua sobre S (con respecto a S) si es continua
(con respecto a S) en cada x, de S, o equivalentemente si
cualquiera de las condiciones siguientes equivalentes son validas:
(I Los conjuntos: {x /x€S,0(x)<a} y {x/x€S5,0(x)=a} son
cerrados relativo a S para cada namero real a
(IV)Los conjuntos {x/x€S,60(x) >a} v {x/x€S5,6(x) <a} son

abiertos relativo a S para cada numero real a.

(V) El epigrafo (gréfica superior) de 6
GO = {(x,f)/x € S,f € R,B(X) < {T}

y el hipogréafo (gréfica inferior) de 6

Hy={(x,¢§)/x€S,EER,0(x) =&}
son cerrados respecto aSxR

En cada una de las condiciones anteriores se observan un par
de requerimientos simétricos. Anulando un requerimiento de cada

par, llegamos al concepto de funciones semicontinuas.

1.9.1.3. FUNCION SEMICONTINUA INFERIOR.

Una funcién numérica 6 definida sobre un conjunto S c R™ se
dice que es semicontinua inferior en x, € S (con respecto a S) si
cualquiera de las dos siguientes condiciones equivalentes se
satisfacen:

() Paracadae>0,existeund >0talquesix €S,y |lx —xpl <
d entonces

—e < 0(x) —0(xp)
(I) Para cada sucesion x4, x,::-, €n S que converge a xy,

rlll_)rg inf 68(x,) = 6 (limx,) = 0(xg)

n—->oo

donde lim inferior 6(x,) denota el infimo de los puntos limites de
n—->00

la sucesién de nimeros reales 6(x1),0(x,), -

Se dice que 6 es semicontinua inferior en S (con respecto a S)
si ella es semicontinua inferior (con respecto a S) en cada punto
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(1

(I

(1)

(V)

(V)

xy €S, 0 equivalentemente si cualquiera de las siguientes
condiciones equivalentes son validas.

(1) El conjunto {x / x € S,0(x) < a} es cerrado relativo a S para
cada namero real «

(IV)El conjuntof{x /x € S,6(x) > a} es abierto relativo a S para
cada namero real «

(V) El epigrafo (grafica superior) de 6

GO ={(x,f)/xES,EER,9(x) Sf}

es cerrado relativoa S X R.

1.9.1.4. FUNCIONES SEMICONTINUAS SUPERIOR.

Una funcion numérica 6 definida sobre un conjunto S c R™ se
dice que es semicontinua superior en x, € S (con respecto a S) si
cualquiera de las dos siguientes condiciones equivalentes se

satisfacen:

Para cada € > 0,existe un § >0 tal que si x €S,y [|lx — x|l <&
entonces B(x) —0(xy) <&
Para cada sucesion x4, x5, -, €n S que converge a xy,

lim sup 0(x,,) < 0 (limx,,) = 0(x,)
n—-0oo

n—-co

donde lim sup 6(x,,) denota el supremo de los puntos limites de la
n—-oo

sucesion de nimeros reales 6(x1),0(x;),

Se dice que 8 es semicontinua superior en S (con respecto a S)
si ella es semicontinua superior (con respecto a S) en cada punto
Xy €S, 0 equivalentemente si cualquiera de las siguientes

condiciones equivalentes son validas.

El conjunto {x / x € S,6(x) = a} es cerrado relativo a S para cada
namero real «
El conjunto {x / x € S,0(x) < a} es abierto relativo a S para cada
namero real «

El epigrafo (grafica superior) de 6

Go ={(x,§)/x €5 §ERO(x) =&}
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es cerrado relativoa S X R.

OBSERVACION. 8 es semicontinua inferior x, € S (con respecto a
S) siy solo si -6 es semicontinua superior en x, € S (con respecto
a S). 6 es continua en xy € S (con respecto a S) si y solo si es
semicontinua superior e inferior en x, € S (con respecto a S)

Ejemplo.

x, parax 1

a) 6(x) = {

1
S parax = 1

es semicontinua inferior en R

x?%, parax # 0 o _
b) x) =1 1 es semicontinua superior en R
- parax =0
2
R
R A
9 » 0(0)=1/2
0
1 /
(1)=1/2
| 0 R
1 >
R Fig. 1.8.1.4: 8 semicontinua

A Fig. 1.8.1.4: 8 semicontinua

. . superior sobre R
inferior sobre R P

1.9.1.5. TEOREMA.

Sea (6;);; una familia (finita o infinita) de funciones
semicontinuas inferior sobre § ¢ R™. La minima cota superior

0(x) = sup 6;(x)
iel

es semicontinua inferios sobre S.
Si I es finito, entonces la maxima cota inferior

@(x) = inf 6;(x)

i€l

también es semicontinua inferior sobre S.
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DEMOSTRACION.

La primera parte se sigue de 1.8.1.3 (iii) anterior y el teorema
1.2.4 (i) si nosotros observamos que para cualquier real A, el
conjunto

(/00 <y ={x/ swpai) <A} = 0/ 6,00 < )
i€l t

es cerrado (relativo a S). La segunda parte se sigue de 1.8.1.3 (iii)

y el teorema 1.2.4 (ii) si observamos que para cualquier real A el

conjunto

x/0(x) <1} = {x / inf 0,0x) < /1} = Ulx /0,0x) < 2}
i€l i€l

es cerrado (relativo a S)

1.9.1.6. COROLARIO.

Sea (6;);; una familia (finita o infinita) de funciones
semicontinuas superior sobre S ¢ R™. La maxima cota inferior

@(x) = inf 6;(x)

i€l
es semicontinua superior sobre S

Si I es finito, entonces la minima cota superior

0(x) = sup 6;(x)
iel

también es semicontinua superior sobre S

1.10. FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES EN LOS
REALES.

Seaf:ScR—-R,talquey=60(x)conxeR; y€eR

v' Se dice que 6 es funcion creciente en S, si x;,x, € S tal que x; < x,
entonces 0(x;) < 6(x,).

v' Se dice que 0 es funcion decreciente en S, si x;,x, € S tal que x; <
x, entonces 6(x;) = 0(x,).
Por ejemplo

a) 0(x) = 2x? + 4 tiene dominio todos los nimeros reales.
Sin embargo, esta funciébn es creciente en S§; =[0,).Esta
aseveracion se comprueba tomando x;=1,x,=2€S8; VY
verificando que 68(1) = 6 < 0(2) =12 y es decreciente en §; =
[—o0,0].
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Obsérvese que S; U S, = R =dominio de 6

La grafica de 6(x) = 2x? + 4 es una parabola con vértice en (0,4)
gue se abre hacia arriba porque a = 2 > 0.

La pendiente de la recta tangente a una funcion creciente es
positiva, mientras que la pendiente a la recta tangente a una
funcion decreciente es negativa.

1.11. INFIMO (SUPREMO) Y MINIMO (MAXIMO) DE UN CONJUNTO
DE NUMEROS REALES.

Recordamos que en la seccion 1.3.6, se ha definido el infimo y
el supremo de un conjunto de numeros reales de la siguiente

manera.
EzinfS(:){ xES:xZ_a
Ve>0 = dxeS:at+e>x
— xES:xS_
,B=sup5(:){ _’B
Ve>0 = AxeS:f—e<x

También se observé que ni @ ni B necesitan pertenecer a S,

pero, cuando @ y B pertenecen a S, ellos se llaman min S y max

S, respectivamente.

1.11.1. MINIMO (MAXIMO).

Sea S un conjunto de nameros reales. Si (infS) € S, entonces
al infS se llama el minimo de S y se denota por minS. Si (supS) €
S, al sup S se llama el maximo de S y se denota por maxS.

EzminS(z){ a€S _
XES D> x>0«
— BES
ﬁzméxS(:){ B —
XES = x<p

1.11.2. INFIMO (SUPREMO) Y MINIMO (MAXIMO) DE UNA
FUNCION NUMERICA.

1.11.2.1. FUNCIONES ACOTADAS.
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Una funcién numérica 8 definida sobre el conjunto S se dice
gue esta acotada por abajo sobre S si existe un niumero « tal que:

x€ES = 0(x) > «a.
El nimero a es una cota inferior de 8 sobre S.

La funcion numérica 6 se dice que esta acotado por arriba
sobre S si existe un numero g tal que:

x€ES = 0(x)<p
El nimero B es una cota superior de 6 sobre S.

Una funcion numérica 6 definida sobre un conjunto S se dice
gue esta acotada si existe un niumero real M > 0 tal que |8(x)| <
M.

1.11.3. INFIMO DE UNA FUNCION NUMERICA.

Sea 6 una funcion numeérica definida sobre un conjunto S. Si
existe un numero « tal que:

XES = 0(x)=a. vy Ve>0=(Ix€S: a+e>0(x))

Entonces «a se llama el infimo de 6 sobre S, y se escribe

a = inf6(x)

XES

1.11.4. SUPREMO DE UNA FUNCION NUMERICA.

Sea 6 una funcion numérica definida sobre un conjunto S. Si existe
un nimero B tal que:

x€ES = 8(x) <pB.
y
Ve>0=(IxE€S: B—e<b(x))

Entonces S8 se llama el supremo de 6 sobre S, y se escribe

B = sup 6(x)

XES
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Si admitimos los puntos t+oo, entonces cada funcién numérica 6
tiene un supremo y un infimo sobre el conjunto S en el cual esta
definida.

MINIMO DE UNA FUNCION NUMERICA.

Sea 6 una funciébn numérica definida sobre un conjunto S. Si
existe un numero x tal que:

x€S = 0(x) =0(x).

Entonces 6(x) se llama el minimo de 6 sobre S, y se escribe
0(x) = min 6(x)
XES
Hacemos las siguientes observaciones:

() No toda funcidn numérica tiene un minimo; por ejemplo e™ y x no
tienen minimo sobre R.
(I ElI minimo de una funcion numérica, si existe, debe ser finito
() ElI maximo de una funcién numeérica, si existe, es un infimo
alcanzado, esto es:

6(x) min 6(x) = inf 0 (x)
XER XER

1.11.5. MAXIMO DE UNA FUNCION NUMERICA.

Sea 6 una funcién numérica definida sobre un conjunto S. Si
existe un numero x tal que:

xX€S = 0(x) <0(x).
Entonces 6(x) se llama el maximo de 6 sobre S, y se escribe

0(x) = max 0(x)

Observaciones similares a (i), (ii), y (iii) dadas antes, las cuales
se aplican al minimo de una funcion, también se aplican al maximo
de una funcién.
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1.12. EXISTENCIA DE UN MINIMO Y UN MAXIMO DE UNA FUNCION
NUMERICA.

En seguida presentamos condiciones suficientes para que una
funcion numérica definida sobre un subconjunto de R™ tenga un
minimo y un méximo sobre este subconjunto.

1.12.1. TEOREMA.

Una funcién semicontinua inferior (superior) definida sobre un
conjunto compacto (esto es, cerrado y acotado) S en R™ esta
acotado por abajo (arriba) y alcanza en S el valor:

@ = inf () [E = sup 6(x)

XES

En otras palabras existe un x € S tal que:

x€S = 0(x) =>0(k) [xES = 08(x) <6(x)]

DEMOSTRACION.

Probaremos el caso semicontinua inferior. Sea y > a, entonces
el conjunto

A, ={x/x€S0(x) <y}

es no vacio y es cerrado relativo a S por 1.8.1.2 (iii). En
consecuencia por teorema de la interseccion finita 1.4.9 (iii)

ﬂAy;t(b

0(x) min 8(x) = inf 0 (x)
XER XER

1.12.2. MAXIMO DE UNA FUNCION NUMERICA.

Sea 6 una funcién numérica definida sobre un conjunto S. Si
existe un numero x tal que:

xX€S = 0(x) <0(x).
Entonces 6(x) se llama el maximo de 6 sobre S, y se escribe

0(x) = max 0(x)
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1.13.

Observaciones similares a (i), (ii), y (iii) dadas antes, las cuales
se aplican al minimo de una funcidn, también se aplican al méximo
de una funcién.

EXISTENCIA DE UN MINIMO Y UN MAXIMO DE UNA FUNCION
NUMERICA.

En seguida presentamos condiciones suficientes para que una
funcion numérica definida sobre un subconjunto de R™ tenga un
minimo y un méximo sobre este subconjunto.

1.13.1. TEOREMA.

Una funcién semicontinua inferior (superior) definida sobre un
conjunto compacto (esto es, cerrado y acotado) S en R™ esta
acotado por abajo (arriba) y alcanza en S el valor:

a = chgbf 0(x) [E = sup 6(x)

XES

En otras palabras existe un x € S tal que:

x€ES = 0(x) =>0() [x€ES = 08(x) <6(x)]

DEMOSTRACION.

Probaremos el caso semicontinua inferior. Sea y > a, entonces
el conjunto

A, ={x/x€S0(x) <y}

es no vacio y es cerrado relativo a S por 1.8.1.2 (iii). En
consecuencia por teorema de la interseccion finita 1.4.9 (iii)

ﬂAy;t(b

Seleccionando x en esta interseccion; entonces 6(x) = a, y por
consiguiente « es finito.

Remarcaremos aqui que el teorema anterior no puede ser
fortalecido agregando la semi continuidad o la suposicién de
compacidad. En otras palabras, a fin de seguirse que

1f60) = nig6 ()
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i

1.14.

no podemos debilitar las condiciones que

() 6 es semicontinua inferior sobre S.
(I) Sescerrado, y

(1) S es acotado.

En seguida presentamos ejemplos donde el infimo no es
alcanzado siempre que una cualquiera de las condiciones

anteriores son violadas.

1/2 parax =0,x €R
x para 0 <x <1,x €ER.

60 ={
0inf1 6(x) = 0, pero no existe el minimo sobre el conjunto compacto
<x<

x/0<x<1}
f(x)=x para0<x<1,x€R

0inf16?(x) = 0, pero no existe minimo de esta funcidon continua
X<

sobre el conjunto abierto {x / 0 < x < 1}

6(x)=e™, x€R
ig}f; 6(x), pero no existe minimo de esta funcién continua sobre el
X

conjunto cerrado no acotado R

FUNCIONES DIFERENCIABLES, TEOREMAS DEL VALOR
MEDIO

En esta seccion presentaremos definiciones y propiedades de
funciones diferenciables y daremos los teoremas del valor medio y

de la funcion implicita.
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1.14.1. FUNCIONES DIFERENCIABLES Y DOS VECES
DIFERENCIABLES.
1.141.1. FUNCION NUMERICA DIFERENCIABLE.

Sea 6 una funcion numeérica definida sobre un conjunto abierto
SenR", yseaxensS. Se dice que 0 es diferenciable en x si para
todo x € R™ tal que x + x € S tenemos que

O(x + x) = 0(x) + t(x)x+oc (x, x)||x||

donde t(x) es un vector acotado n — dimensional, y « es una
funcién numérica tal que lirré x (x,x)=0
X—

Se dice que 8 es diferenciable en S si es diferenciable en cada
x de S [Obviamente, si 8 es fiferenciable sobre el conjunto abierto
S, es también diferenciable sobre cualquier subconjunto T (abierto
0 no) de S. Sin embargo cuando decimos que 6 es diferenciable
sobre algun conjunto T (abierto o no), entendemos que 6 es
diferenciable sobre algun conjunto abierto que contiene a T'.]

1.14.1.2. DERIVADAS PARCIALES Y GRADIENTE DE UNA
FUNCION NUMERICA.

Sea 6 una funcidon numérica definida sobre un conjunto abierto
SenR", yseaxensS. Se dice que 6 tiene derivada parcial en x con
respecto a x;,i = 1,2,--,n; Si

e(x_ll x_Zl'"in—llx_i-I_ 6; xi+1)“‘)ﬁ) - H(X_l,"',ﬂ)
)

tiende a un limite finito cuando § tiende a cero. A este limite se
llama la derivada parcial de 8 con respecto a x; en x y se denota
por d6(x)/dx;. El vector n- dimensional de las derivadas parciales
de 6 con respecto a x4, x5, -+, X, €n x se llama el gradiente de 8 en
X y se denotas por VO(x), esto es,

VO(x) = (00(x)/0x1,00(x)/0xz,++,00(x)/0xy )
1.14.1.3. TEOREMA.
Sea 6 una funcion numérica definida sobre un conjunto abierto

SenR™" yseaxensS.

() Si 6 es diferenciable en x, entonces 6 es continua en x, y VO(x)

existe (pero no reciprocamente), y
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O(x +x) =0(x)+VO(x)x+x (x,x)||x]|| tal que

lin(l)oc(f,x)zo, parax+x €S
X—

(I) Si 6 tiene derivadas parciales continuas en x con respecto a

X1, X2, , X, €St0 €s, VO(X) existe y VO es continua en x, entonces

0 es diferenciable en x.
Podemos resumir el resultado anterior como sigue

Si 6 es diferenciable en x entonces 6 es continua en x y VO8(x)
existe

Si VO(x) existe entonces 6 es diferenciable en x entonces 6 no es
diferencuable en x

Si VO es continua en x y VO(x) eziste entonces Si 6 es
diferenciable en x

Equivalentemente:

. . — 6 es continua en x
=
(6 diferenciableenx) Z { VO(X) existe.
VO (x) existe.

(0 diferenciable en x) < { _ _
VO es continua en x

1.14.1.4. FUNCION VECTORIAL DIFERENCIABLE.

Sea f una funcion vectorial m--dimensional definida sobre un
conjunto abierto S en R", y sea x en S. Se dice que f es
diferenciable en x (respectivamente sobre S) si cada una de sus

componentes  fi,f2, -, fm  son diferenciables en X
(respectivamente sobre S)

1.14.1.5. DERIVADAS PARCIALES Y JACOBIANO DE UNA

FUNCION VECTORIAL.

Sea f una funcion vectorial m--dimensional definida sobre un
conjunto abierto S en R™ y sea x en S. Se dice que f tiene derivadas
parciales en x con respecto a xq,x,,:*,X,, Si cada una de sus
componentes fi, f5, -, fn tienen derivadas parciales en x con
respecto a xq, x5, , Xp.
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La matriz mxn definida por

0fi(x)  9fi(x) 9f1 (%)
dx, dx, Jdx,
af,(x) 9f2(x) af,(x)
Vi(x) = 0x4 ax,  9x,
0fm(x) 0fm(X) 0 fm (%)
| dx, dx, dx, |

se llama Matriz Jacobiana de f en x y a su determinante |Vf (x)|
se llama Jacobiano

1.14.1.6. TEOREMA (REGLA DE LA CADENA).

Sea f una funcion vectorial m--dimensional definida sobre un
conjunto abierto S en R™ y sea ¢ una funcion numérica definida en
R™. La funcién numérica 6 definida en S por 8(x) = ¢p[f(x)] es
diferenciable en x € S si f es diferenciable en x y si ¢ es
diferenciable en

y =fX),
y
Vo(x) = Vop(y)Vf(x)

1.14.1.7. FUNCION NUMERICA DOS VECES DIFERENCIABLE
Y SU MATRIZ HESSIANA.

Sea f una funcion vectorial m--dimensional definida sobre un
conjunto abierto S en R™ y sea x en S. Se dice que 0 es dos veces
diferenciable (es decir sus segundas derivadas parciales existen)
en x siparatodo x € R™ tal que x + x € S tenemos que

O(x+x)=60(x)+Vo(x)x+ %Vze(i)x + B(x, x)(J1x[])?

donde V260(x) es una matriz nxn de elementos acotados, y S es
una funciéon numérica de x tal que

limp(x,x) =0
x—0
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La matriz V20(x) se llama la matriz Hessiana de 6 en x y sus
ij —ésimos elementos se escriben como

926 (x)

2 x L =

ij=12-n

Obviamente, si 8 es dos veces diferenciable en x, también
debe ser diferenciable en x.

1.14.1.8. TEOREMA.

Sea 6 una funcién numérica definida sobre un conjunto abierto
S enR™ yseaxenS. Entonces
() Si VO es diferenciable en x, entonces 6 es dos diferenciable en x.
(I Si Ve tiene derivadas parciales continuas en x, entonces 6 es dos
veces diferenciables en x.

() Si V20 es continua en x, entonces

926(x) @ <69(E)>

axl-axj N a_xl axj

y V26(x) es simétrica, esto es, [V20(X)];; = [V2O(X)]

OBSERVACION.

1. Los numeros 96(x)/dx;, i = 1,2,---,n, también son llamados
la primera derivada parcial de 6 en x, y 0%0(x)/0x;0x;, i,j =
1,2,---,n también son llamadas las segundas derivadas parciales
de 6 en x. De manera analoga podemos definir la k — derivada
parcial 8 en x.

2. Sea 6 una funcién numérica definida sobre un conjunto abierto
S © R™ x R¥ la cual es diferenciable en (x,y) € S.

Entonces definimos los gradientes

_ 060 (%,y) 06(x,y)]
Vx0(x,y) = 0x 0x
| 1 n
[00(x,y 20(x,y)]
V,0%5) = xy)  90(y)
a)ﬁ ayn
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y, VO, Y) =[V,.0(x,3),Y,0(x,y) ]

DEFINICION. Sea f una funcion vectorial m--dimensional
definida sobre un conjunto abierto S c R™x R* la cual es
diferenciable en (x,y) € S

Entonces definimos las matrices Hessianas siguientes:

0fi(x,y)  0fi(x,y) 0fi(%,y)
dxq dx, dx,
VoY) =] ox dx, dx,,
@Y UnET &)
dxq dx, dx,
0f,(cy)  0fi(x,y) 0fi(xX,y)
0y, 9y, 0yx
v, f (x,y) = dy, ay, 0V
n@T) Un@Y) @)
0y, 0y, 0yx

y el gradiente  Vf(%, %) = [V.f (&) V,f ) |

1.15. TEOREMA DEL VALOR MEDIO Y TEOREMA DE TAYLOR.

1.15.1. TEOREMA DEL VALOR MEDIO.

Sea 6 una funcidn numérica diferenciable definida sobre un
conjunto convexo abierto S ¢ R™, y sean x4,x, € S. Entonces

8(xz) = 0(x1) + VO[x; +y(x2 — x1)](x2 — x1)
para algin nimeroreal y, 0 <y <1
0(xz) = 0(xq) + VO [x1](x2 — x4)

1
+ E{(xz —x)V?0[x1 + 6(xy — x1)](x3 — x1)}
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1.15.2. TEOREMA DE TAYLOR (DE SEGUNDO ORDEN)

Sea 6 una funcién numérica dos veces diferenciable definida
sobre un conjunto convexo abierto S c R™, y sean x;,x, €S.
Entonces

0(xz) = 0(xy) +VO[xq](x — x1)
1
+ E{(xz — x1)V?0[x1 + 85(xz — x1)]1(x2 — x1)}

para algin numeroreal §, 0 <6 <1

2. FORMAS CUADRATICAS

En este apartado vamos a estudiar el concepto de forma
cuadrética, las formas de expresarlas asi como los tipos y
propiedades de ellas.

2.1. CONCEPTO DE FORMA CUADRATICA.

Para introducir el concepto de forma cuadratica vamos a iniciar el
estudio de los llamados polinomios cuadraticos

2.2. DEFINICION (POLINOMIO CUADRATICO)

Diremos que un polinomio p en las variables x;,x,,:-,x, €S
cuadrético, si cada uno de sus términos tiene grado dos, es decir

p(xqy, Xz, , Xp) = Z Z AjjXiXj

n n
i=1 j=1

donde

a;j €ER; i,j =1,2,--,n son los coeficientes del polinomio.

Establecido el concepto de polinomio cuadratico, en un conjunto de
variables, también podriamos interpretar a este como una
aplicacion tal que a cada vector n-dimensional (x4, x5, -, x,) de R™
se le asocia el namero real p(x). En seguida presentamos el
concepto de forma cuadratica.
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2.3. DEFINICION (FORMA CUADRATICA)

Una forma cuadratica Q, es toda aplicacién Q:R™ — R tal que a
cada vector columna nx 1, X = Col(xy,x5,+*,%,) € R™ le hace
corresponder el valor numérico dado por un polinomio cuadrético

n

QX)) = qlxy,xp, -, xy) = Z a;jXiX;

n
i=1j=1
donde A = (a;;) es unamatriz simétrica de orden n X n.

El vector XT es un vector fila XT = (x4,x,,--,x,) ER™ y X €s un
vector columna denotado por

X1

X = Col(xy, x5, , %) = *2 | e gn

Xn
EXPLICACION. El desarrollo de una forma cuadrética, en términos
de las variables x;,x5,:-,x, corresponde a un polinomio
homogéneo de grado 2, donde los coeficientes de los términos

cuadraticos x? son los elementos de la diagonal principal de la

matriz simétrica A, y cada coeficiente de un término rectangular
x;x; es el doble del elemento a;; de la misma matriz (i # j); es

decir: coeficiente de un término rectangular x;x; = 2a;;.
Dada una matriz cuadrada real M = (m;;), aunque la matriz no sea
simétrica, la funcion

n

mm=i
i=1

es un polinomio cuadratico. Sea A = (aij) la matriz simétrica

asociada a la forma cuadratica, entonces los elementos de A4 se
determinan con

mi]-xl-x]-
j=1

_ m,-]- + m]-,-
W
De esta forma: Si M = (m;;) es una de las matrices no simétricas

asociadas a la forma cuadrética Q, entonces su matriz simétrica 4
asociada a la forma cuadratica se obtiene efectuando la operacion

1
A:E(M-FMT)
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De esta manera la forma cuadratica es

QX) = ii a;jX;X;

2.4. MATRIZ ASOCIADA A UN FORMA CUADRATICA

TEOREMA 01. (Existencia y unicidad de una matriz simétrica
asociada a una forma cuadratica)

Dada una forma cuadratica Q:R™ — R, existe una UNICA MATRIZ
SIMETRICA A de ordenn x n tal que

Q(X) = XTAX

y, a esa matriz, se la denomina la MATRIZ ASOCIADA a la forma
cuadratica.

Las propiedades de la forma cuadratica Q(X) estan relacionadas
con las propiedades de la matriz simétrica A, y no con todas las
posibles matrices M que permiten obtener Q(X) mediante la
expresion Q(X) = XTMX
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Ejemplos.

1. La matriz simétrica A asociada a la forma cuadrética definida por

q(x1, X5, x3) = —x% + 2x% + 5x2 + x1x, — 3x1X3 + 6X,x3
~1 1/2 -3/2
es A=|1/2 2 3
—3/2 3 5
Explicacion.

e Los coeficientes de los términos cuadraticos son —1,2,5 y forman
la diagonal principal de la matriz simétrica asociada a la forma
cuadrética.

e Cada elemento a;; es:

a;j = (Coeficiente de un término rectangular x;;)/2; esto es
Qi = Ay =1/2; a3 =0a3, = —3/2; a3 =asz; =6/2=3

Si  suponemos que  q(xq,X;,X3) = —xZ + 2x3 + 5x% + x1X, —
3x,x3 + 6x,x3 €S un polinomio cuadratico y deseamos calcular la
matriz simétrica asociada a la forma cuadratica, entonces debemos
reescribir el polinomio con todos sus términos rectangulares x;; y
x;;, escribir la matriz M y luego calcular A = (M + M™) /2. Esto es:

o q(xy,x5,%3) = —x2 4+ 2x2 + 5x% + x1X, — 3x,%3 + 0xp1 + 6x,%5 +
Ox31 + Ox3,
e La matriz no simétrica M es

-1 1 -3
M=(ml-j)=[0 2 6]
0 0 5

El polinomio escrito en forma matricial es Q(X) = XTMX

La matriz simétrica asociada a la forma cuadratica es

1 1/[F1 1 =3] [-1 0 0
A:E(M+MT)=E<[0 2 e6l+| 1 2 OD
o 0 51 -3 6 5

~1 1/2 -3/2

=[1/2 2 3

~-3/2 3 5

2. La forma cuadratica asociada a la matriz simétrica
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es

0 5 3|/
Q(xlﬁ X2, x3) = XTAX = (lexZJxS) \/g -3 0 X2
3 0 5|3

Q(Xl, X2, X3) = 0x12 - 3x22 + 5x§ + 2\/§X1x2 + 6X1X3 + OXZX3

Q(Xl, X2, X3) = —3X22 + 5x:§ + 2\/§x1x2 + 6X1X3

1 2 -1
3. SeaM=|-1 -3 1] una matriz cuadrada real no simétrica, la
3 0 5

matriz simétrica asociada a la forma cuadratica es
1 2 -1 1 -1 3
1 1
A=—(A+AT)=§< -1 -3 1 2 =3 0>=
-1 1 5

2 3 0 5
12 1 2 1 12 1
=51 -6 1|=|1/2 =3 1/2

2 1 10 1 1/2 5

_|_

La forma cuadratica es
1 12 1171/
Q(x1,x2,x3) = XTAX = (x4, X, Xx3) [1/2 -3 1/2] <x2>
1 1/2 5 1\xs
Q(xq, x5, x3) = x% — 3x3 + 5x2 + x1x, + X,%3 + 2Xx1X3

2.5. FORMAS (O MANERAS) DE EXPRESAR UNA FORMA
CUADRATICA.

Una forma cuadrética se puede escribir en las siguientes formas:
Matricial, canonica y polinomial.
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2.5.1. Forma matricial de una forma cuadréatica.

Definicién. Sea forma cuadréatica

n
Q(xy,xz,+,x,) = Z Z a;jXX;

n
i=1j=1

entonces, la forma matricial es Q(X) = XTA X.

donde
X1
X5 . S

X =| . | y Auna matriz cuadrada simétrica de orden n X n
xn

asociada a la forma cuadratica.
1.4.1. Forma canodnica de una forma cuadratica.

Definicion. Sea

n

Q(xlxeJ"':xn) = Z a;;XiXj

n
i=1j=1

una forma cuadratica, la forma canoOnica, es decir la forma
cuadratica sin términos rectangulares x;x; es

n

Q(xlleJ'“ixn) = Z a; xlg

i=1
donde a; €ER,i=1,2,:-.n.

Cualquier forma cuadratica siempre se puede expresar en forma
canodnica y su matriz asociad es diagonal.

2.5.2. Forma Polinomial

Definicién. Una forma cuadratica esta en forma Polinomial cuando
la sumatoria estd desarrollada dando como consecuencia un
polinomio homogéneo de segundo grado.

En otras palabras la forma polinomial de una forma cuadratica se
obtiene desarrollando la forma matricial XTA X, esto es:
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a7 Q2 0 Q] /X1

a a - a X
Q(X) =XTAX = (lexz;"',Xn) :12 :22 : ?n .2

Ain QAyn " App Xn

Ejemplo 1. La siguiente forma cuadratica esta en forma polinomial,
escribirlo en forma candnica

Q(x,y,2z) = x* + 2xy + 6y% + 4yz + z*
Solucion.
Reescribiendo adecuadamente la forma cuadratica
Q(x,y,2z) = (x? + 2xy + y?) + (5y2 + 4yz + z?)

= (x+y)2+5(y2+§yz)+zz

4 4

4
— 2 2 _ 2 _ 2 2
Qx,y,z) =(x+y) +5(y teyzt et — oz )+z

4 4 4
=(x+y)2+5(y2+§yz+£zz)—§22+22

2\ 1
Q(x'y;z)z(x+y)2+5(y+§z) +§Z2

Introduciendo las nuevas variables y,, y,, y;

Dyi=x+y
2

2)y2=y+cz

3) Y3 =12

y remplazando, escribimos la forma cuadratica en su forma
canonica

1
Q1 ¥2,¥3) = y2 +5y7 + gye?

Ejemplo 2. La siguiente forma cuadratica esta en forma polinomial,
transformelo a la forma matricial.

Q(x,y,z) = x% 4+ 2xy + 6y? + 4yz + z*
Solucion.

Reescribimos la forma cuadratica como
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Q(x,y,2z) = x* +2xy + 6y% + 4yz + z? + Oxz
Escribiendo la matriz simétrica asociada a la forma cuadratica

dada, resulta:

La forma matricial es

X

y
z

1 6 2
0 2 1

Qx,y,2) =XTAX =[x ¥y Z]

Ejemplo 3. Dada la forma cuadratica Q(x,y,z) = x? + 2xy + 6y% +
4yz + z?

a) Obtener dos matrices distintas (no simétricas) M y N tales que
XTMX =Q(X)y XTNX = Q(X)

b) Obtener una matriz simétrica A tales que XTA X = Q(x,y, z)

Solucion.

a) Para hallar las dos matrices distintas, reescribimos la forma
cuadratica como:

i) Q(x,y,z) = x?+ 3xy + 0xz — yx + 6y + yz + 0zx + 3zy + z>
i) Q(x,v,z) = x?+ 4xy + xz — 2yx + 6y? + 2yz — zx + 2zy + z*

Las dos matrices distintas y no simétricas son obtenidas de los
polinomios anteriores, ellas son:

1 3 0
M=|-1 6 1

0 3 1

, N=

1 4 1
-2 6 2
-1 2 1

Se observa que ambas dan la misma forma cuadratica dada,

puesto que:

1 3 0]x

Qx,y,z) =X"MX =[x ¥y z|]|-1 6 1 M

0 3 11tz

=x2+2xy + 6y% + 4yz + z*

1 4 1]x

Qx,y,z2) =X"NX =[x y Z]|-2 6 2 M

-1 2 11tz

=x% 4 2xy + 6y% + 4yz + z*2
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b) La matriz simétrica A asociada a la forma cuadratica dada es

1 10
A=|1 6 2
0 2 1

Esta matriz también se puede obtener aplicando
1
A - E (M + MT)

e Para M, tenemos:

1 1/[1 3 0 1 -1 0 11 0
A=§(M+MT)=§<[—1 6 1/+|3 6 3D=[1 6 2]
0 3 1 0 1 1 0 2 1

e Para N, tenemos:
1 1/[ 1 4 1 1 -2 -1 11 0
A=§(N+NT)=§<[—2 6 2|+14 6 2D=[1 6 2]
-1 2 1 1 2 1 0 2 1

A continuacion presentamos un meétodo basado en el
procedimiento algebraico de completar cuadrados para reducir una
forma cuadratica dada en forma polinomial que contiene términos
rectangulares x;x; a una suma de cuadrados, es decir a su forma
canonica. Este método, denominado método de LaGrange se basa
en dos ideas sencillas: completar cuadrados y, y algunas veces,
usar el hecho de que suma por diferencias es igual a diferencia de
cuadrados.

Obviamente el caracter de la forma cuadratica no cambia con las
operaciones usadas en el método de Lagrange, lo cual permite
clasificar la forma cuadratica segun su signo cuando la forma
cuadrética esta escrita en forma canonica.

a, Formulacién general del método de Lagrange.

Sea Q(X) = XTAX una forma cuadratica. El método que consiste
en ir completando cuadrados haciendo cambios de variables en los
gue en cada paso cambia una (o a lo sumo dos) de las variables,
suele denominarse Método de Lagrange. Se presentan dos casos:

CASO I. (Método de completar cuadrados) Si para algun indice i
se tiene a; # 0, podemos completar cuadrados con todos los
términos que contengan a x; para obtener
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n

Cll']'
Q(X) =a; za_x] + ql(leer"'ﬁxi—lrxi+1!"'1xn)
=1

Donde g, es una nueva forma cuadrética con n — 1 variables a la
gue se le vuelve a aplicar el proceso. El cambio de variables que
se utiliza es

n

_ aij _ .
Vi = _Xj, y]—X] para];tl
= du

Ejemplo 1.

Aplicar el método de Lagrange para reducir a su forma canénica la
siguiente forma cuadratica

Q(x1,%x5,x3) = X2 + 5x3 + 2x% + 4x,x, + 2x,x3 + 6X,%5
Solucion.

Completamos cuadrados en la variable x; puesto que aparecen
términos en x2, x;x, Y €nx;x;. Sumamos y restamos 4xZ, 4x,xs,
y descomponemos el término 2x3 como 2x3 = x2 + xZ tenemos

Q(x1,x5,x3) = (X2 + 4x1x, + 2x1X5 + 4x3x3 + 4x2 + x3) — 4x2
+ 5x2 + x2 — 4x,x5 + 6x,X3

Q(x1,x5,x3) = (x1 + 2, + x3)%2 + x% + x2 + 2x,x3

En seguida completamos cuadrados en la variable x, puesto que
aparecen términos en x7 y en x,x;

Q(x1,x2,x3) = (x1 + 2x, + x3)2 + (x, + x3)2 = 3’12 + 3’22

Donde se realiz6 el cambio de variables y; = x; + 2x, + x5 Y, y, =
X2t X3,Y3 = X3

CASO II. (Método de suma por diferencias) Si a;; = 0 para todo i
elegimos a;; # 0 (si todos fueran cero tendriamos Q(X) = 0 que ya
esta reducida)

En este caso hacemos el cambio de variables
Xi=Yi+Y, X =Yi—Y; Y X =Y, para k#i,j

y pasamos de nuevo al caso (), pues los términos cuadrados

a;jX;x; S€ transforman en:

ij
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2.6.

— 2 2
aijXiXj = Aijyi — AijYj-

Ejemplo 1.

Aplicar el método de Lagrange para reducir a su forma canonica la
siguiente forma cuadrética

Q(xIJ xZ; x3; x4) = 3x1x2 + 5x3x4
Solucién.

Vemos que no hay ningiin término al cuadrado (a; = 0), recurrimos
al método de suma por diferencias.

Hagamos el cambio de variables
X1=Y1 1Y, X2 = Y1 = Y2, X3 = Y3,X4 = Y4
Remplazando en la forma cuadratica tenemos

QW1 Y2, Y3, Y4) = 31 + ¥2) 1 — ¥2) + 5y3ys = 3yF —3y5 + 53V,

En la ultima forma cuadratica vemos que hay cuadrados en las dos
primeras variables y; y y, mientras que en las otras dos variables
ys3 Y y¥. N0 hay ningun término cuadratico. Esto hace ver que es
necesario recurrir a la suma por diferencias, para esto hacemos el
cambio de variables

Y1 =27y, Y2 = Zy, Y3 =23+ 2y, Yo = 23— 24
Remplazando en la ultima forma cuadratica tenemos

Q(2y,23,23,24) = 3212 - 3222 +5(z3 + 24) (23 — z4)
=3z% —3z% 4+ 52% — 72

Obsérvese gue el mismo resultado se obtendria si se hace, a la
vez, los cambios de variable

x1=Zl+ZZ, x2=Zl—Zz, x3223+Z4, x4:Z3_Z4
En efecto

Q(21,25,23,24) = 3(21 + 2,) (21 — 2) + 5(25 + 24) (25 — z,)
= 3z% —3z% + 522 — 527

CLASIFICACION DE UNA FORMA CUADRATICA SEGUN SU
SIGNO.
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b)

d)

El andlisis de una forma cuadrética real de n variables se centra,
fundamentalmente, en determinar su signo, es decir, si todos los
valores reales de Q(X), para X € R, mantienen el mismo signo o

no. Las formas cuadraticas se pueden clasificar como sigue:

Definicion.- Sea Q:R™ - R una forma cuadratica definida por
n n

Q(X) =XTAX = Z Z a;;xx;

i=1 j=1

Se dice que:

Q(X) es definida positiva (D.P.) si Q(X) >0, VXE€R", X # 0

Q(X) es definida negativa (D.N.) si Q(X) <0, VX€E€R™, X #0
Q(X) es semidefinida positiva (S.D.P.) si Q(X) =0, VX €
R" y3X#0/Q0(X)=0

Q(X) es semidefinida negativa (S.D.N.) si Q(X) <0, VX €
R"y3X#0/Q0(X)=0

Q(X) esindefinidasi 3X;,X, €ER"/Q(X1) <0y Q(X3)>0

Ejemplo 1.

La forma cuadratica Q(x;,x,) = x? + x2 es D.P, ya que esta escrita
mediante una suma de cuadrados y, por tanto, toma valores
positivos cualquiera que sea el vector que se use, salvo el vector
nulo.

La forma cuadratica Q(x;,x,) = —x? —x5 es D.N, ya que puede
ser escrita como q(x;,x,) = —(x# + x3) y, por tanto, toma valores
negativos cualquiera que sea el vector que se use, salvo el vector
nulo.

La forma cuadratica q(x;,x;) = (x; —x;)? es S.D.P. pues,
(x; —x,)? =0 Vx € R? y existe vectores x = (x;,x;) € R?/ x; =
X, y q(x1,%,) =0. Por ejemplo 3x=(2,2) eR?/ q(2,2)=(2—
2)2=0

La forma cuadratica q(x;,x,) = —(x; —x,)? es S.D.N. pues,
—(x; —X,)? < 0 Vx € R? y existe vectores x = (x,X,) € R?/ x; =
X, ¥ Q(x4,%,) = 0. Por ejemplo 3x=(1,1) € R?/ q(1,1) =—-(1 —
1)2=0
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e) La forma cuadratica Q(x;,x,) = x? —x% es INDEFINIDA, pues se
pueden encontrar vectores de R? en los que tome valores positivos
y negativos. Por ejemplo, si (2,3) e R? = Q(2,3) =22-32=-5<
0ysi(32)eR2=0Q(32)=32-22=5>0

f) La forma cuadratica q(x;,x;) =x2?+ 2x;x, +x2 es S.D.P.
Obsérvese que esta forma cuadratica se puede escribir como
q(xq,x,) = (x; +%,)2 =0 V (x;,x,) = X € R? y existe el vector X =
(xq,—x,) € R?,x, = x, tal que q(x;,—x,) =0

g) La forma cuadratica q(x;,x;) = —x? + 2x,x, —x5 es S.D.N.
Obsérvese que esta forma cuadratica se puede escribir como
Q(xy,x) = —(%; —%,)2 <0 V (x1,x,) = X € R? y existe el vector
X = (x1,x,) € R%,x; = x, talque Q(x1,x,) =0

h) La forma cuadratica Q(x;,x,) = x;x, €s INDEFINIDA, pues se
pueden encontrar vectores de X = (x;,x,) €ER?/(x; >0,x, <
0) o (x; > 0,x, > 0) en los que tome valores positivos y negativos.
Por ejemplo, si (2,-3) ER? =q(2,-3)=2(-3)=-6<0 y si
(3,2) € R? = q(3,2) = (3)2 = 6 > 0. Nbtese que también se puede
tomar, por ejemplo si(—2,3) e R? = q(-2,3) =-23)=-6<0y
si(32)ER?*=q(3,2)=3)2=6>0

En particular, cuando una forma cuadratica esta escrita en su forma
canonica

n
Q(xy,x2,,%,) = Zdi x?, d;€ERi=12,.n
i=1

Puede ser clasificada segun su signo de acuerdo al valor que
toman los d;. Esto se establece en la siguiente definicion.

Definiciébn. Sea la forma cuadratica escrita en su forma canodnica

n
Q(xl,xz,...,xn):Zdixiz, d;€R,i=1,2,.n.
i=1

Se puede afirmar que.

1. Q(X) es definida positiva (D.P.)siysolosi d; >0, i =1,2,--,n
2. Q(X) es definida negativa (D.N.) siysolosi d; <0, i =1,2,-,n
3. Q(X) es semidefinida positiva (S.D.P.) si y solo si d; >0, i =

1,2,---,ny existe al menos i, tal que d;, = 0
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2.7.

. Q(X) es semidefinida negativa (S.D.N.) si y solo si d; <0, i=

1,2,---,ny existe al menos i; talque d;, =0

. Q(X) es indefinidasi 3d,,d, /d;, <0yd;, >0

COMENTARIO. Una expresion diagonal o candnica de una forma
cuadratica

Q(X) = XTAX
Esta dada por

Q(xy, x5, , %) = dyx? + dyxs + -+ dyx2

d1 0 0 X1
X
=[x1 xz eee xn] ? d:Z : (:) E2
0 0 0 dyllxn
Q(X) = X"DX
d 0 - 0 X1
X
Donde D = 0 d;z _ es una matriz diagonal, y X = ||,
0 0 0 d, Xn

Es decir, la expresidn polinbmica solo contiene términos

cuadréticos y la matriz asociada a la forma cuadratica es diagonal.

METODOS PARA CLASIFICAR UNA FORMA CUADRATICA.

Vamos a estudiar otras caracterizaciones del signo de una forma
cuadrética que vienen dadas, bien a través de los menores
principales, o bien a través de lo autovalores de la matriz asociada
a la forma cuadrética.

TEOREMA 2.7.1. (Método de Jacobi o método de los menores
principales para determinar el signo de una forma cuadratica).
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Sea Q:R™ — R una forma cuadratica real de nvariables
X1, X9, , Xy sean Ay, A,, -+, A, l0S menores principales de la matriz
A asociada a Q(X) = XTAX. Se verifica:

Q(X) esD.P.siysolosi A;>0, A,>0,--, A,> 0.

>0 sinespar

Q(X) es D.N. si y solo si A;<0, A,> 0,---,An{< 0 si n es impar

SiA,# 0 yno se verifica ni 1) ni 2) entonces Q(X) es INDEFINIDA.

Sea r =rg(A): Rango de la matriz A

Si A;=0,Vi=1,2,---,r entonces Q(X) es S.D.P.

>0 sirespar

< 0siresimpar entonces  Q(X) es

Sl Als 0, AZZ OJ“.IAT{

S.D.N.

Si A;#0,Vi=1,2,---,r yno se verifica ni 4) ni 5) entonces Q(X)
es INDEFINIDA

Procedimiento para calcular el rango de una matriz.

Para calcular el rango de una matriz se sigue los dos pasos
siguientes

Paso 1: Utilizando operaciones elementales por renglones se transforma la

a A W N PP

matriz A en una matriz B en forma escalonada por renglones.

Paso 2. Elrango de A es igual al nUmero de renglones no nulos de
B.

.Este método también se establece como sigue:

TEOREMA 2.7.2.. Sea Q(X) = XTAX una forma cuadrética en las
variables x,, x,,:-,x, , siendo A la matriz simétrica asociada a la
forma cuadratica, y sean A, A,,--+,A, SUS menores principales,
entonces:

.Q(X) esD.P. & A>0,i=12,,n.

.Q(X) esD.N. & (-1iA;>0,i=12,,n

.Q(X) esS.D.P. SI A;>0,i=1,2,--,n—1y A,=|4] =0

. Q(X) esS.D.N. SI (-1)!A;=0,i=12,-,n—1y A,=|A] =0
. Q(X) es INDEFINIDA si no se cumplel), 2), 3) 0 4)
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COMENTARIO Los numerales 1) y 2) del teorema 2.7.1 y los
numerales 1) y 2) del teorema 2.7.2. son equivalentes. Para 1) es
evidente. Para el numeral 2), vemos que, si:

i=1= (-1D)A>0 o —A<0 © A<O
i=2= (-1)2A,=20 & A>0

i=3 = (-1)3A>0 e -A>0 © A<O
i=4 = (-D*A;=>0 © A>0
Continuando sucesivamente
Siiespar= (—1)!A;=0ysi i esimpar= (—1)'A;< 0.

Por tanto: Q(X) es DN & (-1)A>0,i=12,,n es
EQUIVALENTE con Q(X) es D.N. si y s6lo si A;<0, A,>

>0 sinespar

0,0, A {S 0 sin es impar

Ejemplo 1.

a) Usando el signo de una forma cuadratica, determinar si una
empresa tiene utilidad o pérdida al utilizar para sus ventas la
funcién de beneficios dada por la forma cuadratica

B(xy,x5,x3) = 3x% + x2 + 2x,x3 — x2
Solucion.
En este caso la matriz de la forma cuadratica es.

30 O
A=10 1 1]
0 1 -1
Los menores principales son:
30 O
A=3>0; A2=(3) f=3>0; A=lo 1 1 =3|1 _11|
0 1 -1
=-6<0

Observamos que A;=3>0; A,=3>0 yA;=—6 < 0. Como A;=
—6 # 0 y no cumple ni 1) ni 2) del teorema 01, entonces la forma
cuadrética es INDEFINIDA es decir, a veces es positiva y a veces
es negativa, la empresa puede tener pérdidas.
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b) Clasifique la forma cuadrética siguiente, usando el método de

Jacobi.
Q(X) = 3x% — 4x,x, + 6x2 + x2
Solucién
La matriz asociada a la forma cuadratica es
3 =2 0
A=1]-2 6 0
0 0 1
Los menores principales son:
3y 3 -2 0
A=3>0; A2=|_2 6|=14>0; A=1|-2 6 0
0 0 1

1|3 —2|_
_1|_2 ) |=14>0
Observamos que A;=3>0; A,=14 >0 yA;= 14 > 0, entonces
la forma cuadratica es D.P
c) Clasificar la forma cuadratica de acuerdo a su signo.

Q(x1,xp,x3) = X2 + 2x1%, + x5 — 4x2
Solucion.

La matriz asociada a la forma cuadratica es

1 1 0
A=(1 1 0
0 0 —4

Los menores principales son:
1 1 0
1 1 0

A=1>0; A2=|1 1|=0; A3=0 10

el -

Por el teorema 1.6.2. parte 5), la forma cuadratica es INDEFINIDA
porque no se cumple 1), 2), 3) 0 4).
Podemos resolver el problema, usando el teorema 1.6.1.,
calculando el rango de la matriz A.

A
11 0 11 0 11 0—F—110
=1 1 0 -Ri+R; 0 0 0R30 0 —4-2R 0 0 1
0 0 —4 00 -4 00 0 00 0
=B
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d)

Como hay dos renglones diferentes de cero en la matriz B,
entonces el rango es r = 2. Entonces A;=1>0; A,=0
Obsérvese que no es posible aplicar el teorema 1.6.1 porque no se
cumple ninguno de los 6 puntos o seanoes D.P,D.N, S.D.P, S.D.N
o INDEFINIDA, entonces no es posible clasificar la forma
cuadréatica segun su signo.

1 2 0
Sea A=1|2 4 0] la matriz asociada a la forma cuadratica
0O 0 4

Q(X) = XTAX. Clasificar la forma cuadratica seguin su signo usando
el método de Jacobi

Solucion.

Los menores principales son:

S 12 0
A=1>0; A2=|2 4|=0; A=12 4 o|=0
0 0 4

Obseérvese que, segun el método de Jacobi, la forma cuadratica no
es: D.P, D.N. S.D.P, S.D.N ni indefinida.

COROLARIO 2.7.3. . (Expresion diagonal o candnica de
Jacobi)

Sea una forma cuadratica Q(X) = XTAX con su matriz asociada 4,
sean Ay, A,, -+, A, los menores principales de Ay sea rg(4) =r <
n. La expresion diagonal de Jacobi de la forma cuadratica q viene
dada por:

A
4,

4,

A
2 T 2
X%+ o+ ——x2,
Al 3 r

2
x5 +
2 A4

Q(xlleI "'lxn) = A1x12 +

siempre que A;# 0, A,#0, ---,A,# 0
Ejemplol.

Sea la forma cuadratica Q(xq,x,,x3) = 3x% + 3x2 + 5x% — 4x;x,
expresarlo en la forma diagonal de Jacobi.

Solucion.
La matriz asociada a la forma cuadratica es

3 =2 0
-2 3 0
0

0 5

A=

Los menores principales son A;= 3, A,= 5, A;= 25
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Veamos el rango de la matriz. Aplicamos transformaciones
elementales sobre filas en la matriz A de la cual se ha tomado solo
los elementos por facilidad

3 -2 0 7~ 1 -2/30 1 -2/3 0

A=-2 3 0 ZR -2 3 0 2Ri+R; 0 5/3 0
0 0 5 0 0 5 0 0 5

37 1 -2/3 0 100 7~ 100

cR; 0 1 0 ZR,+R 0 1 0 ZRy 0 1 0=8
0 0 5 0 05 00 1

Observamos que la matriz B equivalente a la matriz A tiene tres
renglones (vectores) diferentes de cero, entonces el rango de la
matrizAesr =3

Como elrango de la matriz A esr = 3 y los tres menores principales
son diferentes de cero, la expresion diagonal de Jacobi es

5 25 5
Q(xy, x5, x,) = 3x2 +§x§ + ?xg =3x? + §x§ + 5x3

Los ejercicios c¢) y d) del ejemplo 1 que siguen al teorema 2.7.2,
hacen ver que es necesario establecer un nuevo método para
poder clasificar las formas cuadraticas que no se pueden clasificar
por el método de Jacobi.

n

TEOREMA 1.6.2. (Método de los autovalores para determinar el
signo de una forma cuadratica) Sea Q:R™ — R una forma
cuadrética real de n variables y sean 4,,1,.:--, 1, los autovalores
de la matriz simétrica A asociada a Q(X) = XTAX. Se verifica:

1. Q(X) es D.P. si y solo si los autovalores de A son todos
positivos; esto es
Q(X)esDP =1, > 0 Vi=1,23,,n

2. Q(X) es D.N. si y solo si los autovalores de A son todos
negativos: esto es
Q(X)esDNe 4, <0 Vi=1,23,-,n

3.  Q(X)es S.D.P.siy solo silos autovalores de A son positivos y
nulos.

4. Q(X) es S.D.N. si y sOlo si los autovalores de A son todos

negativos y nulos.
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b)

Q(X) es INDEFINIDA si y solo si los autovalores de A son
positivos y negativos.

COMENTARIO . Para caracterizar una forma cuadratica de
acuerdo a su signo, usando el teorema 2.7.3., es necesario calcular
la matriz simétrica asociada a la forma cuadratica y luego calcular
los autovalores de esta matriz. La forma cuadratica en su forma
matricial es XTAX. Los autovalores se obtienen resolviendo
A=Al =0

Ejemplo 2.

Usando el método de los autovalores, clasificar de acuerdo a su
signo la forma cuadratica Q(x;,x,,x3) = x2 + 2x,x, + x% — 4x3

Solucion.

Escribiendo la forma cuadratica en su forma equivalente, es decir
en forma matricial

1 1 071[*
Q(xqy,x5,%3) = [x1,%5,x3] |1 1 0 [[|*2
0 0 —4llx;

Ahora se calculan los autovalores de la matriz simétrica A asociada
a la forma cuadratica, usando |A — Al| = 0

1-4 1 0
A=Al =] 1 1-4 0

0 0 —4 -2
=—-(4+MHrx1-2)=0

=—-(A+)[A-1*-1]

Dedonde A, =—4;1,=0; 1; =2

Puesto que los autovalores son positivos y negativos, seguimos
gue la forma cuadratica es INDEFINIDA.

Usando el signo de una forma cuadratica, determinar si una
empresa tiene utilidad o pérdida al utilizar para sus ventas la
funcién de beneficios dada por la forma cuadratica. Resuelva por
el método de los autovalores.

— 2 2 2
B(xq,x5,x3) = 3x7 + x5 + 2x,X3 — X5

Solucién.
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Escribiendo la forma cuadrética en su forma equivalente, es decir
en forma matricial

30 071[1*1
B(xq,x5,x3) = [x1x, x3] |0 1 1]|X2
0 1 -—-11Lx3

Ahora se calculan los autovalores de la matriz simétrica 4 asociada
a la forma cuadratica, usando |A — AI| = 0

3—-12 0 0

lA-2l=] 0 1-12 1
0 1 -1-2
=—-B-1V2-2)=0

=@B-D[-A-1HA+21)—-1]

Dedonde A; = —V2;; 13 =v2; 1, =3

Luego, la forma cuadratica es INDEFINIDA, es decir, a veces es
positiva y a veces negativa, la empresa puede tener pérdidas.

COROLARIO 1.6.2.. (Expresion diagonal o canonica por
autovalores)

Dada la forma cuadratica Q(X) = XTAX con su matriz asociada A
cuyos autovalores son 14, 4,, -+, 1,,, existe una expresion diagonal
0 canonica para q(X) dada por

Q(xy, x5, Xp) = A X2 + A3x2 + A3x2 + - + A, x2,

Ejemplol.

Sea la forma cuadratica Q(xy,x,,x3) = 3x2 + 3x2 + 5x% — 4x;x,
expresarlo en la forma diagonal por autovalores.

Solucion.

La matriz asociada a la forma cuadratica es

3 =2 0
A=|[-2 3 0
0 0 5

Los autovalores se determinan resolviendo la ecuaciéon |A — AI| =
0, esto es:

3-1 -2 0
-2 3—-1 0
0 0 5-1

=0
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0=G6-Df} TH|=6-nO-a+2 -1

=5B-1)A*-61+5)
G-DVDA-51-1)=0
M=1 A,=23=5
Por tanto, la expresion diagonal o candnica por autovalores es
Q(xq,x5,x3) = x? + 5x% + 5x2

Escrita en forma matricial es

1 0 0\ /%
Q(xq,%5,%3) = Q(X) = XTAX = (xq,%,%3) <0 5 0) <x2>

[e)
[e)
Ul

CONJUNTOS CONVEXOS.

3.1.

INTRODUCCION. Esta seccion tiene por objetivo introducir el
concepto de conjuntos convexos, dar propiedades de tales
conjuntos y derivar los teoremas basicos de separacion para
conjuntos convexos. Estos teoremas de separacion forman la base
fundamental en la que se apoyan las condiciones de optimizacion
de programacion no lineal.

CONJUNTOS CONVEXQOS EN R"

3.1.1. CONJUNTOS CONVEXOS Y SUS PROPIEDADES.

Con la finalidad de introducir el concepto de conjunto convexo,
empezaremos definiendo la recta y el segmento de recta entre dos
puntos de R™.

3.1.2. RECTA.

Sean x4,x; € R™, la recta que pasa a través de los puntos

x1y x, se define como el conjunto
{xeR": x=(1—-A)x; +Ax,, 1 ER}
0 equivalentemente
{x € R™:x = p1x1 + pxa para p; +p, = 1,p;,p2 € R}

Reescribiendo la primera definicion en la forma equivalente

72



{xeR“: x=x;+A(x; —x1),1 €ER}

y considerando el caso cuando x € R, es obvio que la ecuacion
vectorial

{xeR“:x=(1-1Dx; +Axy,, A ER}

es la ecuaciéon paramétrica de la recta que pasa a través de los
puntos xq y x, (Ver figura 1.1.2)

3.1.3. SEGMENTOS DE RECTA.

Sean x;y x, € R". Definimos los siguientes segmentos de
recta que une los puntos x; y x,.

a) Segmento de recta cerrado.

[x,x2] ={x/x=(1—-ADx; + Axy, 0<A<1}
El segmento incluye los puntos x; y x,
b) Segmento de recta abierto.

(x1,x2) ={x/x=(1—-Dxq + 1xy, 0<A<1}
El segmento no incluye los puntos x; y x,
c) Segmento de recta cerrado-abierto.

[x1,22) ={x/x=(1—-Dxq + Axy, 0<1<1}
El segmento incluye el punto x, y excluye el punto x,.
d) Segmento de recta abierto-cerrado.

(x1,x2] ={x/x=(1—-2Dx; + Ax,, 0<A1<1}

El segmento no excluye el punto x; pero incluye el punto x,.

1=—1 A=0 A=1/2 =1 =2
xl xZ
— _J
~
[x1, x,]

Fig. 3.1.1: Recta y segmento de recta a través de x1 y X2
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3.1.4. DEFINICION DE CONJUNTO CONVEXO.

Los contenidos que se presentan a continuacion han sido
extraidos del liboro NON LINEAR PROGRAMMING del autor
MNGASARIAN. Olvi L

Definicion (conjunto convexo). Un subconjunto de S de R™ es
un conjunto convexo si, para dos puntos cualesquiera x; y x5 €S
y cualquier A que satisface 0 <1< 1,41 € R", entonces el punto
x=(1-Dx;+Axz) €S

Simbdlicamente:

S es convexo Si
X1y % ESAO0<SA<1L,A1ER =x=(1-Dx;+Ax;) €S

20

Fig.3.1.4: a) Conjuntos convexos en R%. b) Conjuntos no convexos en R?
Intuitivamente el conjunto S es convexo cuando el segmento
x=((1-Dxg + Axz)
esta contenido completamente en el conjunto.

De la definicibn de conjunto convexo seguimos que los
siguientes conjuntos también son convexos.

a) El espacio R™
b) EIl conjunto vacio

3.1.5. SEMIESPACIO.

Seac€R" c# 0y a€R.Entonces el conjunto

74



[xER"/ cx< a]

es un semi espacio abierto en R™ y el conjunto
[xER"/ cx < a]

es un semi espacio cerrado en R™.

Ambos semi espacio son conjuntos convexos.

3.1.6. PLANO.
Seac€e R c+# 0y a € R. Entonces el conjunto
[xER"/ cx = a]
se llama plano en R™.
3.1.7. SUBESPACIO.
Un conjunto S € R™ es un subespacio si
X1,X2 € S; p1, P2 € R = (p1x1 + pax,) € S.
El subespacio de R™ que contiene el origen es un conjunto convexo.

Los subespacio de R® son el @, R?, el origen y todas las rectas y
planos que pasan por el origen.

3.1.8. VERTICE.

Sea S un conjunto convexo en R™. Cada x € S para el cual no
existen dos puntos distintos x4, x, € S diferentes de x tales que
X € [x4,x,], se llama un vértice de S (0 un punto extremo de )

OBSERVACION:

Un conjunto convexo S ¢ R™ puede:
a) No tener vértices.

Por ejemplo: el plano H =[x € R* / c¢x = a] y la bola abierta

B(xg,p) ={x €R™ / |lx — x4ll < p} no tienen vértices.

b) Un numero finito de vértices.
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3.2.

3.3.

3.4.

Por ejemplo el conjunto T={x€R" /x>0, ex =1}, donde e €
R™ es un vector de unos, tiene los n vértices e!,i = 1,2,---,n, donde
e’ es un vector n dimensional conej =1y e} =0, parai # j

Un numero infinito de vértices.

Por ejemplo la bola cerrada B(xq,p) ={x € R™ / ||x — x| <
p} tiene un ndmero infinito de vértices dados por {x € R"/

llx — x|l = p}

TEOREMA.

Si (S;);¢; es una familia (finita o infinita) de conjuntos convexos
en R™, entonces su interseccion N;¢; S; €S un conjunto convexo.

DEMOSTRACION.

Sean x;,x, ENigS; ysea0<A<1. EntoncesVi€l, x;,x, €
S; y como S; es convexo, se tiene que x =(1—A1)x; +1x, €S;,
es decir N;e; S; €s convexo.

POLITOPO Y POLIEDRO.

Un conjunto en R™ el cual es la interseccidn de un namero finito
de semi espacio cerrados en R"™ es llamado un politopo. Si un
politopo es acotado (esto es, para cada x en el politopo ||x|| < a
para algun a € R fijo) es llamado un poliedro.

De la convexidad de los semi espacio y el teorema , seguimos
gue los politopos y poliedros son conjuntos convexos.

COMBINACION CONVEXA.

Un punto b € R™ se dice que es una combinaciéon convexa de
los vectores a4, a,,-,a, € R" si existen m nameros reales

P1, D2, Pm tal que

b = plal + pZaZ + “.+ pmam; pllp2;"'ppm 2 0: pl + pz + "‘+ pm
=1

Equivalentemente, si definimos una matriz A m X n cuyo i —
ésimo renglén es A; = a;, y sihacemos p = (p1,p,, -, pm) ER"y e
un m — vector de unos, entonces tenemos que b es una
combinacién convexa de las filas de A si el sistema
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3.5.

3.6.

b =Ap, p=0
ep=1
tiene una solucién p € R™.
SIMPLEX.

Sean los m + 1 puntos distintos xg, x1,***, X, €N R™, conm <
n. Si los vectores x; — xg, X2 — Xg,***,Xm — Xo SON linealmente
independientes, entonces el conjunto de todas las combinaciones
convexas de Xxg, X1, , Xm

m
T={Z/Z=Zpixi, piER, pi20, i=0,1,"‘,m,
(=0

1=
m
2=
i=0
es llamado un m — simplex en R™ con vertices xg, X1,***, Xm

OBSERVACION.

a) Un 0 — simplex es un punto.
b) Un 1 — simplex es un segmento de recta cerrado.
c) Un 2 — simplex es un triangulo.

d) Un 3 — simplex es un tetraedro.

TEOREMA.

Un conjunto S € R™ es convexo si y solamente si para cada
entero m>1, toda combinacibn convexa de m puntos
cualesquiera de S estdn en S.

Equivalentemente, una condicién necesaria y suficiente para que el
conjunto S sea convexo es que para enterom > 1

X1, Xm €S
P1, P2 Pm 2 0 = p1x1+p2x2+-~~+pmmeS ..............
pr+pr+tpn=1

)
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DEMOSTRACION.

La condicion suficiente de (1) es trivial, tomar m = 2, entonces
por definiciébn de conjunto convexo, se sigue que S es convexo.

La condicién necesaria de (1) sera demostrada por induccién.
Param = 1, se sigue que (1) vale trivialmente. Param = 2, se sigue
gue (1) es véalido como consecuencia de la definiciébn de conjunto
convexo. Asumiendo ahora que (1) es valido para m, mostraremos
gue también es valido param + 1.

Sea

3.7.

lexZJ”'Jxm;xm+1 ES
pl;pZ:”':pm:pm+1 2 0
pr+p2t -+ Pt Pmi =1

Si pmsr =0, entonces pyxq +puxy + -+ ppX;m € S, porque (1)

vale para todo m.

Si Pm+1 = 1, entonces  p;xq +puxz + o+ PipXim + Pms1X¥me1 =
Xm+1 € S

Si 0 < pp41 < 1, podemos escribir

m+1

Z pbix; =
i=1

m m
i=1Di i=1Pi
Un punto en S,porque
(Dvale para m

m
pi] [Lxl + et p—mxm + PmXm+1 € Sm
i=1

Punto en S, porque (1)vale para m=2

TEOREMA DE CARATHEODORY.

Sea S c R™. Si x es una combinacién convexa de puntos de S,
entonces x es una combinacion convexa de n + 1 o algunos puntos
de S.

DEMOSTRACION.

Sea

m
x=2pixi, xiES, piER, piZO,
i=1

Pr+p2t o +pn=1
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Vamos a demostrar que si m >n+ 1, entonces x se puede
escribir como una combinacion convexa de m —1 puntos en S.
(Esto establecerd el teorema, entonces podremos aplicar el
teorema repetidamente hasta que x sea una combinacion convexa
de m+ 1 puntos en S.) Si cualquier p; de la expresion previa es
cero, entonces x es una combinacion convexa de m — 1 o algunos
puntos de S. Asi que cada p; > 0. Dado que m > n + 1, entonces
existen ry, 1y, -+, -1 € R, NO todos ceros, tales que

T1(X1 = X)) +72(X2 — X)) + -+ T 1 (X1 — X)) = 0

Definiendo:
m=—(+r 4+ +1r,q)
Entonces
m m
Z ;=0 Z TiX; =
i=1 i=1
Definiendo

3.8.

q =pi—ar; parai=12,--,m

donde a es algun namero positivo seleccionado de tal manera que
q; = 0 para todo i, y al menos algun g;, digamos g, es igual a cero.
En particular seleccionamos « tal que

1 {ri} Ty
— =max)—(=
a LoAp; Pk
Entonces
q=0,i=1,2,--,mq,=0
m m m m m
Zqi =Zqi Zpl aZn Zpl 1
=1 i=1 i=1 i=1 i=1
ik
y

m m m m

X = zpixi = Z%‘%‘"‘“Zﬁ% :ZQixi
i=1 i=1 i=1 i=1
izk

En consecuencia x es una combinacién convexa de m — 1 puntos
de S

CASCO CONVEXO
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Sea S c R™. El casco convexo de S, denotado por [S], es la
interseccion de todos los conjuntos convexos de R™ que contiene a
S. El casco convexo también se llama envoltura convexa o
envolvente convexa.

OBSERVACION.

a) Por el teorema 1.1.8, el casco convexo de cualquier conjunto
S c R™ es convexo.
b) Obviamente si S es convexo, entonces S = [S]

3.9. TEOREMA.

El casco convexo [S] de un conjunto S c R™ es igual al
conjunto de todas las combinaciones convexas de puntos de S.

DEMOSTRACION.

Sea el conjunto

k k
A=[x/x=2piai, piER, al-ES piZO, Zpizl,
i=1 i=

=1
- }

k k
xlzzpiai: Pi€ER, a; €S, p; =0, zpi:]-
=1 =

=1

Si x4,Xx5 € A, entonces

m m
XZZZCIibi» q; €ER, b;€S, q; =0, Z%Zl
=1 '

=1

Por consiguiente para0 < 1 <1

k m
/1x1 + (1 - /1)x2 = Z /1pl-al- + Z(l — /1) Qibi
i=1 i=1

k m
Ap; =20,(1—-2)q; =0, Zﬂpi + Z(l —Mg; =1
i=1 i=1

Asidx; + (1 —A)x, € A,y Aesconvexo. También es claroque S c
A.
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Puesto que A es convexo, entonces [S] c A. Por el teorema
1.1.12 tenemos que el conjunto convexo [S] que contiene a S
también debe contener todas las combinaciones convexas de
puntos de S. En consecuencia A c [S],y A = [S].

3.10. SUMA DE DOS CONJUNTOS.
Sean S, A c R™. La suma de se define por
S+A={z/z=x+Y, xX€ES, y € A}
3.11. PRODUCTO DE UN NUMERO REAL POR UN CONJUNTO.
Sea S c R", ysea 1 € R. El producto AS se define por
AS ={z/z = Ax,x € 5}
Notese quesil=—-1ySc A c R", entoncesA+AS=A-S.
Hagase notar que esto no es el complemento de S relativo a A
3.12. TEOREMA.

La suma S + A de dos conjuntos convexos Sy A en R™ es un
conjunto convexo.

DEMOSTRACION.

Sean z,,z, ES+ A, entonces z; =x;+y;, Y 2z, =x, +Y,, donde

X1, X2 €ES Y v,y €A
Para0 <A< 1:

Un punto es S, por Un punto es A, por
convexidad de S convexidad de S

Por lo tanto S + A es convexo.

3.13. TEOREMA. EIl producto AS de un conjunto convexo S en R" y el
namero real A es un conjunto convexo.

DEMOSTRACION.
Sean z,,z, € AS, entonces z; = Ax; Yy z, = Ax,, donde x;,x, € S.
Para0 <A< 1:

1=z, + Az, = A (1 — Dx; + Ax,] € AS

Un punto es S, por
convexidad de S
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Por lo tanto AS es convexo.
3.13.1. COROLARIO.

Si S y A son dos conjuntos convexos en R™, entonces S — A es

un conjunto convexo.

3.14. TEOREMAS DE SEPARACION PARA CONJUNTOS CONVEXOS.

Es intuitivamente posible que si tenemos dos conjuntos
convexos disjuntos en R™, entonces podemos construir un plano
de tal manera que un conjunto estaria a un lado y el otro conjunto
al otro lado. A pesar de su simplicidad, este es un resultado un poco
oscuro y no es facil probarlo. Una version de este resultado, el
teorema de HAHN - BANACH, se puede establecer usando
solamente las propiedades de un espacio vectorial en R™ sin las
propiedades topoldgicas inducidas por la norma ||x||. Sin embargo,
usaremos estas propiedades topologicas de R™ para derivar los
teoremas de separacion para conjuntos convexos. En particular
nuestro método de prueba se hara usando el teorema de la
alternativa de GORDAN Yy el teorema de interseccion de conjuntos
compactos.

3.14.1. PLANO DE SEPARACION.

El plano H=[x€ R"/ ¢x =a,c # 0], se dice que separa
(separa estrictamente) dos conjuntos Sy A en R™ si

XES > >cx<a (ex < a)
XEA =>cx=>a (cx > a)

Si tal plano existe, se dice que los conjuntos S y A son separables
(estrictamente separables)

cxX=a
cx=a-1

S
cx=a+l
Fig. 3.14.1: a) Conjuntos separables Fig. 3.14.1: b) Conjuntos disjuntos
pero no disjuntos pero no separables
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3.14.2. LEMA.

Sea Q un conjunto convexo no vacio en R™ que no contiene el
origen 0. Entonces existe un plano H=[x€R"/ cx = a,c # 0]
gue separa Q y 0, tal que

xeEN =>cx=0
DEMOSTRACION.
Con cada x € Q asociamos el conjunto cerrado no vacio
A, ={yeR"/ yy=1xy=0}

Sea xi,x,,:+, X, cualquier conjunto finito de puntos en Q. Por
definicion de convexidad de Q, del teorema 3.12 y el hecho de que
0 ¢ Q, seguimos que

Zﬁlxipi = OJZﬁlpi = 1lpi =0,i=1,2,--,m,
no tiene solucién p € R™. 6 equivalentemente
Yt x;p; =0, p =0, no tiene solucion p € R™
Por consiguiente por el teorema de Gordan
x;y>0,i=1,2,:--,m, tiene una solucion y € R™

Obviamente y # 0, y podemos tomar y tal que satisfaga yy = 1. Entonces

m m
y € ﬂ{yeR”/ yy =1xy=0}= ﬂAxi
i i=1

m
ﬂAxi £ O
i=1

Los conjuntos (A,),cq SON cerrados con respecto al conjunto
compacto {y € R™ / yy = 1}, por consiguiente por el teorema de la
interseccion finita tenemos que Nyeq A, # P. Sea ¢ cualquier punto
en la interseccion. Entonces cc =1y cx = 0 para todo x € Q.

Por consiguiente {x € R" / c¢x = 0} es el plano de separacién
requerido.

Se observara que en el lema anterior no se impuso ninguna otra
condicion salvo la convexidad.
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El siguiente ejemplo muestra que el lema anterior no puede ser
mas fuerte para x € @ = cx > 0 sin alguna suposicién extra. El
conjunto

O={x€R?’/ x=>0}u{xeR?/ x;,>0,x, <0}
es convexo Yy no contiene el origen, pero no existe ningan plano

{xeR"/ cx=0}talquex € @ = cx > 0 (ver figura1.2.2)

X2

\

~§o
\

X1

Fig. 3.14.2: Explicacion grafica del ejemplo

Por otro lado asumimos que Q es cerrado (0 aun cuando al
menos lo asumimos, es decir que el origen no es un punto de
clausura), entonces podemos establecer un fuerte resultado, esto
es, existe un plano que separa estrictamente el origen de Q.

3.14.3. TEOREMA FUNDAMENTAL DE SEPARACION.

San Sy A dos conjuntos convexos disjuntos no vacios en R™,
entonces existe un plano H =[x € R"/ ¢x = a,c # 0] que los
separa, esto es,

XES =>cx<«a
XEA =>cx>a
DEMOSTRACION.

El conjunto A—S={x/x=y—2zy€ A, z€S} es convexo por
el corolario 1.1.20 y no contiene el origen porque S N A = ®. Segun
el lema 3.14.2 existe un plano H = [x € R" / ¢x = a, ¢ # 0] tal que

XEA-S = x>0 6 yeAzeS =cly—-2z)=0

Por lo tanto
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f = infimo cy >supremuncz =y
YEA Z€S

Definiendo

_bty
*=

Entonces
ZES = cz<«
YEA = cy=a

Ahora, del teorema fundamental de separacion derivamos un
corolario, y de este corolario deducimos un lema, el cual sera usado
para establecer el teorema de estricta separacion.

3.14.4. COROLARIO.

Sea Q un conjunto convexo no vacio en R™. Si el origen 0 no es
un punto de clausura de Q (o equivalentemente si el origen no esta

en la clausura Q@ de @), entonces existe un plano H =
[x € R"/ c¢x =a, a > 0,c # 0] que separa estrictamente Q con 0,
y reciprocamente. En otras palabras

0¢0) Jc#0,a>0xe)l >cx>«a
DEMOSTRACION.
(<) Haremos la demostracion por el absurdo.

Supongamos que existe ¢ # 0,a > 0 tal que cx > a para todo

x € Q. Si 0 € Q, entonces existe x € Q tal que ||x|| < a/2||c|l, y por
consiguiente

2 = el == > llcllllx]l = x| >
— = ||C C Xl =2 |CX a
2 2|[cll

lo cual es una contradiccion. .= 0 ¢ Q.

(=) Dado que 0 no es un punto de clausura de Q, existe una bola
abierta

B(0,¢) ={x € R" / ||x|| < €} centrada en 0 y de radio ¢ tal que
B(0,s)N Q= .

Puesto que la bola B(0,g) es convexa, del teorema 3.14.3
(teorema fundamental de separacién), seguimos que existe un
plano
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H=[x€eR"/ cx=y, c+# 0], talque
x€B0,e) = cx<y
XEN = x>y

Puesto que B(0, €) es una bola abierta, debe contener el vector
éc # 0 para algin é > 0.

Por consiguiente y = 8cc >0

Haciendo a = 6cc/2 >0

entonces
XEN = x=2y>a>0

3.145. LEMA.

Sea Q un conjunto convexo cerrado no vacio en R™. Si Q no
contiene el origen, entonces existe unplanoH =[x e R"* / ¢x = q,
a > 0,c # 0] que separa estrictamente Q con 0, y reciprocamente.
En otras palabras

0¢0 & Jc#0,a>0xe) =>cx>«a

DEMOSTRACION.

Este lema se sigue del corolario 3.14.4 observando que los
requisitos de que () sea cerrado y no contenga el origen 0 implica

que 0 no es un punto de clausura de Q, esto es 0 ¢ Q.
TEOREMA FUNDAMENTAL DE ESTRICTA SEPARACION.

San S y A dos conjuntos convexos no vacios en R™, con S
compacto y A cerrado. Si S y A son disjuntos, entonces existe un
planoH = [x € R® / cx = a, ¢ #+ 0] que los separa estrictamente, y
reciprocamente. En otras palabras

SNA=® =({xelS =cx<a

XEA = xc>a

dc#0ya >

DEMOSTRACION.
(<) Haremos la demostracion por el absurdo.

Six € SNA, entonces cx < a < cx es una contradiccion.
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(=)Elconjunto A—S={x/x=y—27y € A z € S}esconvexo por
el corolario 2.1.20 y cerrado por el corolario 1.4.10. Por
consiguiente por el lema 3.14.5existeunplanoH = [x E R" / ¢x =
u, u>0,c+ 0] tal que

XEA-S = cx>u>0 6 yeAzeS=cly—z)>u

>0
Por lo tanto
p =infcy =2supcz+u=y
YEA Z€ES
Definiendo
a_ﬁ+y
2
entonces

ZES = cz< «
YEA = cy>a

Los teoremas de separacion seran usados para derivar algunos
teoremas fundamentales para funciones convexas, los cuales a su
vez seran usados para derivar el criterio fundamental de
optimizacion de Kuhn-Tucker de programacion no lineal convexa y
también la condicidon necesaria de optimizacion llamado principio
del minimo.

Remarcamos aqui que un teorema de la alternativa, el teorema
de Gordan, fue fundamental para derivar los teoremas de
separacion. Podemos invertir el proceso y usar los teoremas de
separacion para derivar los teoremas de la alternativa. Asi para
determinar el teorema de Gordan, es decir 6 ATy =0,y > 0 tiene
solucion y € R™ 6 Ax > 0 tiene solucion x € R™, observamos que
si e € R™ es un vector de unos, entonces:

ATy =0,y > 0notienesolucibon = 0 ¢ QO ={z/z= A"y, y >0,
ey =1}

S dc+0,a>0:ze) >cz>«a
sy=>0ey=1=cATy>a>0 © Ac>0

Las ultimas implicaciones se siguen tomando y = et € R™, i =
1,2,---,m, donde e’ tiene ceros para todos los elementos excepto 1
para el i-ésimo elemento.

Usando la estructura del lema 1.2.5 podemos dar una
interpretacion geométrica de los teoremas de Gordan como sigue:
o elorigen 0 € R™ esta en el casco convexo de los vectores renglon
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Ay, Ay, -+, A, de lamatriz A (ATy = 0,y = 0 tiene una solucién), o no
esta (en tal caso por el lema 3.14.2 Ax > 0 tiene una solucion x =
c). M&s generalmente, si Q es cualquier conjunto convexo cerrado
no vacio en R™, entonces o contiene el origen o no lo contiene (en
tal caso por el lema 3.14.5 existe un vector ¢ € R™ el cual hace un
angulo agudo estricto con cada x € Q.

A

/

v

Fig. 3.14.2.: Interpretacidn geométrica del lema 3.14.5.

a) El conjunto Q contiene el origen
b) El conjunto Q no contiene el origen

A

Ay As /

S - __--""
’ - ——
A II/ - -
y - -
5 =::_——

A4 0

v

Grafica 3.14.5: Interpretacidn geométrica del teorema de Gordan
usando el lema 3.14.5

a) ATy = 0,y = 0 tiene solucién; Ax > 0 no tiene solucidn.
b) Ax > 0tiene solucién. ATy = 0,y = 0 no tiene solucién.

4. FUNCIONES CONCAVAS Y CONVEXAS.

INTRODUCCION. En esta seccion analizaremos las funciones
concavas, convexas, estrictamente concavas y estrictamente
convexas definidas sobre subconjuntos de R™. Las funciones
coéncavas y convexas sSon sumamente importantes en
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programacion no lineal dado que ellas estdn entre las pocas
funciones para las cuales podemos dar criterios suficientes en
optimizacion, y ellas son las Unicas funciones, para las que
podemos establecer condiciones necesarias de optimizacion sin
linealizacion; como por ejemplo las condiciones de punto silla de
KUHN — TUCKER.

En este capitulo también daremos algunas de las propiedades
basicas de las funciones céncavas y convexas y obtendremos
algunos teoremas que involucran estas funciones. Estos teoremas
derivados usando los teoremas de separacion para conjuntos
convexos, son muy parecidos a los teoremas de la alternativa para
sistemas lineales. En este sentido las funciones concavas y
convexas heredan algunas de las propiedades de las funciones
lineales.

4.1.FUNCIONES CONCAVAS Y CONVEXAS: DEFINICIONES Y
PROPIEDADES.

4.1.1. FUNCION CONVEXA.

Definicidn. Una funcion numérica 6 definida sobre un conjunto
S c R™ se dice que es convexa en x € S (con respecto a S) si

XES
0<a1<1 = (1-21)0(x)+20(x) =0[(1 -Dx+ Ax]
1-MDx+Ax€S

se dice que 6 es convexa sobre S si ella es convexa en cada x € S.

De la definiciobn anterior inmediatamente seguimos que una
funcidbn numérica 6 definida sobre un conjunto convexo S es
convexa sobre S siy solo si

X1, X, €S
0<1A<1

} = (1= 1)8(x,) + 10(xz) = 0[(1 — Dy + Ax,]

B(x1
(x) oL)e

O[(1-N)x+Ax2]

Rn
S—»

X1 x2 R

Fig. 4,1,1 (a): Funcién convexa sobre R Fig. 4.1.1 (b): Funcién convexa sobre S=[-1,0)



4.1.2. FUNCION CONCAVA.

Definicion. Una funcién numérica 6 definida sobre un conjunto S c
R™ se dice que es cOncava en x € S (con respecto a S) Si

XES
0<A<1 = (1-21)0(x)+20(x) <0[(1—-Dx+ Ax]
1-MDx+Ax€eS

Se dice que 6 es cdncava sobre S si ella es concava en cada x € S.

Obviamente 6 es concava en x € S (concava sobre S) si y
sblo si -0 es convexa en x (convexa sobre S). Los resultados
obtenidos para funciones convexas pueden ser cambiados en los
resultados para funciones concavas por la apropiada multiplicacion
por —1, y viceversa.

De la definicion anterior seguimos inmediatamente que una
funcidbn numeérica 6 definida sobre un conjunto convexo S es
céncava sobre S siy solo si

X1, X, €S

w2 €0 = (1= D80 +20(x) < 011 — Dty + 23,

La grafica 4.1.2 muestra dos funciones concavas sobre conjuntos
convexos de R™ = R

O[(1-A)x1+Ax2]

R 8
0(0+) /\ |
! \ 60x) i
0 (1-N)8(x1)+A8(x:) 0(0)
X1 X2 R" 1 R"
Fig, 4.1.2 (a): Funcién céncava 6 sobre R Fig. 24.1.2 (b): Funcién concava 6 sobre S = [0, 1]

4.1.3. FUNCION ESTRICTAMENTE CONVEXA.
Definicién. Una funcién numérica 6 definida sobre un conjunto

S c R™ se dice que es estrictamente convexa en x €S (con
respecto a S) si
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XES

X F+X

0<aik1
1-MDx+Ax€eS

= (1-10() +10(x) > 0[(1 — )x + Ax]

Se dice que 6 es estrictamente convexa sobre S si ella es
estrictamente convexa en cada x € S.

4.1.4. FUNCION ESTRICTAMENTE CONCAVA.

Definicion. Una funciéon numérica 6 definida sobre un conjunto
S c R™ se dice que es estrictamente concava en x €S (con
respecto a S) si

XES

X #+X

o<1
1-MDx+Ax€eS

= (1-1)0(x) +20(x) <6[(1—-Dx + Ax]

Se dice que 6 es estrictamente céncava sobre S si ella es
estrictamente concava en cada x € S.

Obviamente una funcion estrictamente convexa (estrictamente
concava) sobre un conjunto S ¢ R™ es convexa (concava) sobre S,
pero no reciprocamente. Por ejemplo una funcion constante sobre
R™ es cOncava y convexa sobre R™. En realidad, puede ser
facilmente probado que todas las funciones lineales 8(x) = cx + a
sobre R™ no son ni estrictamente convexa ni estrictamente concava
sobre R™. Por consiguiente, a consecuencia de la porcion lineal, la
funcién mostrada en la figura 4.1.1(a) no es estrictamente convexa
sobre R, pero la funcion mostrada en la figura 4.1.1(b) es
estrictamente convexa sobre [—1, ). Ambas funciones de la figura
4.1.2 son estrictamente concava sobre sus dominios de definicion.

Una funcion vectorial n — dimensional f definida sobre un
conjunto S en R™ es convexa en x € S, convexa sobre S, etc., si
cada una de sus componentes f;, i =1,2,::-,m, es convexaenx €
S, convexa sobre S, etc.

4.1.5. TEOREMA.

Sea f = (fi,fs ', fn) una funcién vectorial m —dimensional
definida sobre S ¢ R™ . Si f es convexa en x € S (convexa sobre S),
entonces cada combinacion lineal no negativa de sus componentes

fi

0(x) =pf(x), p=0
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es convexa en x (convexa sobre S)
DEMOSTRACION.
SeaxeS,0<A<1,ysea(l—-A)x+ Ax € S. Entonces
O[(1—Dx + Ax] = pf[(1 — Dx + Ax]
<plA-Df ) +Af (x)]
=1 -Df@)+1f(x) = (1 -D0(x) +16(x)

4.1.6. TEOREMA.

Para que una funcién numérica 6 definida sobre un conjunto
convexo S © R™ sea convexa sobre S es necesario y suficiente que
su Epigrafo (Conjunto de puntos situados en o sobre el grafo de la
funcion)

Gy ={(x,&)/ x €S,§ €ER,0(x) < &} c R**1

sea un conjunto convexo en R™+1
DEMOSTRACION.

(&) Asuma que Gy es un conjunto convexo. Sean x;,x, € S
entonces [x;,0(x;)] € Gy y [x,,0(x,)] € Go. Por la convexidad de
Gy tenemos que

[(1—Dx; + Axy, (1 —1D)O(x,) + 20(x,)] € Gy para 0<A <1, 6
O[(1—Dx; +20(x,)] < (1= 2)6(x,) +16(x,) para 0<A <1
y por consiguiente 6 es convexa sobre S. m

(=) Asuma que 6 es convexa sobre S. Sea x;,é; €Gy Yy
x5, &, € Gy. Por la convexidad de 8 sobre S tenemos que para 0 <
A<1

O[(1 — Dx; + Ax,] < (1= 1)0(xy) + 20(x,) < (1 — )&, + Aé,
W (1 =Dy + Ax,, (1= )& + AE,] € Gy
y Gy €S un conjunto convexo en R"*1 m
4.1.7. COROLARIO.

Para que una funcion numérica 6 definida sobre un conjunto
convexo S © R™ sea convexa sobre S es necesario y suficiente que
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su Hipografo (Conjunto de puntos situados en o bajo el grafo de la
funcion)

Hy ={(x,é)/ x € S,& € R,0(x) =&} c R**1, sea un conjunto

convexo en R™**1

Rn+1 R

S |

/

T

»

v

Rn

|
|

Rn

Fig. 4.1.7. Funcidn convexay

Fig. 4.1.7. Funcidn convexa

su Epigrafo convexo Ge y su Hipografo convexo He

La figura 4.1.7 a) muestra una funcidn convexa sobre S y su
Epigrafo convexo Gy. La figura 4.1.7 b)

una funcién céncava y su Hipografo convexo Hy.
4.1.8. TEOREMA.

Sea 6 una funcidbn numérica definida sobre un conjunto
convexo S ¢ R™. Una condicion necesaria pero no suficiente para
gue 6 sea convexa sobre S es que el conjunto

A, ={x€eS/0(x) <a}cScR"
sea convexo para cada numero real a.

DEMOSTRACION.

(=) Sea 6 una funcidn convexa sobre S y sean x,, x, € A,.
Entonces:

O[(1—ADx; + Ax,] < (1 —21)0(xy) + 26(x5) (Por convexidad de
0)

<A-NDNa+ia=a«a (Porque x;, x, € A,) < «a

Por consiguiente
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(1-MDx; +Ax, €A,y A, €S convexo.m

(<) Hacemos la demostracion por el absurdo, de la siguiente
manera:

Supongamos que: si A, es convexo para cada « , no se sigue
gue 6 sea una funcion convexa sobre S. Esto lo haremos a través
de un contraejemplo. Consideremos la funcion 6 sobre R definida
por 8(x) = x3 Tenemos que la funcién 8(x) = x3 no es convexa
sobre R, sin embargo el conjunto A, ={x/x€R,x3<a}=
{x/x € R,x < a'/?} es obviamente convexo para cualquier . (Ver
la definicién de semiespacio).m

I\

N
|
P
il
: 0 <—Aa—’| R"

< S
|

v

A 4

Fig. 4.1.8: El conjunto convexo A ,asociado a la funcién 6

v

RI’]

Graf. 4.1.9: El conjunto convexo Q 4 asociado a la funcién 6
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4.1.9. COROLARIO.

Sea 6 una funcion numérica definida sobre el conjunto S c R™.
Una condicion necesaria pero no suficiente para que 6 sea convexa
sobre S es que el conjunto:

Q,={xesS/0(x)=alcScR"
sea convexo para cada numero real a.
4.1.10. TEOREMA.

Si (6;)¢; es una familia (finita o infinita) de funciones numéricas
las cuales son convexas acotadas superiormente sobre un conjunto
convexo S c R™, entonces la funciéon numeérica

6(x) = Sup ;(x)

i€l
es una funcidén convexa sobre S.
DEMOSTRACION.

Puesto que cada 6; es una funcion convexa sobre S, entonces
por el teorema 3.1.6, sus Epigrafos

Gei = {(x: E)/x € 516 € ngi(x) < E}

son conjuntos convexos en R™!, y por consiguiente sus
intersecciones

ﬂaei (0, 8)/xES,EERB,(x)<EViIETD

i€l
={(x,§)/x €S EER () =&}

es también un conjunto convexo en R"*1. Pero esta interseccion
convexa es la epigrafo de 6. Por consiguiente, por teorema 4.1.6,
6 es una funcion convexa sobre S m

4.1.11. COROLARIO.

Si (6;);¢; es una familia (finita o infinita) de funciones numéricas que
son concavas acotadas inferiormente sobre un conjunto convexo
S c R™, entonces la funcién numérica

6(x) = Inf6;(x)
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es una funcién céncava sobre S.

Finalizamos esta seccion remarcando que una funcion 6 que es
convexa sobre un conjunto convexo S c R™ no es necesariamente
funcion continua. Por ejemplo sobre la media recta S =
{x/x € R,x = —1}, la funcién numérica

2 para x=-1
x? parax > —1

0(x) ={

es una funcién convexa sobre S, pero obviamente no es continua
en x = —1. Sin embargo, si S es un conjunto convexo abierto,
entonces una funcién convexa 6 sobre S es realmente continua.
Este hecho se establece en el siguiente teorema.

4.1.12. TEOREMA.

Sea S un conjunto convexo abierto en R™. Si 6 es una funciéon
numerica convexa sobre S, entonces 0 es continua sobre S.

DEMOSTRACION.

Sea x, € S,y sea « la distancia de x, al punto mas cercano de
R™quenoestaenS (x= +o0 si S = R™) Sea C un n-cubo con centro
X, Y longitud de lado 26, esto es

C={x/xeR",-6<x;—x0; <6,i=1,2,-,n}

Haciendo x'/2§ <«, tenemos que C c S. Si V denota el conjunto
de 2" vértices de C. Sea

B = max 6(x)

X€EV

Por teorema 3.1.8, el conjunto Az = {x/x € 5,0(x) < B} es

convexo. Puesto que C es el casco convexo de V (esto puede ser
probado facilmente por induccién sobre n) y V < Ag, por el teorema

3.1.10, seguimos que C c Ag (Ver figura 4.1.12)

Sea x cualquier punto tal que 0 < [|x — x| < &, y definamos x, +
u, xo —u sobre la recta que pasa por los puntos x, y x como se
muestra en la figura 3.1.12. Ahora escribimos x como una
combinacién convexa de x, y de xo+u, y x, C€OmMO una
combinacién convexade x y de xo —u. Si A = ||x — x| /5, entonces

X =%xo+Au=Alx,+u) + (1 - Dx,

Xo=Xx—Au=x+ A(xg —u) — Ax,
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2
1+ 71+

(xo —u)

Puesto que 8 es convexa sobre S

O(x) <A0(xp+u)+ (1 —21)0(xy) <AB+ (1 —21)0(xp)

1 A 0(x) + AB
[ P - < -
0(x,) < T AH(x)+ 7 /19(950 u) < Y

Estas ecuaciones dan
—ALB — 6(xp)] < 6(x) — 0(x0) < A[B — 6(xp)] 6

B— H(xo)

10G0) = 6Geo)] <

[l — xoll

Asi para cualquier € > 0 dado seguimos que [6(x) —0(x,)| <&
para todo x que satisface [B— 0(xy)]llx —x,ll <6, y por
consiguiente 8(x) es continua en x, =

0(x)=B

Fig. 4.1.12

esto que el interior de cada conjunto S c R™ es abierto, seguimos
gue si 8 es una funcién convexa sobre un conjunto convexo S c
R™, es continua en su interior.
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4.2. TEOREMAS FUNDAMENTALES PARA FUNCIONES
CONVEXAS.

En esta seccién presentaremos algunos teoremas de vital
importancia para derivar condiciones de optimizacién en
programacion no lineal. Estos teoremas son considerados como
extension de los teoremas de la alternativa.

42.1. TEOREMA.

Sea S un conjunto convexo no vacio en R™, sea f una funcion
vectorial m-dimensional sobre S, y sea h una funcion vectorial lineal

k-dimensional en R™. Si

<f(x) <0

hx) = 0> no tiene solucionx € S

entonces existe p € R™ y q € R* tal que

p=0, (pq) #0
pf(x) +qh(x) =0, VX €S

OBSERVACION. p=0 vy (p,q) # 0 noimplicaque p=>0 y q #
0, sino que implica p >0 6 q # 0 6 ambos. Sin embargo si se
suprime la ecuacion lineal h(x) = 0, entonces p = 0.

DEMOSTRACION.
Definamos los conjuntos

Ax) ={(x,y)/yeE R™,z€ R*,y > f(x),z=h(x)} x€ S

A= UA(x)

Por Hipbtesis A no contiene el origen 0 € R™**, También, A es
convexo, porque si (y4,21) Y (2, 2,) estdn en A, entonces para 0 =
A=1

(1 =Dy +Ay2 > A = Df (x0) + Af (x2) 2 f[(1 = Dxy + Ax2], Y
(1 - A)Zl + /1Z2 = (1 - A)h(xl) + /’U’l(xZ) = h[(l - /1)xl + /1X2]
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Puesto que A es un conjunto convexo no vacio que no contiene
el origen, por el lema 2.2.2 seguimos que existe p € R™,q €
R¥,(p,q) # 0tal que (u,v) €A = pu+qv = 0.

Puesto que cada u; puede tomarse tan grande como se desee, p =
0.

Sea > 0,u=f(x)+esv=nh(x),x €S, donde e es un vector de
unos en R™. Por consiguiente (u,v) € A(x) C A,y

pu+quv =pf(x) +epe+qh(x) 20; x€S, 6
pf(x) + qh(x) = —epe para x € S.
Ahora, si
Infpf(x) + qgh(x) = -6 < 0.
X€ES
escogiendo ¢ tal que gpe < §, tenemos que
Infpf(x) + qh(x) = —6 < —epe
X€ES

El cual es una contradiccién con el hecho que pf(x) + gh(x) =
—epe paratodo x € S. Por consiguiente

JIcrelgpf(x) +qh(x)=0. m

Si observamos que para una funcion vectorial m-dimensional f
definida sobre S ¢ R™ tenemos que

fx)<o0 fx)<o0 f(x)=0
tiene una solucién | — (tiene una solucion} — (tiene una soluciéon
xX€eES X€ES X€ES
y
f(x) <0 fx)<0 fx)=0
no tiene solucién| « [no tiene solucion} « [ no tiene solucion
X€ES X€ES X€ES

entonces, el siguiente corolario es consecuencia directa del teorema
4.2.1.

4.2.2. COROLARIO.

Sea S un conjunto convexo no vacio en R™., sean fj, f3, fs funciones
vectoriales convexas m;—,m,—,y my —dimensional sobre S,y h
una funcion vectorial lineal k — dimensional sobre R™. Si
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filx) <0,,(x)<0,£3(x) =0
h(x) =0

no tiene solucién x € S, entonces existe p; € R™t,p, € R™2,p; €
R™s,y

q € R* tal que

P1, 02,03 2 0,(P1,02,03,q) # 0
p1fi(x) + p2fo(x) + pafs(x) + gh(x) 2 0,Vx €S

Ahora enunciamos una generalizacion del teorema de Gordan de
la alternativa para funciones convexas sobre un conjunto convexo
arbitrario en R™.

4.2.3. TEOREMA GENERALIZADO DE GORDAN.

Sea f una funcién vectorial convexa m — dimensional sobre el
conjunto convexo S c R™. Entonces, cualquiera de las dos
proposiciones se cumple, pero no ambos:

() f(x) < 0tiene una solucion x € S

(1) pf(x) =2 0 paratodo x € S paraalginp = 0,p € R™
DEMOSTRACION.

(I=>1I) Sea x €S una solucién de f(x)<0. Entonces para
cualquier p = 0 en R™, pf(x) < 0, y por consiguiente Il no puede
ser valido.

(T=1I) Esto lo seguimos directamente del teorema 3.2.1
eliminando h(x) = 0 del teorema.m

Para ver que 3.2.3 es realmente una generalizacion del teorema de
Gordan hagamos f(x) = Ax, donde A es una matriz m X n.
Entonces

.Ax>0 ., pAx = 0 para todo x € R"
no tiene solucion| <
X ER" para alginp = 0,p € R™

ATp=0,p=0
para alginp € R™
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4.2.4.

(1
(I

donde la Ultima equivalencia se sigue tomando x = te',i=
1,2,---,n, donde e' € R™ tiene ceros para todos sus elementos

excepto 1 para el i-ésimo elemento.

TEOREMA.

Sea f una funcion convexa m — dimensional dada sobre R™,
sea B una matriz dada de orden k X n con renglones linealmente
independientes, y sea d un vector k — dimensional dado. Entonces,
cualquiera de las dos proposiciones se cumple, pero no ambos:
f(x) < 0,Bx =d tiene una solucién x € r"
pf(x)+q(Bx—d) =0 para todo x € R™ para algin p > 0,p €
R™,q € R¥

DEMOSTRACION

(I = II) Sea x € R™ una solucion de f(x) < 0y Bx = d. Entonces
para cualquier p = 0,p € R™, q € R* respectivamente,

pf(x)+qBx—d) <0
Por consiguiente 1l no puede ser valido

(T = 1I) Silno tiene solucion, entonces por el teorema 3.2.1 existe
p =0, (p,q) # 0tal que

pf(x) + q(Bx —d) >0 Vx € R"

Sip =0, el teorema queda probado. Por lo contrario, asumamos
gue p = 0, y hallemos una contradiccion. Si p = 0, entonces

q(Bx—d) =0 Vx € R" paraalgin g # 0

En seguida mostraremos que BTq = 0. Pero, si BTq # 0, entonces
elegimos x = —qB para el caso que qd =0,y x = 2(qd)qB/qBB"q
para el caso cuando gd < 0, obtenemos que q(Bx —d) < 0. Por
consiguiente BTq =0 para algin g # 0, lo cual contradice la
suposicién que los renglones de B son linealmente independientes.
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4.2.5. TEOREMA.

Sea S un conjunto convexo compacto no vacio en R™ y sea
(f:)ien una familia (finita o infinita) de funciones numéricas que son
convexas y semicontinua inferior sobre S, y sea (h;);ex una familia

(finita o infinita) de funciones numéricas lineales sobre R™. Si

no tiene solucionx € S

fix)<0,ieM
hi(X)=0, iEK

Entonces para alguna subfamilia finita (f, -, f; ) de (fien Y
alguna subfamilia (h;,, -, h;, ) de (h))iex €xiste p € R™y q € R* tal
que

p=0,(pq)#0,y
Z}"zlpjfij(x) +X5, q]-hl-j(x) >0Vx€ES

Si K es vacio, esto es si toda igualdad h;(x) = 0 son suprimidas,
entonces las Ultimas inecuaciones anteriores (= 0) se convierten
en inecuaciones estrictas (> 0).

DEMOSTRACION.

El sistema

filx)<0,ie M,Ve >0

. no tiene solucionx € S
hi(x)=0, i €K

[Pero si tuviera una solucién x, entonces:

fi(x) <€, Ve>0 AVi€EM, A h(x)=0Vi€EK.
Esto a su vez implica que f;(x) <O0VieM A hy(x)=0Vi€eK
(por otro lado f;(x) > 0 paraalguni € M, entonces haciendo € =

%fi(f) > (0 tenemos una contradiccion) Sin embargo, esto
contradice las hipotesis del teorema]. Los conjuntos

S(i,j,e) = {x/x €S, filx) <€ hi(x) = 0}

son conjuntos cerrados (a causa de la semi continuidad inferior de
fi.1a linealidad de h;, y la compacidad de S) contenida en el
conjunto compacto S y su interseccién es vacio. Por consiguiente
por el teorema de la interseccion finita, existe un namero finito de
tales conjuntos de modo que su interseccion es vacia. Asi

102



obtenemos indices (i, 0, im) €M, (iy, iy, ix) EM,
y nimeros reales €;,€,, -, €, > 0 tal que el sistema

fij(x)_Ej <0,j=1273,-,m

no tiene solucion x € S
hij(x) =0, j=1,23, -,k

Por consiguiente por corolario 3.2.2 existe p € R™,q € R* tal que p >

0 () #0,yXipifi, () + X1 q;h;(x) 2 XL, pje; VX €S

De aqui seguimos la conclusion del teorema, si observamos que

YjLipj€ =0, ysiKk =¢,entoncesp =0y Y7L pje; >0 m

Establecemos relaciones entre las funciones concavas, convexas,

estrictamente cOncavas y estrictamente convexas.

a) f es concava si solo si Hf (X) es SEMI DEFINIDA NEGATIVA
VX €S

b) Si Hf/X) vX €S es DEFINIFA NEGATIVA, entonces f es
estrictamente concava

c) SiHf(X) es SEMI DEFINIDA NEGATIVA VX € S, entonces f es
estrictamente concava

d) f escinvexa sisolosi Hf (X) es SEMI DEFINIDA POSITIVA VX €
S

e) Si Hf/X) vX €S es DEFINIFA POSITIVA, entonces f es
estrictamente convexa

f) SiHf(X) VX €S es SEMIDEFINIDA POSITIVA entonces f es

estrictamente convexa

5. MODELOS DE OPTIMIZACION CONVEXA.

En esta seccidn se presenta modelos o programas de optimizacion,
extraidos de

www.ub.edu/matheopt/optimizacion-economica gue corresponde
a los profesores de optimizacion econdémica | de la UNIVERSIDAD
DE BARCELONA.

.Iniciamos considerando los siguientes problemas.
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a)

b)

PROGRAMA CONVEXO.
Sea f una funcion convexa y S un conjunto convexo, se desea

resolver el siguiente programa

{minf(X)
XES

PROGRAMA CONCAVO.
Sea f una funcion concava y S un conjunto convexo, se desea
resolver el siguiente programa
{max f(X)
XES

Optimo y extremo se usan para indicar Minimo 0 maximo

Definicion (maximo global o absoluto). X, es un maximo global o
absoluto de f en S sy Sélosi f(X) < F(X,) VX€ES

X, es un maximo global o absoluto de f en S sy Sélo si f(X) <
F(X,) VX€S

X, es un maximo local o relativo de f en S sy Solo si 36 > 0 tal
quef(X) < F(X,) VX€S

Definicién (Minimo global o absoluto). X, es un maximo global o
absoluto de f en S si Sélosi f(X) = F(X,) VX €S

X, s un minimo local o relativo de f en S sy Solo si 36 > 0 tal
quef(X) = F(X,) VX €S

Si las desigualdades se cumplen en forma estricta, se dice que los

Optimos son estrictos
Todo maximo (minimo) global es local
Todo maximo (minimo) global estricto es unico.

Definicion (Punto de inflexion) X, es un punto de inflexion de f, si

en este punto la funciéon cambia de convexa a concava o viceversa.

Si X, es un punto de inflexion de f entonces f""Xo) = 0
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Definicion (Punto de silla) Es aquel punto o puntos que anulan el
gradiente de la funcion objetivo f pero que no son ni maximos ni

minimos.
5.1. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA PROGRAMACION CONVEXA.

A. Sea S un conjunto convexo novacioy f:S c R™ — R una funcion
convexa
Entonces

a) SiX, € S es minimo local de f en S, también es minimo global

b) EIl conjunto de minimos locales de f en S es un conjunto convexo

B. Sea S un conjunto convexo novacioy f:S c R™ - R una funcién
concava
Entonces

c) SiX, € S es maximo local de f en S, también es maximo global

d) El conjunto de maximos locales de f en S es un conjunto convexo
Para resolver un programa convexo (céncavo) se calcula el punto
donde la derivada de la funcion se anula, es decir se trata de

resolver la ecuacion algebraica Vf(X,) =0

6. OPTIMIZACION SIN RESTRICCIONES

6.1. Condiciones necesarias y suficientes.

1. Formulacion del programa
Sea f: R™ - R una funcidn convexa. El problema se formula como.

opt f(X) X e R"

2. Solucion del programa.
Resolver este problema consiste en determinar el punto o los
puntos de R", de tal manera que la funcion alcance su valor
mMaximo o minimo.

CONDICION NECESARIA. (C.N) El punto o los puntos donde la
funcién alcanza su maximo o minimo son aquellos que anulan el
gradiente de f, esto es se cumple

Vi) =0 (C.N)
Los puntos X, se llaman puntos criticos o estacionarios.
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CONDICION SUFICIENTE (C.S)

Si Hf(X,) es D.P entonces X, es MINIMO LOCAL ESTRICTO
Si Hf(X,) es DN entonces X, es MAXIMO LOCAL ESTRICTO
Si Hf(X,) es INDEFINIDA entonces X, es PUNTO DE SILLA

Esta condicién se aplica a los puntosX, que satisfacen la C.N
Tenemos que.

Si X, es un ‘Optimo entonces X, satisface la C.N o
equivalentemente decimos

Si X, NO satisface la C.N entonces X, no es 6ptimo.
Elejemplo.

opt (x2+y%2 —2x+4y+7)
Solucion
PorlaC.N. Vf(X,) =0 & [2x—2 2y+4]=[0 0]
Resolviendo x =1, y = -2
El punto critico (1,—2) satisface la condicion necesaria

Ahora calculamos la matriz Hessiana y Ip evaluamos en el punto
critico

[fx fl _[2 0
HfGey) = [ fyﬂ‘ 2
Entonces
-2 =[¢ ]

Corresponde a una forma cuadratica q(x.y) = 2x? + 2y?
“Por el criterio de Jacobi

_ _[2 01_
A=2>0 AZ—[O )| =4>0

La forma cuadratica es DEFINIDA POSOTIVA, entonces por la C.S
, El punto critico es UN Minimo Local estricto

OBSERVACIUN. Para X, que satisface la C.N (Vf(X,) = 0)
tenemos:
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v Si Hf(X) es SDP vX € R" entonces X,esa minimo local y global

Si Hf (X) es SDN VX € R™ entonces X, esa maximo local y global

v Si Hf(X) es SDP VX suficientemente cercano a X, entonces X,
esa minimo local

v Si Hf(X) es SDN VX suficientemente cercano a X, entonces X,
esa maximo local

<

En seguida planteamos y resolvemos un programa de optimizacion
para una funcién de una variable real (Cason = 1)
Sea f: R — R una funcion continua y derivable en R. X, € R

Para resolver este programa usamos

CONDICION NECESARIA (C.N)

X, es optimo local entonces f'(X,) =0

CONDICION SUFICIENTE (C.S)

Sea X,un punto que satisface la condicion necesaria,
entonces:

Si f""(X,) > 0 entonces X, es minimo local

Si f""(X,) < 0 entonces X, es maximo local

Ejemplo

Opt(3x2 + 6x + 2)

Solucion

C.N

X)) =0 ©@6x+6=0 & X,=-1
C.S.
f'x) =6
f'(-1)=6>0

Por lo tanto X, = —1 es un minimo local

6.2. Optimizacién con restricciones de igualdad

En muchas aplicaciones practicas se presenta el problema de
optimizar funciones sujeta a condiciones o restricciones en las
variables involucradas

mSea f:R"™ - R una funcion diferenciable

gi:R*">R; i=1,2,3,---,m Funciones diferenciables
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6.2.1.

6.2.2.

le bz, b3, ,bm E R

El programa de optimizacion con restricciones de igualdad se
formula de la siguiente manera:

Opt f(X), X € R"

g1(X) = b,
gZ(X):=b2; m<n X€ER™
gm(X) = bm

En este problema f(X) es la funcion objetivoy g;(X)j =1,2,---,m
son las restricciones by, by, bs, -+, b,, € R son constantes fijas.
OBSERVACION.

1. Las restricciones del tipo de igualdad n restablece fronteras al

conjunto de las soluciones factibles del problema sino que reduce

las espacio donde el programa esta definido

2. Los 6ptimos que se obtienen seran deébiles en el sentido que una

pequefia variacion en las restricciones hard que dejan de ser

optimos condicionados o restringidos.

METODOS DE SOLUCION.

Para resolver un programa de optimizacién con restricciones de

igualdad se usan los siguientes métodos.

Graficamente usando curvas de nivel. Este método consiste en
determinar el punto de la restriccién por el que pasa la curva de nivel
mas baja.

Eliminacion o sustitucion de variables. El método consiste en
despejare una variable de la restriccion y remplazarlo en la funcién
objetivo transformando el problema en un programa de optimizacion

libre con la funcién objetivo con una variable menos.

Ejemplo.
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Opt f(x,y,) = Opt (12xy — 3y* — x?)

Sujeto a:
x+y=16
Solucion.
Despejamos la variable x de la restriccion
x +y = 16, tenemos
x=16—y

Remplazando en la funcién objetivo

f(x,y,) = 12xy — 3y* — x?
Se obtiene una mueva funcion de una variable
g(y) =12(16 — y)y — 4y* — (16 — y)?

=192y — 12y? — 3y? — (256 — 32y + y?)

g(y) = =256 + 224y — 16y>
Asi tenemos un programa de 6ptimo libre, para resolverlo seguimos
el método correspondiente
C.N gx)=0&e 224-32y=0
y=7,entoncesx =16—-7=9
CS.

g"(7)=-32<0

Por tanto existe un maximo local en X, = (9,7)

6.2.3. Método de Lagrange. El método consiste en convertir el problema
de optimizacion con restricciones de igualdad en uno de éptimo libre,
para esto se introduce nuevas variables adicionales A;,4,,::,1,,
llamados multiplicadores de Lagrange formar la Lagrangiana la que
estd formada por la funcion objetivo mas la suma de la multiplicacién
de cada restriccion por cada multiplicador.

Segun lo anunciado anteriormente, el problema de optimizacién
restringido Optf (x4, x5, , X,)

Sujeto a las restricciones
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b)

b)

(glleJ X2, ”'an) = bl

gl(lexZJ":'an) =b2 m<n

Im (X1, %3, %) = by
Se sustituye por el problema de éptimo libre
Opt L(X, 1)
Donde
X =(xy,%3 %) Y A=A, 42, Am)
LX,2) = f(X) + 4;(b; — g:)
= f(xy, %2, ,xp) + /11(191 - (g1x1:x2:"‘:xn)) + -
+ Am(bm — (g1x1, %2, "':xn))
Para la resolucion del problema tenemos:
CONDICION NECESARIA (C.N)
JdL OL JdL - oL) _
0x; 0x, ox,’ 092
CONDICION SUFICIENTE (C.S)

Sea un punto (X,; A,) que cumple las condiciones necesarias

VLX) =0 o [

Denotando la HESSIANA de la funcion de Lagrange en el punto
(X,; A9) respecto a las variables originales y no respecto a A, como:
HyL(Xo; Ao)

Entonces
Si  HyL(Xy,;A,) es D.P = X, es un minimo condicionado o
restringido
Si  HyL(X,;4,) es DN = X, es un maximo condicionado o
restringido
En otro caso
V A X, tal que V(X)) -AX, =0
Si AXTHyL(Xy; 29)AX, >0 = X, es un minimo condicionado
Si AXYHyL(Xy; 29)AX, <0 = X, es un maximo condicionado
Ejemplo.
Opt (x? +y% + z2)
Sujeto a la restriccion

3x—2y+z—4=0
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Formacién de la funcién de Lagrange
Lo,y,z; ) =x*+y2+2z2+A(Bx — 2y + z— 4)

C.N.
VL(x,y,z,A) =0
oL
—=2x+31=0
0x
oL =2 21=0
Oy_ Y B
oL =2z4+1=0
oz z B
oL =3 2y + 4 =0
ga_ TrTAYTETEE
Debemos resolver el sistema
2x+31=0 (D
2y —21=0 (2)
2z+1=0 3)

3x—-2y+z—4=0 (4)
Eliminacion del multiplicador

De las ecuaciones (1) y (2)

2x _ 3 N 2x c
De las ecuaciones (2) y (3)
y_ _ =2
i 2 = z= 5 (6)
Remplazando (5) en (6)
z=3 )

Remplazando (5) y (7) en (4)

3 +4x+x 4 6
R — e = —
x 3 X=7

3
6 4 2
PRV
Asi tenemos el punto critico
6 4 2
%=(5-53)

CS.
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Escribimos la matriz Hessiana

Ly ny Ly, 2 0 0
HyL(Xo;A0) = |yx Ly Lz [= [0 2 0]
L Ly I,| lo o 2

La matriz Hessiana evaluada en el punto critico es

2 00

HyL(Xy;20) =0 2 0

0 0 2
Segun el método de Jacobi la matriz Hessiana es DEFINIDA
POSITIVA puesto que:

En conclusion, como la Matriz Hessiana es D.P entonces el punto

critico corresponde a un minimo condicionado.
7. OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES DE DESIGUALDAD

1. Formulacion del problema

El método de los multiplicadores de Lagrange puede ser modificado
cambiando las restricciones de igualdad por restricciones de
desigualdad

Sea f: R™ = R una funcioén diferenciable
gi:R">R; i=1,2,3,:--,m funciones diferenciables

El programa de optimizacién con restricciones de desigualdad se
formula de la siguiente manera:

opt f(X), X e R

g1(X) <0
gZ(X)SO XE]Rm

)

gm(X:) <0

Las restricciones de desigualdad definen fronteras al dominio de
soluciones factibles.
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2. Resolucion del problema.

El problema de optimizacion con restricciones de desigualad se
resuelve siguiendo los siguientes conceptos y teoremas

7.1.Aplicaciéon convexidad. Teorema local global.

7.2.Aplicacién curvas de nivel. Sirven para resolver el problema en forma
geomeétrica.

7.3.Aplicacién Teorema de WEIERSTRASS. Toda funcion continua sobre
un dominio compacto alcanza maximo y minimo globales.

7.4, Aplicacion condiciones de Kuhn-TUCKER. Para el problema de
optimizacion con restricciones de desigualdad planteado antes se tiene las
condiciones siguientes:

7.5. CONDICIONES NECESARIAS DE PRIMER ORDEN DE
OPTIMALIDAD LOCAL.

Las condiciones de K-T son necesarias de optimalidad local, es
decir:

a) SiX, es maximo local = X, satisface K-T para maximo

b) Si X, es minimo local = X, satisface K-T para minimo

Equivalentemente podemos decir:

a) SiX, no satisface K-T para maximo = X, NO es maximo local

b) Si X, no satisface K-T para minimo= X, NO es minimo local

En resumen podemos decir: Si un punto satisface las condiciones
de K-T para maximo, solo podemos decir que es un posible maximo
local, en cambio si no lo satisface podemos asegurar que NO es
méaximo local
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7.6.

1.

ENUNCIADO DE LAS CONDICIONES

Las condiciones de K-T son las siguientes:

Vf(Xo) = X% A:Vgi(Xo)

Donde los A; se conocen como multiplicadores de K-T

Esta condicion dice que el gradiente de Is funcion objetivo en X es
una combinacion lineal de los gradientes de las restricciones en X,

2:9i(Xp) =0 Vi

A; =0 Vi (Sise trata de maximo)

Cuando el punto satisface K-T para maximo los multiplicadores
deben ser positivos

Ai <0 Vi (Sise trata de minimo)

Cuando el punto satisface K-T para minimo los multiplicadores
deben ser negativos

Esta condicion dice que el punto X, debe satisfacer todas las
restricciones del problema, es decir que X, debe pertenecer al
conjunto de soluciones factibles del problema-

Definicién. Se dice que un punto satisface las condiciones de K-T
para maximo cuando satisface las condiciones de K-T con A; >
0 Vi

Definicién. Se dice que un punto satisface las condiciones de K-T
para minimo cuando satisface las condiciones de K-T con A; <
0 Vi
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1.7.

b)

oo o

SUFICIENCIA'Y CONVEXIDAD.

Cuando hay convexidad, las condiciones de K-T que son
necesarias en general también son suficientes, en otros términos

Cuando Dominio S CONVEXO Y f convexa. Si X, satisface K-T
para minimo < 0 X, es minimo local

Cuando Dominio S CONVEXO Y f cbéncava. X, satisface K-T para
maximo < 0 X, es maximo local

OBSERVACION.
Si se tiene en cuenta el teorema local global, podemos afirmar que:

Cuando Dominio S CONVEXO Y f convexa. Si X, satisface K-T
para minimo local< X, es minimo global

Cuando Dominio S CONVEXOQ'Y f concava Si X,, satisface K-T para
maximo local< X, es maximo global

Para resolver un problema de optimizacion con restricciones de
desigualdad es necesario primero clasificarlo y luego aplicar el
método. Para esto es necesario analizar:

La convexidad de la funcion objetivo.
La compacidad del dominio.
continuidad de la funcién obijetivo.
La convexidad del dominio.
Ejemplo.
Analizar el siguiente problema
Opt(x —3)* + (y — 2)3
x+y<7
x>0
y=0
Solucion.
Veamos la convexidad y la continuidad de la funcién objetivo
La matriz Hessiana de la funcién objetivo es

HF(x,y) = fx fxy] 2 0]

frx fiyl 102
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Segun el método de Jacobi esta matriz corresponde a una forma
cuadratica definida positiva, entonces la funcion objetivo es
estrictamente convexa y por lo tanto convexa

La funcién objetivo es continua.

Veamos la convexidad del dominio.
El dominio S esté formado por las desigualdades
x+y<7
x=>0
y=0

Una grafica del dominio en el plano cartesiano es

ﬂ

7

Veamos si el dominio es compacto. Tenemos que el dominio es
cerrado y acotado, por tanto, es compacto

Segun todo lo analizado antes, el problema se puede resolver por
el teorema de Weirstrass porque se cumplen todos los requisitos
del teorema y deducir que el problema tiene minimo global y
maximo global; también se puede usar el teorema local global
puesto que la funcion es convexa y el dominio también es convexo
y este teorema dird que el minimo local sera global y Unico
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2.3.

DEFINICION DE TERMINOS BASICOS

Los siguientes términos matematicos son tomados de Diccionario
llustrado de conceptos matematicos, de Soto Apolinar. E 2011

1. Axioma Una verdad tan evidente que no requiere demostrarse. Por
ejemplo, «la suma de dos numeros reales es otro numero real», es
un axioma.

2. Célculo Rama de las matematicas que se encarga del estudio de
las cantidades que varian continuamente y las relaciones entre
ellas.

3. Cerradura Un conjunto A presenta la propiedad de cerradura bajo
una operacion cuando al realizar esa operacion

4. Cerradura Un conjunto A presenta la propiedad de cerradura bajo
una operacion cuando al realizar esa operacion

5. Conclusion Es el resultado de una implicacion logica.

6. Condicién necesaria En la implicacion: p — q, q es la condicion
necesaria. Por ejemplo, una condicion necesaria para que un
cuadrilatero sea cuadrado es que todos sus angulos midan lo
mismo. Sin embargo, esta condicidn no es suficiente.

7. Condicion suficiente Condicion que requiere cumplir un objeto
matematico para satisfacer una implicacion en ambos sentidos. p
<q

8. Conjunto cerrado Conjunto que contiene todos sus puntos frontera

9. Critico, punto En una curva, el punto critico es el punto donde una
recta tangente a la curva es horizontal.

10. Demostracion Justificacién de una afirmacion, premisa o sentencia
de una manera estructurada, logica e irrefutable a partir de otras
sentencias verdaderas

11.Dependiente, variable Una variable es dependiente si su valor
depende del valor de otra u otras variables.

12.Dependencia funcional Se dice que la variable y depende
funcionalmente de la variable x si es posible escribir la relacion que
existe entre ellas en forma de ecuacion. En ese caso, y es la
variable dependiente (depende de xX) y x es la variable
independiente

13.Desigualdad Una desigualdad es una relacion matematica que
compara el valor de dos niumeros o expresiones algebraicas (del
tipo mayor o0 menor)

14.Dominio ElI dominio D de una funcion es el conjunto formado por
todos los valores que la funcion puede aceptar para devolver un
anico valor por cada uno de ellos.

15.Maximo Valor mas grande que toma o puede tomar una variable.

16.Minimo Valor mas pequefio que acepta o puede tomar una variable.
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17.Optimizacion Un problema es de optimizacion cuando se requiere
maximizar o minimizar una cantidad.

18.Programa Listado de instrucciones que permite la solucion de un
problema através de la computadora. Generalmente los programas
se escriben en algun lenguaje de programacién para que la
computadora pueda entender las instrucciones.

19.Punto critico En una curva, el punto critico es el punto donde una
recta tangente a la curva es horizontal.

20. Satisfacer Decimos que un valor satisface a una ecuacion o a una
funcion cuando al sustituir este valor en la ecuacién o funcién ésta
se reduce a una igualdad valida

2.4. Formulacion de la Hipoétesis
2.4.1. Hipotesis general

Si es necesario y suficiente la convexidad en la optimizacion
matematica.

2.4.2. Hipotesis especificas

HEL. Sila convexidad es aplicable para un sistema de optimizacion
libre.

HE2. Si la convexidad es necesaria para un programa con
restricciones de igualdad.

HES3. Si la convexidad es condicidon necesaria para optimizar un
programa con restricciones de desigualdad.
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CAPITULO Il

3. METODOLOGIA GENERAL

3.1. DISENO METODOLOGICO.
3.3.1. TIPO. Tedrico —documental y descriptivo
3.3.2. ENFOQUE. El desarrollo de la presente tesis es
analitico cualitativo. No se usa estadistica.
3.2. POBLACION Y MUESTRA
De acuerdo al tipo y enfoque de la tesis esta carece de
poblacion y muestra.
3.3. OPERACIONALIZACION DE VARIABLES E
INDICADORES.
Puesto que la tesis es tedrica y analitica y en ella no se
busca relacion entre variables no se consideran
variables dependiente e independiente.
3.4. TECNICAS E INSTRUMENTOS DE RECOLECCION DE
DATOS
3.4.1. Técnicas. Recoleccion de informacion bibliografica.
3.4.2. Descripcion de los instrumentos.
Recoleccion y uso de temas necesarios para
elaborar la tesis.
3.5. TECNICAS PARA EL PROCESAMIENTO DE LA

INFORMACION.

Andlisis, procedimientos algebraicos y técnicas de
optimizacion.
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CAPITULO IV

4. RESULTADOS GENERALES.

Entre los resultados fundamentales se presenta y explica la optimizacion libre
y restringida

haciendo uso de las funciones concavas y convexas, asi como los conjuntos
convexos y las formas cuadraticas.

CAPITULO V

5. DISCUSION, CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
5.1. DISCUSIONES

Entre las discusiones se han discutido teoremas relativos a funciones
convexas y conjuntos convexos, asi como teoremas para clasificar las formas
cuadréaticas a fin de utilizarlo en la teoria de optimizacion de convexidad” libre
y restringido.

5.2.  CONCLUSIONES

Una de las conclusiones de la investigacion es que la convexidad de las
funciones, los conjuntos convexos, la matriz Hessiana y las formas
cuadraticas son herramientas fundamentales para el estudio de optimizacion
y para una generalizacion al calculo de variaciones

5.3. RECOMENDACIONES

Se recomienda estudiar la optimizacién dentro del calculo de variaciones y la
programaciéon dinamica y otros temas mas avanzados.
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CAPITULO VI

6. FUENTES DE INFORMACION.

6.1.

6.2.

6.3.

1.

FUENTES DOCUMENTALES
No fueron necesarios

FUENTE HEMEROGRAFICAS
No fueron utilizados

FUENTES BIBLIOGRAFICAS

Arrow, K. — Hurwicz, and A. (1961) QUASICONCAVE
PROGRAMMING ECONOMETRICA. Ed, Stanford University
Press. California.

Arrow, K. Hirwicz. AND h. USAWA (1958). Estudies in
Linearand Nonlinear Proghramming Ed, Stanford University
Press. California.

Abadie, J. (1967) ONTHE KUHN-TUCKER TEOREM.
NONLINEAR PROGRAMMING. Ed. North Holland Publishing
Company Amsterdam

Danzing.G. LINEAR PROGRAMMING AND EXTENSIONS.
Ed. Princeton University Press, Princeton N.J.

Hadley, G (1962) LINEAR PROGRAMMING. . Ed. Adisson
Wesley Publisshing Company, inc , Reading g Mass.

Hadley, G. (1964) NONLINEAR AND DINAMIC
PROGRAMMING. Ed. Adisson Wesley Publisshing Company,
inc , Reading g Mass

Masanao AOKI (1971) INTRODUCTION TO OPTIMIZATION
TECNIQUES: Fundamentals and applicatiobs of Non Linear
Programming. Ed. Macmillan Company. Nev York

Alphaa C. (1992) ELEMENTS OF DYNAMIC
OPTIMIZATION.Ed. Mc Graw- Hill. Nev York

Alpha C. (1984) FUNDAMENTAL METODS OF
MATHEMATIVAL E CONOMIC. Ed. Mc Graw- Hill. Nev York
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6.4.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

1

Draper. J. (1976) MATEMATICAS PARA ADMINISTRACION Y
ECONOMIA. Ed. Harla de C.V. México.

Gass.S. (1973) PROGRAMACION Lineal. Ed. Continental.
México

Phlppi B.(1982) INTRODUCCION A LA OPTIMIZACIOMN DE
SISTYEMAS. Ed. Universidad Catélica de Chile. Escuela de
Ingenieria. Chile.

Bonifaz J. (1999) OPTIMIZACION DINAMICA Y TEORIA
ECONOMICA Ed. Universidad del Pacifico. Per(

Bonifaz J. (2003) MATEMATICAS PARA LA ECONOMIA
DINAMICA la ed. Corregida Lima CIUP

Mangasarian.O. (1969) NON LINEAR PROGRAMMING
Ed.Tata MCc Graw Publishing Company Limited. Nev York.

Leoneli, H.(2001). METODOS DINAMICOS EN ECONOMIA.
Otra busqueda del tiempo perdidoEd. Istituto Tecnologico de
México.

FUENTES ELECTRONICAS.

. Barrendero J. Tema 4, Funciones convexas
y optimizacién convexa. Disponible en

verso.mat.uam.es/~joser.berrendero/cursos/Matematicas-
|O/io-tema4-16.pdf

Funciones convexas. 3. Problemas de optimizacion convexa.
4. Dualidad. 5. Aplicaciones y algoritmos. Optimizacion
Convexa en Ingenieria, Disponible en:

portal.uned.es/EadmonGuiasWeb/htdocs/abrir_fichero/abrir_
fichero.jsp? idGuia...

Luna J. Optimizacion Convexa. Juan Pablo Luna. Programa
de Engenharia de Produ¢’ao. COPPE — UFRJ — Brasil.
Disponible en

www.opmat.org/emalcabolivia2015/docs/Resumen convexa.
pdf jpluna@po.coppe.ufrj.br. Resumen.
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http://www.opmat.org/emalcabolivia2015/docs/Resumen_convexa.pdf

Optimizacion econo6mica. Conocimientos Iniciales - Forma
Cuadratica - Optimizacion sin restricciones
- Optimizacion con restricciones de  igualdad. Disponible
en:

www.ub.edu/matheopt/optimizacion-economica

ANEXOS

MATRIZ DE CONSISTENCIA
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PROBLEMAS

OBJETIVOS

HIPOTESIS

METODOLOGIA

1. Problema general.
¢ Es importante la convexidad
en la optimizacion matematica?

2. Problemas especificos.

PE1. ; Como resolver un
programa de optimizacion libre?

PE2. ; Como resolver un
programa de optimizacion con
restricciones de igualdad?

PE3. ¢ Como resolver un
programa de optimizacion con
restricciones de desigualdad?

1. Objetivo general
Resolver un programa de
optimizacion convexa.

2. objetivos especificos.

OEL. Resolver un programa de
optimizacion libre.

OE2. Resolver un programa de
optimizacion con restricciones
de igualdad.

OE3. Resolver un programa de
optimizacion con restricciones
de desigualdad.

1. Hipotesis general

Si es necesario y suficiente la
convexidad en la optimizacion
matematica.

2. Hipotesis especificas.

HE1. Si la convexidad es
aplicable para un sistema de
optimizacion libre.

HE2. Si la convexidad es
necesaria para un programa
con restricciones de igualdad.

HE3. Si la convexidad es
condicion necesaria para
optimizar un programa con
restricciones de desigualdad.

1. Tipo de investigacion.
Documental —Descriptivo

2. Enfoque. El desarrollo de

la presente tesis es
analitico cualitativo. No
se usa estadistica

Poblacion y muestra.
De acuerdo al tipo y
enfoque de la tesis esta
carece de poblacion y
muestra.

. Técnicas empleadas.

Recoleccion y uso de
temas necesarios para
elaborar la tesis.
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