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RESUMEN

El propdsito del presente trabajo es comprobar en qué medida mejora el
aprendizaje de la teoria de probabilidades en el nivel secundario con la incorporacion
de una propuesta consistente en un conjunto de estrategias didacticas para su
ensefianza por parte de los docentes de matematica y su aprendizaje por parte de
los alumnos de la secundaria.

Esta propuesta viene de un previo diagnostico que arrojé la deteccion de
dificultades y problemas en el aprendizaje, comprension y aplicacién de esta teoria
por parte de los alumnos y también por parte de los mismos docente y; problemas
en cuanto a la insuficiente programacion de contenidos por parte del Ministerio de
Educacion en su Curriculo Nacional de Educacion basica y, por otro lado el
poquisimo espacio (no mas del 2% de sus péaginas) dedicado a los temas de
probabilidades en los textos escolares de la secundaria.

Naturalmente que estas estrategias propuestas se validaron en una realidad
concreta, en la I.LE. Maria Reyna de Huaral, con alumnos del quinto grado de
secundaria, considerando un grupo de control y un grupo experimental. En ambos
grupos se ensefiaron los mismos temas, pero en el grupo de control con estrategias
tomadas de los textos escolares y, en el grupo experimental con las estrategias
propuestas.

Al cabo de aproximadamente 10 horas de sesiones a ambos grupos se les
aplico una prueba de desempefio estandart (se incluye en anexos). Los resultados
fueron muy ventajosos para el grupo experimental; pues, mediante un contraste de
hipotesis (prueba T para muestras independientes) se comprobé que las diferencias
observadas en su puntaje promedio final (en escala vigesimal) son significativas

estadisticamente.

Palabras claves: Probabilidad - Estrategias didacticas - Ensefianza - Aprendizaje



ABSTRAC

The purpose of the present work is to verify to what extent it improves the
learning of probability theory at the secondary level with the incorporation of a
proposal consisting of a set of teaching strategies for teaching by mathematics
teachers and their learning by of the high school students.

This proposal comes from a previous diagnosis that showed the detection of
difficulties and problems in the learning, understanding and application of this theory
by the students and also by the teachers themselves and; problems in terms of
insufficient content programming by the Ministry of Education in its National
Curriculum for basic education and, on the other hand, very little space (no more than
2% of its pages) devoted to the topics of probabilities in school textbooks from
highschool.

Naturally, these proposed strategies were validated in a concrete reality, in the
I.LE. Maria Reyna de Huaral, with fifth grade students, considering a control group and
an experimental group. In both groups the same subjects were taught, but in the
control group with strategies taken from the school texts and, in the experimental
group with the proposed strategies.

After approximately 10 hours of sessions, both groups were given a standard
performance test (included in appendices). The results were very advantageous for
the experimental group; Thus, by means of a hypothesis test (T test for independent
samples) it was found that the differences observed in their final average scores (in

the vigesimal scale) are statistically significant.

Keywords: Probability - Teaching strategies - Teaching - Learning



INTRODUCCION

El presente trabajo ha sido motivado por la deteccion de un conjunto de

problemas y dificultades que se presentan en la actualidad y que repercuten

negativamente en la ensefianza — aprendizaje de una rama importante de la

matematica escolar como es la teoria de probabilidades en el nivel secundario. Entre

estos problemas y dificultades cabe destacar lo siguiente:

El poco y confuso entendimiento por parte de los escolares de la existencia de
hechos, eventos, suceso y fendmenos que acontecen en la naturaleza, en el campo
de las ciencias y en nuestras propias vidas, que estan influenciados por el azar.
Hecho que es una dificultad para comprender conceptos tales como “espacio
muestra”, “suceso aleatorio”, “suceso seguro”, “suceso imposible”, etc. y, muchos
otros conceptos ligados al azar o a lo fortuito; entendiéndose por azar como un
conjunto de factores que no los podemos controlar.

Los escolares no saben interpretar el significativo de una probabilidad, su calculo
es mecanico, y mucho menos aplicarla para realizar prondsticos y tomar decisiones
objetivas en situaciones de incertidumbre.

En toda la secundaria la Unica forma que manejan para calcular probabilidades es
la asignacién de Laplace, cuando se sabe que esta forma es restringida solo para
casos donde presenta la equiprobabilidad de sucesos elementales.

No se incluye en la programacion escolar anual para probabilidades otras formas
de asignar probabilidades. Como es la asignacion frecuentista o asignacion
estadistica que es mas general, mas realista, mas util y mas formativa para los
escolares.

Los escolares, incluso los docentes, aplican mecanicamente las reglas para
calcular probabilidades si un mayor explicacion ni compresion del resultado
obtenido.

No se tiene el debido dominio del lenguaje conjuntista para definir, reconocer e
interpretar conceptos tales como “Suceso contrario”, “Sucesos excluyentes”,
“Suceso interseccion”, “Suceso union”, etc.; hecho que arrastra al calculo

defectuoso de sus respectivas probabilidades.



De otro lado, segun informacién recopilada para este trabajo, con seguridad
se puede afirmar que la ensefianza y aprendizaje de esta teoria esta descuidada en
nuestro pais, por hechos tales como:

- El Curriculo Nacional de Educacion Basica dedica muy poco contenido o
estandares de aprendizaje para los temas de probabilidad.

- Los Textos escolares de matematica dedican no mas dedican del 2% de sus
paginas al tema de probabilidades.

- Los docentes de matematica no estan debidamente preparados para ensefiar estos
temas. Falta capacitacion.

Por toda esta problematica, a través de este trabajo se propone un conjunto
de estrategias didacticas, con asesoria de docentes de matematica de la Facultad
de Educacion de la Universidad Nacional José Faustino Sanchez Carrion, para
contrarrestar en alguna medida las deficiencias antes expuestas.

Naturalmente que esta propuesta se ensaylé y aplicé en una realidad
educativa concreta en la I.E. Maria Reyna de Huaral, con escolares del finito afio de
media, con resultados muy satisfactorios.

Es de esperar que este trabajo sea el inicio de una investigacion seria de la

problematica del aprendizaje de la teoria de probabilidades de nivel escolar.



CAPITULO I:
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 DESCRIPCION DE LA REALIDAD PROBLEMATICA

La Teoria de probabilidades, rama de las matematicas, cada vez toma mas

importancia en el campo de las ciencias debido a sus multiples aplicaciones,

como por ejemplo en el campo de la estadistica inferencial y bayesiano, lo
gue ha motivado que en los programas escolares de todo el mundo se la
incluya.

Efectivamente, en el Perl su estudio esta programado desde el 3er grado

de primaria hasta el 5to de grado de secundaria tal como se ha constatado

en el Curriculo Nacional de la Educacion Basica como el Disefio Curricular

Nacional (DCN) ambos editados por el Ministerio de Educacion del Peru

(MINEDU), con una programacion gradual tanto como en contenido como

en grado de dificultad en funcion a la evolucion de la edad de los escolares

de la educacion basica regular.

Aun cuando en estos dos documentos oficiales del Minedu estan fijados los

contenidos, las competencias, capacidades y los logros de aprendizaje para

esta teoria, su enseflanza y aprendizaje en nuestros escolares deja mucho
gue desear por una serie de dificultades y carencias que los podemos
resumir entre los mas importantes:

a) A nivel nacional se carece de investigaciones sobre estrategias
didacticas apropiadas para la ensefianza-aprendizaje de la teoria de
probabilidades a nivel escolar; por lo que a los alumnos se les dificulta
su aprendizaje y los profesores no manejan recursos didacticos como
apoyo a su tarea de ensefanza.

b) Poco o nulo conocimiento de los conceptos; definiciones, axiomas y

teoremas relacionados a estos campos por parte de los profesores de
10



matematica; hecho que repercute negativamente en los escolares; pues
de todo lo que debieran aprender ellos solo estudian una pequefia parte.

c) Los libros de matematica escolar dedican pocos espacios a los
contenidos programaticos y casi nada a recursos didacticos, por lo que
gran parte de lo poco que tratan se dedican al célculo de la probabilidad
de Laplace en detrimento del calculo de la probabilidad estadistica,
concepto mucho ms general y mas importante.

d) Los alumnos, y los profesores también, aplican mecanicamente las
reglas basicas para calcular probabilidades sin entender su significado y
sus repercusiones en la solucidon de problemas. Y, peor ain, no saben
interpretar sus resultados.

e) No existe una conciencia cabal que las probabilidades son utiles para la
toma de decisiones en situaciones de incertidumbre.

A todos estos problemas de caracter general se suman otros de caracter
especifico, pero no menos importantes. En efecto, al revisarse una muestra
de textos escolares de matematica, la parte que corresponde el tema de
probabilidades del 1° al 5° de secundaria, en ninguno se da una
interpretacion genuina al significado de las reglas basicas para calcular
probabilidades. Asi tenemos, por ejemplo:

- No se da énfasis a los conjuntos como lenguaje apropiado para la teoria
de probabilidades.

- No se explica con claridad por qué un suceso es aleatorio.

- No se interpreta el significado de una probabilidad como una medida del
grado de incertidumbre.

- No se explica por qué un suceso es imposible.

- No se explica la utilidad de la regla de la probabilidad contraria.

- En la regla de la probabilidad condicional no se explica las razones de
por qué la ocurrencia previa de un suceso aleatorio puede repercutir 0
condicionar la ocurrencia de un segundo suceso y por ende su
probabilidad.

- En la regla de las probabilidades independientes no se explica el

11



concepto de independencia y, porqué 2 sucesos 0 mas pueden ser
independientes.

- En estos textos escolares solo se trata la probabilidad de Laplace, lo que
induce a los alumnos a pensar que todos los sucesos elementales son
equiprobables, cuando realmente, esta probabilidad de Laplace sélo se
presenta en situaciones especiales, cuando un espacio de incertidumbre
es discreto y finito, cuyos sucesos elementales son equiprobables.

- No se trata en ninguno de los textos el concepto mucho mas importante
gue es la probabilidad frecuentista o probabilidad estadistica, la misma
gue se deduce experimentando, registrando datos, calculando
frecuencias relativas paso a paso, para luego analizar la convergencia
hacia un valor estable llamada “probabilidad”, en concordancia con la ley
de los grandes nameros.

Asi, por ejemplo, no hay forma de calcular, haciendo uso de la probabilidad

de Laplace, la probabilidad de infinitos sucesos de la vida cotidiana tales

como:

¢,Cudl es la probabilidad de que un medicamento cure cierta enfermedad?

¢, Cual es la probabilidad de que en cierto lugar se presente lluvias en

determinado mes del afio?

¢,Cual es la probabilidad de que un ciudadano vote por un candidato en un

proceso electoral?

¢,Cual es la probabilidad de que en cierta ruta de una ciudad a otra ocurra

un accidente de transito en cierto periodo?

La Unica manera de calcular estas probabilidades es ya sea

experimentando, observando o recolectando datos, luego calculando las

frecuencias relativas, para experiencias u observaciones. Esta es la forma
mas realista de actuar en la vida cotidiana y en el campo de las ciencias.

Asi, pues, el proceso seguido para calcular una probabilidad estadistica va

preparando al alumno hacia una actitud investigativa, con tendencia hacia

la induccion matematica y la realizacion de inferencias. Entonces, ¢,Por qué
insistir en la ensefanza escolar con la probabilidad de Laplace cuando es

12



mucho mas formativo el concepto de la probabilidad estadistica?

Toda esta problematica expuesta ha motivado como respuesta o solucion
a la presentacion del presente proyecto de tesis titulado: “Propuesta de
estrategias didacticas para la ensefianza-aprendizaje de la teoria de

probabilidad en la educacién secundaria”.

1.2 FORMULACION DEL PROBLEMA
1.2.1. PROBLEMA GENERAL.:
¢ Qué efectividad tiene la aplicacion de las estrategias
didacticas que se propone para la ensefianza - aprendizaje de
la Teoria de la probabilidad en la Educacion Secundaria?
1.2.2. PROBLEMAS ESPECIFICOS:

a) ¢Es realmente efectiva la estrategia didactica que se proponen
para calcular probabilidades por aproximacion, haciendo uso del
concepto de probabilidad estadistica, realizando experimentos,
registrando datos observados, calculando y graficando
frecuencias relativas; para luego analizar e interpretar la
convergencia de la curva resultante?

b) Las estrategias didacticas que se proponen ¢Es realmente
efectiva para interpretar el significado y la utilidad de las reglas
basicas (teoremas) para calcular probabilidades?

c) Las estrategias didacticas que se proponen ¢Es realmente
efectiva para saber cémo plantear, resolver, interpretar y
comunicar problemas matemaéticos, en los que el azar juega un
papel primordial, para la importante tarea de tomar decisiones

en situaciones de incertidumbre?

1.3 OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION
1.3.1 OBJETIVO GENERAL:
Comprobar la efectividad de la aplicacion de las estrategias
didacticas que se proponen para la enseflanza — aprendizaje de la

Teoria de probabilidades en la educacion secundaria.
13



1.3.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS:

a) Comprobar la eficacia de las estrategias didacticas que se
proponen para calcular probabilidades por aproximacion,
haciendo experimentos, registrando datos observados,
calculando y practicando frecuencias relativas; para luego
analizar e interpretar la convergencia de la curva resultante.

b) Comprobar la eficacia de las estrategias didacticas que se
proponen para calcular para interpretar el significado y la utilidad
de las reglas basicas (teoremas) para calcular probabilidades.

c) Comprobar la eficacia de las estrategias didacticas que se
proponen para saber como plantear, resolver, interpretar y
comunicar problemas matematicos, en los que el azar juega un
papel primordial, para la importante tarea de tomar decisiones en

situaciones de incertidumbre.

1.4 JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

En concordancia con la realidad problemética expuesta en la seccion 1.1
del presente proyecto titulado: Propuesta de estrategias didacticas para la
ensefianza-aprendizaje de la teoria de probabilidad en la Educacion
Secundaria, su ejecucion esta plenamente justificado porque pretende
llenar un vacio en un campo especifico de la educacién matematica.

El propésito del presente trabajo es facilitar y hacer mas asequible el
aprendizaje de esta importante teoria por parte de nuestros alumnos,
debido a su creciente importancia, para asi llegar a los claustros superiores
con una base sélida y de calidad para otros aprendizajes mas complicados,
como por ejemplo la Estadistica Inferencial, cuyos métodos y técnicas se

fundamentan en la teoria de las probabilidades.

14



CAPITULO I
MARCO TEORICO

2.1 ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION
Las referencias sobre investigaciones relacionadas al presente proyecto
son internacionales. No se tiene conocimiento de antecedentes nacionales.
Jiménez M.- Jiménez J. (2016) realizaron la investigacion titulada: Ensefiar
probabilidad en primaria y secundaria. ¢ Para qué y Por qué?
Este trabajo esté dirigido a maestros y profesores de matematica en Costa
Rica. En él se exponen algunas reflexiones sobre la necesidad de abordar,
en nuestros dias, los conceptos de incertidumbre y probabilidad y, ademas
proponen modelos de problemas con comentarios didacticos para orientar
el proceso hacia la busqueda de soluciones.
Palabras claves: Incertidumbre, probabilidad, el azar en la ensefianza.
Reconocen que en Costa Rica se estan quedando rezagados en cuanto se
refiere a la ensefianza — aprendizaje de la teoria de probabilidades. Para
llegar a esta conclusion analizaron los planes de estudio vigentes y notaron
gue la balanza se inclina hacia los temas tradicionales como la aritmética,
algebra, geometria y funciones. Hallaron que recién en el octavo afio de
estudios se trata tangencialmente algunos elementos de la estadistica
descriptiva elemental.
¢, Por qué ensefiar probabilidad?
Los autores reconocen que ensefar probabilidad en los colegios se hace
imprescindible porque los tiempos modernos exigen su aprendizaje debido
a gue esta teoria sirve para modelar situaciones que se presentan en
campos de la vida cotidiana y en el campo de las ciencias diversas en las

gue se presentan situaciones de incertidumbre, en las que necesariamente
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hay que tomar decisiones en base a las probabilidades.

Los autores hacen una referencia histérica al citar a Descartes quien ya se
anticipaba a la aplicacion de las probabilidades para la toma de decisiones
en situaciones de incertidumbre, quien dijo: “Cuando no esta en nuestra
mano determinar lo que es verdad, debemos actuar de acuerdo con lo que
es mas probable”

Concluyen diciendo estos autores que una manera de contribuir a mejorar
la ensefianza de la teoria de probabilidades en Costa Rica, es por medio de
la investigacion.

Pajares, G. - Almudena — Tomeo, P. (2014) realizaron la investigacion
titulada: Ensefianza de la estadistica y la probabilidad en secundaria:
experimentos y materiales.

Los autores tienen por motivacion destacar la importancia de la ensefianza
de la estadistica y la probabilidad en la ensefianza secundaria de Espafia;
pero reconocen que muchas veces en la practica son “Temas que suelen
ser las grandes olvidadas por los profesores de matematicas y los alumnos”
Palabras claves: estadistica, probabilidad, motivacién y experimentos.

Los autores proponen en este trabajo un método y un conjunto de
actividades que pretenden desarrollar el interés por los fenémenos
aleatorios y la estadistica a través de la experimentacion directa con
materiales creados por ellos para este fin.

Reconocen que la ensefianza de probabilidades se justifica hoy en dia con
mas razon porque ha aumentado el alcance de sus aplicaciones y que tiene
la enorme cualidad de ser capaz de representar adecuadamente la realidad
de muchos procesos sociales y naturales. Agregan que su conocimiento es
fundamental para la formacion de un individuo capaz de comprender el
mundo en el que vivimos.

Destacan las investigaciones sobre el razonamiento probabilistico en los
nifios llevadas a cabo por Piaget e Ingelder (1951) por un lado y, Fischbein
(1975) por otro. Para Piaget el nifio no comprende la naturaleza aleatoria
antes de los 7 afios; pero para Fischbein la distincién entre los fenbmenos
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probabilisticos y deterministicos aparecen antes de los 7 afios cuando se
les instruye tempranamente sobre las consecuencias del azar o
incertidumbre.
Los autores recomiendan la secuencia didactica de la Comision Inter —
IREM (Francia) para la ensefianza de la probabilidad en secundaria,
propuesta por Dental (1997) donde se sefialan los siguientes pasos:

1. Observacion de la realidad

2. Descripcion simplificada de la realidad

3. Construccion de un modelo

4. Trabajo matematico con el modelo

5. Interpretacion de resultados en la realidad
Finalmente, recomiendan algunos juegos aleatorios didéacticos
experimentados por los alumnos en el calculo de algunas probabilidades
de Laplace sugeridas por el profesor.
Batanero C.- Ortiz J.- Serrano L. (2006). Titularon su articulo: Investigacion
en didactica de la probabilidad.
Esta investigacion, acerca de los avances de la didactica de las
probabilidades, la realizaron en Brasil e iniciaron su introduccién con los
estudios de Piaget e Ingelder (1951), quienes iniciaron el analisis detallado
de las etapas en la adquisicion de las ideas de aleatoriedad y probabilidad,
asi como la cuantificacion de probabilidades en nifios y adolescentes.
Estudios que indican que en el estadio pre operacional (4 - 7 afios) los nifios
rechazan la idea de azar o la conciben de una forma determinista; tienen
dificultad para diferenciar certeza e incertidumbre; al comparar
probabilidades solo toman los casos favorables. En el periodo de las
operaciones concretas (7 — 11 afos) los nifios adquieren progresivamente
una comprension del azar, pero aun confian de la posibilidad de controlarlo.
Finalmente, en la etapa de operaciones formales (A partir de 12 afios)
progresivamente conciben el azar como ausencia de patrones no
predecibles, adquieren la intuicion de convergencia, llegan a usar
proporciones en la comparacion de probabilidades y alcanzan la capacidad
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de enumeracion combinatoria.

Posteriormente las conclusiones de Piaget e Inhelder fueron rebatidas por
Fischbein (1975), cuyos trabajos constituyeron uno de los primeros puentes
de unién entre la psicologia y la educacién matematica. Fischbein concluye
que las ideas sobre el azar y sus efectos ya se dan en el estadio pre
operacional (4 — 7 afos).

Resaltan también los trabajos de Kahneman, Slovic y Tversky (1982) que
se refieren al razonamiento correlacional, la inferencia, la probabilidad
condicional y la regla o teorema de Bayes. Realizan los estudios
psicolégicos sobre toma de decisiones en situacion de incertidumbre.
Respecto a la ensefianza y resolucion de problemas de probabilidad
resaltan la importancia de los trabajos de Tauber, Batanero y Sanchez
(2005) quienes disefian una secuencia de aprendizaje basada en el uso de
programas de computacion, haciendo que la introduccion de la tecnologia
introduzca nuevos significados en los conceptos que se trata de ensefar, y
gue lleva también a nuevas formas de evaluacion.

En cuanto a curriculo y formacion de profesores, los autores manifiestan de
gue a pesar de que la probabilidad se incluye oficialmente en los planes
curriculares de la educacion secundaria, no siempre se ensefia, y muchos
profesores hacen énfasis excesivo en la ensefianza de férmulas, en lugar
de seguir las directrices actuales que recomiendan el trabajo basado en
proyectos, resolucién de problemas y experimentacion con fenémenos
aleatorios. De otro lado, dicen que surge la necesidad de la formacion
didactica de los profesores que ensefian probabilidad.

Respecto al andlisis de los libros de texto de probabilidad indican que es
dificil para los profesores encontrar un apoyo para cambiar el enfoque
tradicional, ya que estos presentan a veces una Vvisibn sesgada e
incompleta del tema.

Cardona J.- Arias J. (2007) Son autores de la ponencia: Didactica para la
ensefianza de la probabilidad condicional, presentada en el primer
encuentro regional de la ensefianza de las ciencias exactas y naturales,
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realizado en el Universidad Catdlica Popular de Risaralda (Brasil) en
noviembre 2007.

En este trabajo, los autores reconocen que uno de los temas de dificil
aprendizaje es la probabilidad condicional, por lo que proponen un método
para facilitar el proceso de enseflanza — aprendizaje de este tema, a los
jovenes que estan pasando del pensamiento concreto al formal.

Palabras claves: célculo de probabilidad, probabilidad condicional,
educacion media, competencias, estandares y aleatoriedad.

El método que proponen consiste en realizar una reduccion del espacio
muestral en una y en dos variables, tomando como punto de partida la
probabilidad conjunta y marginal para el caso bivariado y desde alli poder
explicar el concepto y la forma de conceptuar el mismo por medio de

ejemplos, pero antes hacen una critica a la forma tradicional de ensefianza,

P(ANB)
P(4)

luego proponer ejercicios para la solucibn mecanica por parte del

esto es poner la formula P(B|A) = siendo P(A) #0y P(B) #0 y

estudiante, sin que este comprenda a cabalidad el significado del concepto.
La propuesta didactica de los ponentes busca precisamente que el
estudiante, primero comprenda el concepto como tal, segundo que pueda,
por si mismo, llegar al descubrimiento de la expresion para realizar el
célculo de la probabilidad condicional y, tercero que pueda posteriormente
aplicar la regla de forma conciente y no mecanica.

Barraquez, J.- Guisasola, J. (2009). Son autores espafioles de la
investigacion titulada: Una propuesta para la ensefianza de la probabilidad
en la Universidad basada en la investigacion didactica. El primero
pertenece a la Escuela Universitaria Politécnica de San Sebastian,
Departamento de matematica aplicada, San Sebastian, Espafia. El
segundo pertenece a la misma universidad, pero al departamento de Fisica
Aplicada I.

Los autores parten de que actualmente se acepta que la formacion
probabilistica y estadistica es importante para la formacion de ciudadanos

adultos capaces de orientarse en un entorno de fuertes interdependencias
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sociales, politicas y econdémicas, en las que con frecuencia se toman
decisiones sobre la base de estudios estadisticos.

El trabajo consiste en una investigacion destinada a disefiar y evaluar una
innovacion en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la probabilidad en
estudios técnicos universitarios. Experimentaron la propuesta con
estudiantes del segundo curso de Ingenieria (18 — 20 afios) de la
Universidad Politécnica de San Sebastian.

Basan sus propuestas en tres principios. El primero consiste en la revision
y andlisis sobre las dificultades de aprendizaje de los conceptos
elementales de la teoria de probabilidades investigadas por diversos
autores, el segundo consiste en realizar el disefio de la ensefianza en la
perspectiva social constructivista del aprendizaje de las matematicas y las
ciencias, la misma que se basa en que los estudiantes aprenden
matematica construyendo activamente nuevos significados a partir de la
experiencia y el conocimiento previos y para facilitar esa construccion,
deben participar en actividades colectivas destinadas a que tomen
conciencia de sus conocimientos y estrategias informales y desarrollen su
capacidad de razonamiento y argumentacion. Y el tercer principio en que
se basan los autores, para esta investigacion, es el concepto de demanda
de aprendizaje. Las demandas de aprendizaje en un area concreta de
contenidos surgen de la diferencia entre las ideas y formas de
razonamiento de “sentido comun” de los estudiantes y las de las
matematicas en un contexto escolar.

Para esta investigacion los autores utilizaron hasta 4 instrumentos de
evaluacion. El primero consistioé en aplicar un cuestionario de preguntas de
tipo abierto con énfasis en los niveles de comprensién de las ideas y de la
complejidad de los razonamientos. La segunda prueba consisti6 en un
disefio con la intencion de profundizar en las explicaciones de los
estudiantes experimentales y contrastar hasta que puntos se habian
producidos logros en los indicadores de aprendizaje.

La tercera prueba consisti6 en una entrevista a 6 de los 13 equipos
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2.2

formados, elegidos al azar, con el objetivo de observar la perspectiva
general que habian adquirido acerca de la teoria de la probabilidad. La
cuarta prueba consistié en un cuestionario de opinién sobre los contenidos
gue se habian trabajado y la manera de trabajarlos. Se presentaron en esta
cuarta prueba diversas afirmaciones y los estudiantes debian valorar de 0
a 10 su grado de acuerdo con cada una.

Los datos recogidos con cada una de las pruebas para el grupo
experimental se contrastaron estadisticamente con los datos recogidos con
el grupo de control a quienes se les aplicé pruebas convencionales.

Los resultados obtenidos en esta investigacion mostraron diferencias
significativas entre el método de ensefianza propuesto por los autores con
un método convencional de enseflanza. En conclusion, el método
propuesto por los autores producia mejores aprendizajes, pues los

estudiantes lograron una mayor capacidad de razonamiento probabilistico.

BASES TEORICAS
2.2.1 CONJUNTOS
2.2.1.1. NOCIONES Y DEFINICIONES BASICAS
a) Nocion de Conjunto

Intuitivamente y sin pretender dar una definicién, entendemos
gue un conjunto es una coleccion bien definida de objetos.
Bien definida significa que es posible determinar con certeza

cuando un objeto es un miembro, o no, de un conjunto.
Los conjuntos se denotan con letras mayusculas A, B, C, ...

Cada objeto o miembro x de un conjunto A se llama elemento
del conjunto A y se denota con la proposicion légica p: “x
pertenece a A”, lo cual se simboliza con "x € A". En caso que
X no sea elemento se denota con la preposicion ~p: “x no

pertenece a A”, lo cual se simboliza“x & A”.
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b)

Hay 2 formas de denotar un conjunto, una por comprension y
otra por extension. En el primer caso solo se denota la
propiedad p(x) que deben cumplir los elementos x de A y; en
el segundo caso se indican sus elementos uno a uno

separados por comas 0 punto y coma.

A = {x|x cumple p(x)}; por comprension
A ={ay,a;a5...}; por extensién

Tipos de Conjuntos

Conjunto vacio. — Es aquel conjunto que no posee elemento
alguno. Este conjunto se forma por las contradicciones
l6gicas de las formas “x # x”. Se acostumbra denotarlo con la

letra @.

0 = {x|x # x}
Subconjuntos. - Se dice que un conjunto A es subconjunto
de otro B cuando todos los elementos x de A son también

elementos de B, lo cual se simboliza por A € B y se lee: “A

esta contenido en B” o “A esta incluido en B”.
Decir A c B es equivalente a la proposicion siguiente:
Six € A = x € B; paratodo x de A.

Conjuntos Iguales. — Un conjunto A es igual a otro conjunto
B si se da el caso que A c By B c A. Decir que A = B es

equivalente a decir:

(xeA=>x€eB)A(xeB>x€A). Paratodo x de Ay B o

también x € A & x € B; paratodo x de Ay de B.

Conjunto Referencial. — Un conjunto R es referencial para
otro conjunto A cuando se cumple que A es subconjunto de
R. si se tiene una coleccion de conjuntos A4, A,, ... Ay, se dice
que R es referencial para todos ellos cuando cada uno es

subconjunto de R.
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2.2.1.2.

Conjuntos Complemento. — Si R es un referencial para A,
se dice que el conjunto A’ es el complemento de A, con
respecto a R, cuando sus elementos son de R, pero no son
de A. Dicho simbdlicamente:

A'={x€R|x ¢ A}
Conjuntos Discretos y finitos. — Se dice que un conjunto A
es discreto y finito cuando se puede enumerar uno a uno sus
elementos y saber cuantos elementos posee.

A ={aq,aya3,...a,}

A tienen n elementos

ALGEBRA DE CONJUNTOS

El algebra de conjuntos se genera por la combinacion de tres (3)

operaciones basicas, que son las siguientes:

a)

b)

Operacién de Complementacion. — Sea el conjunto A con
un referencial R, la operacion de complementacion consiste
en hallar o deducir otro conjunto A’, llamado complemento, tal

que:

A" ={x €R|x & Aesverdad}

Operacién de Interseccion. — Sean los conjuntos A, B con
un unico referencial R. La operacidn de interseccion consiste
en hallar o deducir un tercer conjunto denotado por A N B, tal
que:

ANB={x€R|(xeANx € A)esverdad}
Operacién de Unién. — Sean los conjuntos A, B con un Unico

referencial R. La operaciéon de unidon consiste en hallar o
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deducir un tercer conjunto denotado por A U B, tal que:
AUB={x€R|(x e AVx € A) esverdad}

Los elementos de AU B son aquellos que estan en por lo

menos uno de los conjuntos A 6 B

d) Otras Operaciones. — A partir de las 3 operaciones basicas
de complementacion, interseccion y union se pueden definir

otras operaciones como, por ejemplo:
A—B={x€R|(x€eANx & B) es verdad};
A—B=AnNB’ Diferencia de A con B
AAB={x€R|(xeAANx¢&B)V (x ¢ ANx € B)}

AAB = (AnB")u (4" nB) Diferencia simétrica de A con B

2.2.1.3. LEYES DE ALGEBRA DE CONJUNTOS

El algebra de conjuntos tiene leyes o propiedades que se dan en

el siguiente cuadro:

Leyes del algebra de conjuntos

N° LEY DESCRIPCION

La interseccioén es
1. |[AnB=BndA )

conmutativa.

La interseccion es
2. |ANnB)NC=An(BnNC) o

asociativa.

La intersecciéon de A con el
3. |[ANQ=290 conjunto vacio es siempre

vacio.

La interseccién de A con su

4. |ANR=A4 _ _
referencial R es el propio A.
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La interseccién de A con su

5 |[AnA'=09 ) )
complemento A" es vacio.
La interseccion es
6. |ANA=A _
idempotente.
7. |AUB=BUA La unién es conmutativa.
8. |AuB)uC=4AuU((BUC) La unién es asociativa.
El conjunto vacio es neutro
9. |[Aup=4 »
para la union.
La unibn de A con su
10.| AUR=A referencial es el propio
referencial.
La unibn de A con su
11. | AUA'=R complemento A’ resulta el
referencial R.
12. |AUA=A La unién es idempotente.
La doble complementacién
13.| (4)' =A _
de A resulta el mismo A.
El complemento de Ila
14.|(AnB) =A"UB’ interseccion es la unién de
los complementos.
El complemento de la union
15.|(AuB) =A"nB’ es la interseccion de los
complementos.
La interseccion es
16.  An(BUuC)=(ANB)U(ANnC) |distributiva con respecto a
la unién.
La union es distributiva con
17.|Au(BNnC)=(AuUB)Nn(Au )

respecto a la interseccion.
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Todas estas leyes son demostrables usando la l6gica formal.
Por ejemplo, demostrar que AN @ = @
Solucién: Por definicién de igualdad de conjunto tenemos:

x € (ANQ) © x € @; debemos demostrar que esto es verdad por

definiciéon de interseccion:
(xeEANXxEDP)SXxED

Sabemos que la proposicién “x € A” puede ser verdad o falsa en
cambio x € @ es siempre falso, porque por definicion de conjunto
vacio este no tiene elementos. Por lo tanto, llevamos esta situacion

a una tabla;

(xeA AN x€Q) & x€0

|4 F F |4 F
F F F |4 F

En efecto resulté una verdad, por lo tanto es verdad que AN @ = @.

2.2.1.4. DIAGRAMA DE VENN

Son diagramas especiales que permiten representar graficamente a
los conjuntos y permiten visualizar algunas relaciones existentes
entre ellos. Asi como también permite representar distintas

operaciones que se pueden dar entre ellos.

Se utiliza un rectangulo para representar el conjunto referencial R y
al interior de este van representados los conjuntos A, B, C, ... con

figuras cerradas (circunferencias, elipses, poligonos, etc.)
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A modo de ilustracién, veremos el caso para tres conjuntos donde
las regiones o zonas que se forman representan diversas

operaciones.

Cada una de estas zonas enumeradas con 1, 2, ...8 representan
operaciones y conjuntos interseccion, tal como se indican a

continuacion.

ZONAS CONJUNTOS

1. A—(BUC)=ANnB'NnC
2. (AnNB)—C=AnBncC’
3. B—(AuC)=A"nBn(C
4, ANBNC

5. (AnC)—B=AnB'NnC
6. (BNC)—A=A'nBncC
7. C—(AuB)=A'nB'ncC
8. (AUBUC)Y =A'nB'NnC(’

Ademés, el diagrama de Ven también permite visualizar

simplificaciones que se pueden efectuar, tales como, por ejemplo:
24+4=ANB
1+424+4+5=4

4+5+6=(AUB)NnC
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2.2.1.5. CARDINAL DE UN CONJUNTO

Llamamos cardinal de un conjunto discreto finito A al nUmero n de

elementos que posee, el cual se denota n(A).

Para calcular el cardinal de conjuntos se usan formulas apropiadas

a partir de la unién de conjuntos.

n(AuB) =n(A) +n(B) —n(ANnB)

n(AUuBUC)=n(4A)+nB)+n(C)+n(AnBnNnC)
—[mANB)+n(AnC)+n(BnC)]

Obsérvese que a medida que aumenta la cantidad de conjuntos en

la unién, la formula resultante se hace mas extensa.

Si los conjuntos A, B, C, ... son disjuntos entre ellos entonces las

férmulas se hacen mas simples.

n(A U B) =n(A) + n(B)

n(AUBUC) =n(4) +n(B) +n(C)

n(AUB U CUD) =n(A) +n(B) +n(C)+n(D)

Existen también otras formulas para calcular el cardinal de los

conjuntos a partir del cardinal del conjunto referencial.
Para 3 conjuntos A, B, C:
n(R)=n(AnNnBnC)+n(AnBnC)+n(AnB'NnC)
+nAnB' NnC)Y+A NBNC)+(A'nBNC
+n(A'NnB'NnC)+n(A'nB'ncC’)
De igual manera, a mayor cantidad de conjuntos mas extensas son

las férmulas.

2.2.2 TECNICAS DE CONTEO

Se refiere a las distintas técnicas matematicas que se conoce para calcular el
namero de maneras o formas en que se pueden ordenar los elementos de un
conjunto de objetos.

28



a) TECNICA DE LA MULTIPLICACION. —

Si un evento A puede ocurrir de m maneras y, otro evento B puede
ocurrir de n maneras, ¢de cuantas maneras N pueden ocurrir

simultaneamente ambos eventos?
N (AyB) =mn
Ej.: Sea A: lanzar una moneda, que tiene m = 2 resultados: cara, sello
Sea B: Lanzar un dado, que tiene n = 6 resultados: 1, 2, 3, 4, 5, 6.

¢ Si se lanzan simultdneamente la moneda y el dado cuantos

resultados pueden aparecer?

N(AyB) =2 X 6 = 12 maneras o resultados

b) TECNICA DE LA ADICION. —

Si un evento A puede ocurrir de m maneras y otro B puede ocurrir de n

maneras, ¢ de cuantas maneras N puede ocurrir A 6 B?
N(A6B)=m+n

Ej.: Segun los datos del ejemplo anterior, ¢, de cuantas maneras puede

ocurrir uno u otro evento?

N(A 6 B) = 2 + 6 = 8 maneras

c) TECNICA DE LA PERMUTACION SIN REPETICION. —

Si un conjunto A tiene n objetos, ¢de cuantas maneras se pueden

ordenar todos sus objetos, sin repetir alguno de ellos?
P, =n!
Siendo n!=1x2x3Xx--Xx(n-1) %X (n)

Ej.: Se tiene un conjunto A de 5 libros, ¢ de cuantas maneras diferentes

se pueden colocar estos 5 libros en un estante?

Ps =5!=1X2X3X%X4X5=120maneras
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d) TECNICA DE LA PERMUTACION POR GRUPOS SIN REPETICION.-

Si un conjunto A tiene n objetos, ¢de cuantas maneras se pueden
ordenar estos objetos en grupos de K objetos (k < n), sin repetir algin
objeto?

n!
Prge = (n—k)!

Ej.: Se tiene un conjunto de 8 objetos, ¢ de cuantas maneras se puede
ordenar los elementos de este conjunto en grupos de 3 objetos, sin
repetir algun objeto?

8! 8!
— =6 X7 X8 =336 maneras

Pes = g =31 = 51

e) TECNICA DE PERMUTACION POR GRUPOS CON REPETICION. -

Si un conjunto A tiene n objetos, ¢de cuantas maneras se pueden
ordenar estos objetos en grupos de k objetos, repitiendo por lo menos
uno de los objetos?

rPn; k = nk

Ej.: Se deben fabricar placas para autos con 5 digitos. Si esta permitido
repetir digitos ¢, cuantas placas de este tipo se puede fabricar? Los
digitos que usamos son 10: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, si las placas
tienen 5 digitos, entonces la cantidad de placas que se pueden

fabricar es:

P05 = 10° = 100 000 placas

f) TECNICA DE LAS COMBINACIONES. —

Es un caso especial de permutacion en el que los objetos se permutan
en un solo orden o en una sola direccion ¢de cuantas maneras se

pueden combinar n objetos en grupos de k objetos?
(Tl) _ n!
k) k' (n—k)!
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Ej.: ¢De cuantas maneras se puede seleccionar una comision de 5

personas de un conjunto de 20 personas?

(20) o200 15504
5) 515 maneras

g) TECNICA DEL ARBOL. -

Esta técnica no solo permite calcular el nUmero de maneras en que se

pueden permutar n objetos, sino que permite visualizar los resultados.

Ej.: En una caja hay 8 bolas de color blanco (B), 5 bolas de color negro
(N) y 3 bolas de color rojo (R). Si se extraen de la caja 2 bolas uno
tras otro, ¢cuantos resultados de este experimento se espera y

cuales son?
El diagrama del arbol para este experimento es:

Se espera 9 resultados y estos son:

/v B: BB: Ambas bolas son blancas
Bi: N: BN: El primero es blanco y el segundo es negro

R: BR: El primero es blanco y el segundo es rojo

/ B: NB: El primero es negro y el segundo es blanco
»N— N

N

: NN: Ambas bolas son negras

R: NR: El primero es negro y el segundo es rojo
/ B: RB: El primero es rojo y el segundo es blanco
—>

R\ N: RN: El primero es rojo y el segundo es negro

R: RR: Ambas bolas son rojos
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2.2.3 CONCEPTOS BASICOS DE PROBABILIDAD
2.2.3.1 INTRODUCCION
En la naturaleza existen 2 tipos de fenémenos:
a) Los deterministicos y
b) Los probabilisticos.

Los primeros son aquellos cuya ocurrencia se puede prever exactamente
sin ningun error. En cambio, los segundos son imprevisibles, fortuitos o
aleatorios porque estan afectados por un conjunto de factores
incontrolables (azar) que inciden o influyen en la ocurrencia o no del

fendbmeno.

Por ejemplo, si soltamos un vaso de vidrio desde una altura determinada,

a) Estamos seguros que caera por atraccion de la gravedad (es
deterministico), pero;

b) No estamos seguros si este cuerpo se quebrara al llegar al suelo y;
peor aun, no estamos seguros en cuantos pedazos se quebrara (es
probabilistico).

2.2.3.2 EXPERIENCIAS ALEATORIAS - ESPACIO MUESTRA

Se llama experiencia aleatoria a un conjunto de hechos o fendmenos
observables en la naturaleza o realizadas por el hombre, cuyas

caracteristicas son:

a) No es posible predecir con exactitud un hecho particular de la

experiencia porque ésta esta afectada por el azar.

b) La experiencia es repetible o al menos se puede concebir

tedricamente la repeticion.

c) Es posible conocer o concebir todos los resultados posibles de
la experiencia. El conjunto de todos los resultados de la experiencia

se llama espacio muestra el cual lo denotaremos con la letra E.
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2.2.3.3 SUCESOS ALEATORIOS - TIPOS

Observada una experiencia aleatoria, puede ser de interés un resultado o

hecho particular de ella. Este resultado particular se llama suceso

aleatorio, lo cual lo denotaremos con letras mayudsculas A, B, C, ..., etc.

En este caso el suceso aleatorio es un subconjunto de E.

Experiencia Aleatoria

Suceso E

Aleatorio

Existen diversos tipos de sucesos aleatorios:

a)

b)

f)

g)

Suceso Imposible. — Es el suceso que carece de elementos (@) (suceso

vacio).

Suceso Elemental. — Es el suceso de un solo elemento.

Suceso Contrario. — Si A es un suceso, su complemento A’ se llama

suceso contrario de A (y viceversa).

Suceso Sequro. — Es aquel suceso A gue coincide con su espacio
muestra E (A=E).

Suceso Interseccién. — Es la ocurrencia simultanea de dos sucesos A

y B. Se denota por A N B.

Suceso Unién. — Es la ocurrencia de por lo menos uno de dos sucesos

A 0 B. Se denota por AU B.

Suceso Disjuntos. — Son dos sucesos A, B cuya ocurrencia simultanea

es imposible o vacia (AN B = @) .

Ejemplo N° 01: En una caja se tiene 10 bolos etiquetados con los digitos

0, 1, 2, ... 9. Se realiza la experiencia de extraer al azar un bolo, y luego

se registra el digito que aparece.
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a)

b)

d)

f)

¢ Es una experiencia aleatoria? ¢Por qué?
Rpta.: Si porque la extraccion de bolos es al azar o a la suerte.
El espacio muestraes E ={0,1,2,3,4,5,6,8,9}

Hallar los elementos de los siguientes sucesos aleatorios ligados a la

experiencia anterior.
A: El bolo extraido tiene un digito par.
A=1{0,2,4,6,8}
B: El bolo extraido tiene un digito no menor que 4 ni mayor que 7.
B ={4,5,6,7}
C: El bolo extraido no posee el digito 5.
c=1{0,1,2,3,4,6,7,8,9}
D: El bolo extraido tiene un digito igual a 10.
D = { }(es vacio porque no existe ningin bolo con éste nimero)
Hallar los sucesos contrarios de los anteriores sucesos
": El bolo extraido no tiene un digito par.

"=1{1,3,5,7,9}

"={0,1,3,8,9}

A
A
B": El bolo extraido tiene un digito menor de 4 o0 mayor que 7.
B
C’: El bolo extraido posee el digito 5.

C

"={5}
D": El bolo extraido no tiene digito igual a 10.
D"={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

De los sucesos dados en c) y d) identificar al suceso imposible, al

suceso elemental, al suceso seguro.
D" es seguro, D es imposible, C” es elemental
Interpretar y hallar los elementos de los siguientes sucesos:

AN B:El bolo extraido tiene digito par y no es menor que 4 ni mayor que 7.
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ANB=1{406}
A U B:El bolo extraido tiene digito par y/o,no es menor que 4 ni es mayor que 7
AUB=H{0,2,4,6,8,5,7}
B N C:El bolo extraido tiene un digito no menor que 4 ni mayor que 7 y,no posee el digito 5
BNnC=1{4,67}
A’ N B":El bolo extraido no tiene digito par y es menor que 4 y es mayor que 7
A'nB ={1,3,9}
Ejemplo N° 02: En cierto lugar de nuestra serrania se realizaran las

siguientes experiencias a las 12 del dia:
(1) : Se verifica si llueve o no llueve es ese momento.

(2) : Se registra la cantidad de lluvia (en litros por m?) caida en las 24 horas

anteriores.
a) ¢son experiencias aleatorias? ¢ por qué?
Rpta.: Si porque la presencia de lluvias es aleatoria.
b) Hallar sus espacios muestra
E; = {Si,No}
E, = {X € R|X = 0 litros}
c) Hallar los elementos de los siguientes sucesos en relacion a E,:
A:No llovio
A ={0}
B: Llovié un minimo de 2 litros por m?
B: {X € R|X = 2 litros}
C: Llovié maximo 3 litros por m?
C:{X € R|X < 3 litros}
d) Hallar los contrarios de los sucesos anteriores
A' = {X € R|X > 0 litros}: Llovié

B’ = {X € R|X < 2 litros}: llovié menos de 2 litros/m?
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C' = {X € R|X > 3 litros}: Llovié mas de 3 litros/m?
e) Hallar los sucesos

AN B = {0}

AUB={X€eR|0<X <2}

AnNnB)uB'NnC)={0<Xx<3}u{}={0<X<3}

Ejemplo N° 03: En una caja se tienen 5 bolos de color blanco, 3 bolos de

color azul y 1 bolo de color rojo.
(1) : Se extraen 2 bolos de golpe.
(2) : Antes de extraer el segundo bolo se devuelve a la caja el primero
a) Hallar los espacios muestra en cada caso.
E, = {BB,BA,BR,AB, AA, AR, RB, RA}
E, = {BB,BA,BR,AB,AA, AR,RB, RA, RR}
Siendo:
B: Blanco
A: Azul
R: Rojo
b) Hallar los elementos de los siguientes sucesos en ambos casos.
A: Los 2 bolos son de color blanco
A; = {BB} en ambos casos
B: Los 2 bolos son del mismo color
B, = {BB,AA}enE;
B, = {BB,AA,RR} en E,
C: Por lo menos uno de los bolos es de color rojo
C, = {BR,AR,RB,RAM E,

C, = {BR,AR,RB,RA,RR} en E,
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c) Hallar los contrarios de los anteriores sucesos.
A" ={BA,BR, AB, AA, AR,RB, RA}
B" = {BA,BR,AB, AR, RB,RA}

2.2.3.4 VARIABLES ALEATORIAS

Una variable real X es aleatoria si estad ligada o relacionada a una

experiencia aleatoria.

El espacio muestra de una variable aleatoria X lo denotaremos por Exy lo

llamaremos “espectro de X".
Si, Ex es numerable diremos que X es discreto.
Si, Ex no es numerable diremos que X es continuo.

Todo suceso S en E tiene su correspondiente suceso equivalente Sxen Ex
al relacionarse una variable con la experiencia aleatoria que origin6 E.

Para una mejor idea de esto véase el siguiente diagrama:

E X(Variable Aleatoria) Ex

Experiencia
—

Aleatoria

La distincion de los tipos de sucesos aleatorios vistos en el punto 2.2.3.3

Son también validos para sucesos S, ligados a una variable aleatoria X.

Una variable aleatoria X con sus respectivas probabilidades p(x) recibe el

nombre de “distribucién de probabilidades de X”.

Toda distribucion de probabilidades tiene un valor E(x) llamado

“‘esperanza matematica” o “media de la distribucion de X”.

Cuando el espectro E(x) de una variable X discreta tiene k elementos, la

media 0 esperanza E(x) de la distribucion de X se define por:

E(x) = x1p(x1) + 22p(x2) + -+ + xp(xx)
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Ejemplo N° 04: Se arrojan 2 dados comunes sobre una mesay se registra

los puntos observados.

Hallar el espectro de la siguiente variable aleatoria ligada a la
experiencia anterior y, luego determinar su distribucién de

probabilidad y su respectiva esperanza o media:
X = Suma de puntos presentes.

Su espectro E, y su distribucion de probabilidades se dan en el siguiente

cuadro:

Casos considerados para la suma ¥ p(x)
X de puntos presentes

(1;1) 2 1/36
(1;2),(2;1) 3 2/36
(1,3),(3;1),(2,2) 4 3/36
(2;3),(3;2),(1;4),(4;1) 5 4/36
(3;3),(4;2),(2,4),(51),(1;5) 6 5/36
(3;4),(4;3),(6;1),(1;6),(5;2),(2;5) 7 6/36
(4;4),(5;3),(3;5),(6;2),(2;6) 8 5/36
(6;3),(3;6),(5;4),(4;5) 9 4/36
(5;5),(6;4),(4;6) 10 3/36
(5;6),(6;5) 11 2/36
(6;6) 12 1/36

Su esperanza o media E, es:

2.2.35 DEFINICION DE PROBABILIDAD - AXIOMAS DE
PROBABILIDAD

Sea E (0o su equivalente Ex), el espacio muestra de una
experiencia aleatoria cualquiera y; sea F una familia de
subconjuntos de E(o su equivalente Ex), con la propiedad de ser

un anillo o algebra-sigma; es decir:
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2.2.3.6

i. @yE(oEx)estanenF.
ii. SyS estanenF.
iii.  La unidbn e interseccion de cualquier numero de

elementos de F estan en F.

La probabilidad de un suceso aleatorio S de F es una funcién p
gue se asigna a S de F un nimero real p(S), bajo el amparo de

los siguientes axiomas:

A1: Si, S es un suceso aleatorio, entonces 0 < p(S) <1

A2z p(E)=1

As: Si, S1, S2, Ss,... son sucesos disjuntos dos a dos de F

entonces p(S1uS2uSs3...) = p(S1) + p(S2) + p(S3) +...

Las probabilidades también se pueden expresar en porcentajes.

ASIGNACIONES DE PROBABILIDAD

La definicion de probabilidad dada anteriormente no dice como
se asigna a S su respectiva probabilidad P(S) = p; razén por la
cual veremos hasta 4 formas de asignar probabilidades pero
antes diremos que dos experiencias aleatorias son
independientes cuando ninguno de ellos influye sobre el otro

alterando algun resultado.

a) ASIGNACION DE PROBABILIDAD FRECUENTISTA O
ESTADISTICA:

Es la asignacion mas utilizada en la Teoria de Probabilidad,
supongamos que se realizan n experiencias aleatorias
independientes del mismo tipo y en ellas se observa que un

suceso aleatorio S ocurre k veces.

39



La asignacion o probabilidad frecuentista se define por:
p(S) = lim (k|n)

De acuerdo con esta definicion; p (S) se obtienen en el limite,
pero en casos practicos bastara solo una aproximacion para
un valor particular de n. Es obvio que esta aproximacion sera

mejor cuanto mas grande sea n.

Ejemplo N° 05: En cierta jornada de trabajo una maquina
fabrico 500 pernos de los cuales 7
resultaron defectuosas. En otra jornada de
trabajo fabric6 800 pernos resultando 11

pernos defectuosos.

¢Cual es la probabilidad de que la

maquina fabrique un perno defectuoso?

Soluciéon: Con los datos es posible calcular hasta 3

probabilidades por aproximacion:

12 = 1%; en la primera jornada

~ 500

11

D, ~ 800 = 1.38%; en la segunda jornada

5+11

~ —— = 1. 0/ - ; .
500 + 800 1.23%; combinando ambas jornadas

P3

¢,Cual es la mejor probabilidad frecuentista?
¢,Cual es su significado?

La mejor probabilidad es la calculada con n =1300. Su
significado es: “De cada 1300 pernos fabricados en

promedio 16 son defectuosos”.
b) ASIGNACION DE PROBABILIDAD DE LAPLACE:

Esta forma de asignar probabilidades es un caso especial de

la asignacion frecuentista.
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Supongamos gue tenemos un espacio muestra E de n

elementos.

Supongamos también que en el limite (cuando n tiende a
infinito) cada suceso elemental de E tiene por probabilidad

p = 1/n; entonces cualquier otro suceso S de E, de c

elementos tendra por probabilidad: p(S) = %

En este caso especial se presenta en situaciones de
simetria; por ejemplo, en los juegos azar, en la seleccion
aleatoria de un objeto dentro de n objetos (sorteos
aleatorios). La definicion de Laplace nos dice que calcular
p(S) se reduce a contar los elementos de suceso S y los

elementos del espacio muestra E.
Ejemplo N° 06: De una baraja de 52 elementos (casinos) se
escoge al azar una carta.

¢,Cual es la probabilidad de que esta

carta sea Espada?

Solucién: El espacio muestra tiene 52 elementos por lo que
la probabilidad de seleccionar cualquiera de las
cartas es p =1/52; y como el suceso “sale
Espada” tiene 13 elementos, entonces la
probabilidad pedida es p = 13/52 = 1/4.

¢,Cual es su significado?

“De cada 4 cartas elegidas al azar en promedio

1 de ellas es espada”

Ejemplo N° 07: 5 personas a, b, c, d, e se sientan al azar en

fila.

¢ Cual es la probabilidad de que “a” se

siente en los extremos de la fila?
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Solucidn: 5 personas se pueden sentar en la filade 5! = 120
maneras “a” puede ocupar los extremos de 48
maneras diferentes (extremo izquierdo o
extremo derecho). Por lo tanto la probabilidad
pedida es p = 48/120 = 2/5
¢,Cudl es su significado?

“Si las 5 personas se sientan al azar en fila 5

[{peel)

veces, entonces “@” se sentara en los extremos

en promedio 2 veces”

NOTA: Para calcular probabilidades de Laplace es
conveniente manejar las técnicas de conteo: Permutaciones

y Combinaciones, etc.

c) ASIGNACION DE PROBABILIDAD GEOMETRICA:

Esta asignaciéon se usa para calcular probabilidades de
sucesos relacionados con la eleccion al azar de puntos

geomeétricos dentro de una regiéon R.

Se tiene 2 regiones R y R” dentro de un mismo espacio
dimensional con la condicion de que R” es subconjunto de
R. Si escogemos al azar un punto X al interior de R. ¢ Cual
es la probabilidad de que este punto quede también al
interior de R"? Esta probabilidad es:

p(X ER’) = %
En este caso la medida m puede ser una longitud siR Y R’
son segmentos; puede ser un area si R Y R” son regiones
del plano; pueden ser un volumen si R Y R” son regiones

tridimensionales.
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Ejemplo N° 08: Se tiene 2 circulos concéntricos de radios 5
y 10 cms. Si escogemos al azar un punto X

dentro del circulo mayor.

¢ Cuél es la probabilidad de que este
mismo punto quede al interior del

circulo menor?
Solucioén:
m(R) = Area del circulo mayor = 10211

m(R") = Area del circulo menor = 5211

2
p(X eR) ="/ oo =1/,

Lo cual se interpreta: “De cada 4 puntos seleccionados al
azar al interior del circulo mayor, en promedio un punto se

ubicara al interior del circulo menor”.

d) ASIGNACION DE PROBABILIDAD MEDIANTE UNA
FUNCION REAL:

Ya sabemos que al definir una variable aleatoria X sobre un
espacio E originamos otro espacio Ex denominado
“espectro”. En esta situacion es posible definir una funcién
real f(x) que asigne probabilidades a sucesos Sxdentro del

espectro Ex.

Ejemplo N° 09: Sea un suceso S cuya probabilidad de
ocurrencia es p en un solo experimento
aleatorio. Supongamos que repetimos el
experimento hasta que aparezca S,
entonces la probabilidad de que S
aparezca en el intento numero X esta dada

por:

fe) =@ -p)*p.
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¢Cual es la probabilidad de que al
arrojar 2 dados legales aparezca una

suma 7 recién en el 5to intento?
Solucién:

Si arrojamos 2 dados legales una primera vez, la

probabilidad de que aparezca unasuma7esp = 6/36 = 1/6.
Por lo tanto, la probabilidad pedida es:

flx=5)=(01-1/6)>"1(1/6) = 8%

2.2.3.7 REGLAS BASICAS PARA CALCULAR PROBABILIDADES

La Teoria de Probabilidades se fundamenta en un conjunto
de teoremas y definiciones basicas que sirven como reglas

para calcular probabilidades. Los mas importantes son:

Teorema N° 01: La probabilidad del suceso imposible es

cero.

Teorema N° 02: Dado un suceso S con su contrario S,

entonces se cumple:

p(S) +p) =1

Teorema N° 03: Si S y R son sucesos cualesquiera es un

espacio E, entonces:

p(RUS) =p(R) +p(S) —p(RNS)

Teorema N° 04: Si S y R son sucesos en un espacio E, tal

que S C R, entonces:

p(S) < p(R)yp(SNR) =p(S)
Definicibn N° 01: La probabilidad de un suceso R

condicionado por otro suceso S es:

p(RNS)

pRIS) =

;p(8) >0
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Definicion N° 02: La probabilidad de la ocurrencia

simultanea de los sucesos Ry S.

p(S) ° p(RIS)
p(RNS) = 0
p(R) o p(R[S)

Para 3 0 mas sucesos se deducen de esta misma definicion.
Definicion N° 03: Dos sucesos R y S son independientes si
ysélosi p(RNS) =p(R) o p(S)

Para 3 0 méas sucesos se deducen de esta misma definicion.

NOTA: Decir que 2 sucesos son independientes significa
gue ninguno influye sobre el otro para su ocurrencia 0 no

ocurrencia.

Teorema N° 05: Sea §4,S,,5;5,... S, una particion de un

espacio E y sea B un sucesos cualquiera en E, entonces la
probabilidad de B esta dado por:

p(B) =X p(S1) o p(BIS)
Los sucesos S; se llaman “causas” y B se llama “suceso

efecto”. P (B) recibe el nombre de “probabilidad total”.

Teorema N° 06: La probabilidad de que haya ocurrido la

causa S; habiendo ocurrido el efecto B esta dado por:

p(S;) o p(S;|B)
2 p(S;) o p(S;|B)

p(S;|B) recibe el nombre de probabilidad de Bayes.

p(S;|B) =

Ejemplo N° 10: Se arrojan 3 monedas perfectas y legales

sobre una mesa,

a) Calcular la probabilidad de observar 4 caras, entonces la

probabilidad de observar 4 caras es cero, por el Teorema 01.

b) Calcular la probabilidad de observar a lo méas 2 sellos.
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Solucién:
a) Habiendo so6lo 3 monedas es imposible observar 4 caras.
b) Sea S: Observar alo méas 2 sellos.

S”: Observar exactamente 3 sellos.

P(S’) =1/8, entonces por el Teorema N° 02
tenemos: p(§) =1-1/8=7/8
Ejemplo N° 11: Se extrae al azar una carta de una baraja
de 52 cartas. Sean los sucesos:

R: La carta es menor que 5; S: La carta es trébol.

a) ¢Cual es la probabilidad de que la carta sea menor que

5 y/o sea trébol?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que sea trébol a condicion de

que es menor que 57?
Solucioén:
a) Usando el Teorema N° 03 tenemos:
p(RUS) = p(R) +p(S) —p(RNYS)
= 16/52 + 13/52 — 4/52 = 25/52
b) Usando la Definicion N° 01 tenemos:

P(SNR)  4/52
p(R) ~ 16/52

p(S/R) = =1/4

Ejemplo N° 12: En una reunion hay 7 varones y 9 mujeres.
Se escoge al azar 3 personas para una
comision. Hallar la probabilidad de que la
comision esté conformada por 3 varones.

Solucién:

R: La primera persona escogida es varon.

S: La segunda persona escogida es varon.

T: La tercera persona escogida es varon.
RN SNT:Las 3 personas escogidas son varones.
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Para calcular la probabilidad pedida usamos la Definicién N°

02 porque hay condicionamiento de sucesos.

p(RNSNT)= p(R)p(S/R)p(T/RNS)
=7/16-6/15-5/14 =1/16

Ejemplo N° 13: En una caja hay 4 bolos de color blanco, 3
bolos de color rojo y 1 bolo de color azul.
Se extraen al azar 3 bolos con la condicion
de que antes de extraer el siguiente bolo
se debe devolver lo anterior extraido.
¢, Cual es la probabilidad de que 3 bolos

sean de color rojo?

Solucién : El hecho de devolver a la caja el bolo
extraido no produce condicionamiento
alguno, por lo que aplicamos la Definicion

N° 03 para 3 sucesos:
R: El primer bolo extraido es rojo.
S: El segundo bolo extraido es rojo.
T: El tercer bolo extraido es rojo.
RN SNT:Los 3 bolos extraidos son rojos.

Para calcular la probabilidad pedida usamos la Definicién N°
02 porque no hay condicionamiento de sucesos.
p(RNSNT)= p(R)p(S)p(T)=3/8-3/8-3/8=27/512
Ejemplo N° 14: En una caja se tiene 5 monedas de oro y 3
monedas de plata. En otra caja hay 2
monedas de plata y 4 monedas de cobre.
Se escoge al azar una de las cajas luego
se extrae, también al azar 2 monedas, una
tras otra. Hallar las probabilidades de los

siguientes sucesos:
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a) Las 2 monedas son de plata.

b) La caja escogida ha sido la segunda a condicién de que

se sabe que ambas monedas extraidas son de plata.
Solucién:
a) Aplicamos el Teorema N° 05:

Sucesos “causa”:

Si: La caja escogida ha sido la primera.

S2: La caja escogida ha sido la segunda.

Suceso “efecto”

B: Las 2 monedas son de plata

p(B) = p(S1) p(B/S1) + p(S2) p(B/S2)
=1/2-3/8-1/2-2/6 =17/48

b) Aplicamos el Teorema N° 06:

p(® 17 " 17102

12 1
p(S2) p(B/S2) 5§ z 48
p(szB) = bt

(o]
(o]

2.3 DEFINICIONES CONCEPTUALES

2.3.1 DIDACTICA

La Didactica es la rama de la pedagogia que se encarga de buscar
métodos y técnicas para mejorar la enseflanza —aprendizaje,
definiendo las pautas para conseguir que los conocimientos lleguen

de una forma mas eficaz a los educandos.

La Didactica permite abordar, analizar y disefiar esquemas y planes

destinados a plasmar las bases de cada teoria pedagdgica.

La Didactica es la disciplina que sienta los principios de la educacion
y sirve a los docentes a la hora de seleccionar y desarrollar

contenidos, persigue el propdsito de ordenar y respaldar tanto los
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modelos de ensefianza como el plan de aprendizaje.

Se llama acto didactico a la circunstancia de la ensefianza para cual
se necesitan ciertos elementos: el docente (quien ensefia) el

discente (quien aprende) y el contexto de aprendizaje.

En la actualidad existen 3 modelos didacticos bien diferenciados: el
normativo (concentrados en los contenidos), el incitativo (focalizado
en el alumno) y el aproximativo (centrado en la construcciéon que el

alumno haga con sus nuevos conocimientos).
2.3.2 COMPETENCIA

Segun el Curriculo Nacional de la Educacion Basica (2016; p. 21),” La
Competencia se define como la facultad que tiene una persona de
combinar un conjunto de capacidades a fin de lograr un propésito
especifico en una situacion determinada, actuando de manera

pertinente y con sentido ético”.

“Ser competente supone comprender la situacion que se debe
afrontar y evaluar las posibilidades que se tiene para resolverla. Esto
significa identificarlos conocimientos y habilidades que uno posee o
gue estan disponibles en el entorno, analizar las combinaciones mas
pertinentes a la situacion y al propdsito, para luego tomar decisiones;

y ejecutar o poner en accion la combinacion seleccionada”.
2.3.3 CAPACIDADES

Segun el Curriculo Nacional de la Educacién Basica (2016; p. 21) “las
capacidades son recursos para actuar de manera competente. Estos
recursos son los conocimientos, habilidades y actitudes que los
estudiantes utilizan para afrontar una situacion determinada. Estas
capacidades suponen operaciones menores implicadas en las

competencias, que son operaciones mas complejas”.

“Es importante considerar que la adquisicidn por separado de las
capacidades de una competencia no supone el desarrollo de la

competencia”.
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Ser competencia es mas que demostrar el logro de cada capacidad
por separado: es usar las capacidades combinadamente y ante

situaciones nuevas”.
2.3.4 ESTANDARES DE APRENDIZAJE

Segun el Curriculo Nacional de la Educacion Basica (2016; p. 22), los
estdndares de aprendizaje “Son descripciones del desarrollo de la
competencia en niveles de creciente complejidad, desde el inicio
hasta el fin de la educacion bésica, de acuerdo a la secuencia que
sigue la mayoria de estudiantes que progresan en una competencia
determinada. Estas descripciones son holisticas porque hacen
referencia de manera articulada a las capacidades que se ponen en

accion al resolver o enfrentar situaciones auténticas”.

Los estandares figuran en el Curriculo Nacional y tienen 8 niveles

segun el nivel educativo, los ciclos y grados educativos.
2.3.5 DESEMPENOS

Son descripciones especificas de lo que hacen los estudiantes
respecto a los niveles de desarrollo de las competencias (estandares
de aprendizaje). Son observables en una diversidad de situaciones
o contextos. No tienen caracter exhaustivo, mas bien ilustran
algunas actuaciones que los estudiantes demuestran cuando estan
en proceso de alcanzar el nivel esperado de la competencia o

cuando han logrado este nivel.

2.4 FORMULACION DE HIPOTESIS
2.4.1 HIPOTESIS GENERAL

La estrategia didactica que se propone en la presente investigacion
mejora notablemente el proceso de ensefianza-aprendizaje de la
teoria de probabilidades en la educacién secundaria, en relaciéon a

la ensefanza-aprendizaje tradicional.
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2.4.2 HIPOTESIS ESPECIFICAS

H1: La estrategia didactica que se propone es efectiva para calcular
probabilidades por aproximacion, haciendo uso del concepto de
probabilidad estadistica, realizando experimentos u observando
experiencias aleatorias, registrando datos, calculando y graficando
frecuencias relativas; para luego analizar e interpretar la

convergencia de la curva resultante.

H2: La estrategia didactica que se propone es efectiva para
interpretar el significado y la utilidad de cada una de las reglas
basicas para calcular probabilidades, para luego interpretar el

significado del resultado.

H3: La estrategia didactica que se propone es efectiva para
identificar, plantear, resolver e interpretar problemas matematicos en
los que el azar juega un papel primordial, para luego tomar

decisiones en situaciones de incertidumbre.

51



CAPITULO il
METODOLOGIA

3.1 DISENO METODOLOGICO

3.1.1

3.1.2

3.1.3

TIPO DE INVESTIGACION

Es una investigaciéon aplicada o empirica porque se busca la
aplicacion o utilizacion de los conocimientos que se adquieren a
través de un marco tedrico, para lograr consecuencias practicas
(Méndez, 2013, p. 63)

DISENO DE INVESTIGACION
La presente investigacion tiene un disefio no experimental, pues no

hay manipulacion deliberada de variables. Ademas, es de tipo

transversal correlacional —casual.
ENFOQUE UTILIZADO EN LA INVESTIGACION
Se utiliza un enfoque cuantitativo, pues se trabaja con aspectos

observables y medibles de la realidad educativa en una rama de las

matematicas: la enseflanza-aprendizaje de la teoria de probabilidad.

3.2 POBLACION Y MUESTRA

La Poblacién esta constituida por todos los alumnos del 3ro de secundaria

del distrito de Huaral. La muestra esta constituida por 38 alumnos (2 aulas)

matriculados en el afio 2018 del 3ro de media del Colegio Parroquial Maria

Reyna de Huaral. Es una muestra no aleatoria del tipo intencional.
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3.3 OPERACIONALIZACION DE VARIABLES

VARIABLES

DIMENSIONES

SUB DIMENSIONES

INDICADORES

INDEPENDIENTE

Estrategias
didacticas para la

ensefanza-
aprendizaje de la
teoria de

probabilidades en la
educacion
secundaria.

- Estrategias para identificar
y reconocer fenbmenos
probabilisticos.

- Estrategia para interpretar
una probabilidad.

- Estrategias para asegurar
probabilidades a sucesos.

- Estrategias para aplicar y
comprender el significado
de una regla para calcular
probabilidades.

- Estrategia para plantear,
resolver e  interpretar
problemas de probabilidad.

- Influencia del azar en la vida
cotidiana.
- Definicién de probabilidad como

medida del grado de
incertidumbre

- Descripcion de condiciones
para el uso adecuado de

asignaciones y reglas para
calcular probabilidades.

- Uso del lenguaje conjuntista
para definir sucesos aleatorios.
- Importancia del concepto de
probabilidad estadistica, para
estimar probabilidades.

GENERACION DE ESTRATEGIAS
DIDACTICAS PARA:

- Diferenciar fendmenos deterministicos
con los fendmenos probabilisticos.

- Identificar y aplicar la asignacién de
probabilidad conveniente para un suceso.

- Aprender el uso apropiado de una regla
para calcular probabilidades y su correcto
significado.

- Usar herramientas para generar espacios
muéstrate y sucesos aleatorios.

- Plantear, resolver, interpretar y comunicar
el resultado de un problema probabilistico.

DEPENDIENTE

Aprendizaje de la
teoria de
probabilidades con
la aplicacién de las
estrategias
didacticas que se
propone, para la
educacion
secundaria.

COMPETENCIA:
Plantea, resuelve e
interpreta problemas

matematicos en el que el azar
o la incertidumbre interviene
(competencia n° 25 del
Curriculo Nacional de la
Educacion Bésica).

CAPACIDADES:

- Analiza situaciones aleatorias
y representa la ocurrencia de
sucesos mediante el valor de
la probabilidad.

- Comunica la compresion de
los conceptos probabilisticos.

- Usa estrategia y
procedimientos para realizar
experiencias aleatorias.

- Sustenta conclusiones y toma
decisiones en base a las
probabilidades.

ESTANDARES DE APRENDIZAJE:

En lo que corresponde, son los 8 niveles
referidos a los desempefios que se
relacionan a la competencia n° 25 que
aparecen en la pag. 79 del Curriculo
Nacional para la Educacion Bésica.
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3.4 ESTRATEGIA METODOLOGICA

La estrategia a seguirse en el desarrollo de la presente investigacion se

hara a través de 4 fases:

Fase I: Recopilacion de Informacién

a)

b)

c)

Aplicacion de un cuestionario a docentes de matematica que ensefian
en la educacion secundaria.

Revision y analisis de textos de matematica utilizados en la educacion
secundaria para enseflanza de probabilidades.

Revision del Curriculo Nacional de la Educacion Basica en lo que
respecta a la competencia N° 25: “Resuelve problemas de gestion de

datos e incertidumbre”, capacidades y estandares de aprendizaje.

Fase II: Disefio de Estrategias didacticas para la enseflanza-aprendizaje

de la teoria de probabilidades en la educacion secundaria:

a)
b)

c)

d)

f)

Estrategia para diferenciar fendmenos deterministicos y probabilisticos.
Estrategia para interpretar y comparar probabilidades.

Estrategia para identificar y aplicar con propiedad las asignaciones de
probabilidad para sucesos aleatorios.

Estrategia para aprender el uso apropiado de las reglas para calcular
probabilidades y su correcto significado.

Estrategia para usar herramientas para generar espacios muéstrales y
sucesos aleatorios.

Estrategias para plantear, resolver, interpretar y comunicar el resultado

de un problema probabilistico.

Fase lll: Aplicacion de las estrategias didacticas propuestas en una

realidad educativa: alumnos del 3er afilo de media (aula A y B) del colegio

parroquial Maria Reyna de Huaral.

Fase IV: Evaluacion de las competencias, capacidades y desempefios en

la aplicacion de las estrategias didacticas propuestas en la fase Il
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3.5 TECNICAS E INSTRUMENTOS DE RECOLECCION DE DATOS

3.5.1 TECNICAS E INSTRUMENTOS A EMPLEAR EN LA
RECOPILACION DE DATOS

a) Cuestionario para docentes de matematica en la secundaria.

b) Fichas de revision y analisis de textos de matematica usados en
la educacion secundaria.

c) Fichas de revision y andlisis del DCN y el Curriculo Nacional en la
gue respecta a la ensefianza-aprendizaje de la teoria de
probabilidades en la secundaria.

3.5.2 TECNICAS E INSTRUMENTOS A EMPLEAR PARA EVALUAR LOS

APRENDIZAJES (CAPACIDADES Y DESEMPENOS)

a) Prueba para evaluar capacidades y desempefios en la asignacion
de probabilidades.

b) Prueba para evaluar capacidades y desempefios en la aplicacion
de reglas bésicas para calcular probabilidades.

3.6 TECNICAS PARA EL PROCESAMIENTO DE INFORMACION
3.6.1 ESTADISTICA DESCRIPTIVA CON SPSS. -

Elaboracién de cuadros y célculo de estadigrafos.
3.6.2 ESTADISTICA INFERENCIAL CON SPSS. -

Comparacién de medias-prueba T para muestras independientes
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CAPITULO IV
RESULTADOS

4.1RESULTADOS DE LA RECOPILACION DE INFORMACION

4.1.1 RESULTADOS DE APLICACION DE UN CUESTIONARIO A
DOCENTES DE MATEMATICAS QUE ENSENAN EN SECUNDARIA.

En el anexo 01 se incluye un ejemplar de este cuestionario que fue
aplicada a 13 profesores de Matemética de distintos colegios de Huaral
en agosto 2018, pero sélo 10 entregaron.

El item 1 es de tipo abierto para que describa problemas o dificultades
principales que segun su experiencia esta relacionado con la
ensefianza - aprendizaje de la teoria de probabilidades en la
secundaria. Las mdultiples respuestas dadas por los 10 profesores se

han uniformizado y consolidado en el siguiente cuadro:
PRINCIPALES DIFICULTADES HALLADAS POR LOS DOCENTES

EN EL PROCESO DE ENSENANZA — APRENDIZAJE DE LAS
PROBABILIDADES.

DIFICULTADES FREC. | FREC. %
Los alumnos poco o nada entienden los conceptos de 4 40,00
sucesos aleatorios y sus probabilidades
AL plantearse un problema probabilistico no saben qué 2 20,00
férmula probabilistica usar para llegar a la solucion
El contenido programético de probabilidades en la 2 20,00
secundaria es infimo en comparacion con otras materias
El MINEDU no programa capacitaciones en esta area 1 10,00
(Estadistica probabilidades)
Otros 1 10,00

TOTAL 10 100,00

CUADRO N° 01
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Como se observa en éste cuadro, 2 de los principales problemas (60%)
se refiera a la poca compresion por parte de los alumnos de los
conceptos “suceso aleatorio”, “probabilidad” y uso de reglas basicas

para el calculo de probabilidades.

Otra preocupacioén de los profesores es que el contenido programatico
para las probabilidades, en la secundaria, es infimo en comparacion a
otros temas o0 areas como son la aritmética, el &lgebra, la geometria,

etc.

También reconocen gue les falta preparacion en temas de probabilidad

y sugieren que el MINEDU deberia de capacitarlos.

A partir de item 2 al item 10, el cuestionario contiene preguntas con 3
alternativas, sobre conceptos muy basicos que los docentes de
matematica deberian de conocer y manejar para poder ensefiar
probabilidades en algun grado de la secundaria. Los resultados se

muestran en el siguiente cuadro.

N° DE N° DE
ITEM CONCEPTO ACIERTOS | DESACIERTOS
2 Fendmeno deterministico 1 9
3 Fendmeno probabilistico 2 8
4 Significado de una probabilidad 1 9
5 Probabilidad frecuentista 0 10
6 Valoracion de una probabilidad frecuentista 0 10
7 Probabilidad condicional 1 9
8 Independencia de sucesos aleatorios 3 7
9 Probabilidad de la union de sucesos 2 8
10 | Probabilidad de un suceso contrario 3 7

CUADRO N° 02

Segun este pequefio sondeo realizado con 10 profesores, se deduce
gue no estdn muy bien preparados para ensefiar probabilidades en la
secundaria. Por ejemplo, se deduce que ninguno conoce Yy valora el
concepto de probabilidad frecuentista ni el concepto de probabilidad
condicional.
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4.1.2 RESULTADOS DE LA REVISION Y ANALISIS DE TEXTOS DE
MATEMATICA ESCOLAR UTILIZADOS PARA LA SECCION DE
PROBABILIDADES.

Con la finalidad de analizar qué tanto contenido tienen, los textos de
matematica de la secundaria, dedicados a la probabilidad en relacion
a otros temas, asi como analiza la calidad de sus contenidos, se tomo
como muestra 3 textos de mayor uso en la secundaria. Los resultados

se dan en el siguiente cuadro:

REVISON Y ANALISIS DE TEXTOS DE MATEMATICA ESCOLAR
EN LA EDUCACION SECUNDARIA — TEMA PROBABILIDADES

TITULOS AUTORES CONTENIDOS %
e Experiencias aleatorias 1,4
e [Espacio muestra-sucesos-tipos
Coleccion | e Definicion de la probabilidad de
Intelectum- Laplace
Evolution ¢ Probabilidad condicional
e Sucesos independientes
e Problemas sencillos
Mateméatica Il  Espacio muestra — sucesos — tipos | 1 2
(3° Grado) 5 . Probabilidagl gle Laplace
Coleccion | e Prob. Condicional

Teoria (303 Pag.) | corefo e Sucesos independientes
Actividades (295 « Problemas tipo

Pag.)

Leximatic-
Matematica Por
areas (2° Grado)

Teoria (400 Pag.)
Actividades
(95%)

e Analisis Combinatorio 19
e Espacio muestra — sucesos
e Suceso seguro — suceso imposible

Matematica 4 e Suceso elemental — sucesos
contrario
(4° Grado) Covefias, e Sucesos excluyentes
Capitulo16: M. « Probabilidad de Laplace
Probabilidad e Probabilidades Compuestas

e Sucesos equiprobables
e Arbol de probabilidades
e Problemas tipo

CUADRO N° 03

Haciendo un breve comentario a este cuadro, se puede decir que los 3
textos analizados casi se dedican a lo mismo. Sus definiciones y

ejemplos que dan sobre experiencias aleatorias, sucesos aleatorios,
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tipos de sucesos son bastante simples.

Ademas, solo definen la asignacion de probabilidad de Laplace en
detrimento de otras asignaciones mucho mas importantes (frecuentista,

geomeétrica, etc.).

Y, lo que mas llama la atencion es el poquisimo espacio dedicado al
tema de las probabilidades, ninguno llega ni siquiera al 2% de sus

paginas.

4.1.3 RESULTADOS DE LA REVISION Y ANALISIS DEL CURRICULO
NACIONAL DE EDUCACION BASICA (CNEB).

En el CNEB los temas de probabilidad se encuentran comprendidos
en la competencia N° 25: “Resuelve problemas de gestion de datos e
incertidumbre”. Esta competencia tiene 8 niveles o estandares de

aprendizaje, desde el nivel 1 hasta el nivel 8 (Destacado).

Los estandares que corresponden a las probabilidades se inician
desde el nivel 3 hasta el nivel 8, tal como se detalla en el siguiente
cuadro:

ESTANDARES DE APRENDIZAJE PARA LA TEORIA DE
PROBABILIDADES - PERU

NIVELES ESTANDARES DE APRENDIZAJE

3 Expresa la ocurrencia de sucesos cotidianos usando las nociones
1°y 2°de | de posible o imposible y justifica su respuesta.
Primaria

4 Expresa la ocurrencia de sucesos cotidianos usando las nociones
3°y4°de | de seguro, mas probable, menos probable, justifica su respuesta.
Primaria

S Realiza experimentos aleatorios, reconoce sus posibles

5°y 6°de | resultados y expresa la probabilidad de une evento relacionada el
Primaria namero de casos favorables (Laplace).

Expresa la probabilidad de un evento aleatorio como decimal o

6 fraccion, asi como su espacio muestra; interpreta lo que es un
1°y 2°de | suceso seguro, probable o imposible, se asocia entre los valores
Secundaria | 0 y 1. Hace predicciones sobre la ocurrencia de eventos y las
justifica.
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Expresa la ocurrencia de sucesos dependientes, independientes,

7 simples 0 compuestos de una situacion aleatoria mediante la
3° 4°y5° | probabilidad y determina su espacio muestral; interpreta las
de propiedades basicas de la probabilidad de acuerdo a las

Secundaria | condiciones de la situacion; justifica sus predicciones con base a
los resultados de su experimento o propiedades

e Resuelve problemas referidos a situaciones aleatorias

8 relacionandolos con la estadistica

(Destacado) | Interpreta la informacion sobre el comportamiento de los datos y

la probabilidad condicional.

e Contrasta conclusiones sobre la relacion entre variables.
CUADRO N° 04

Observando este cuadro vale la pena comentar que la
estandarizacion de los aprendizajes va de lo mas sencillo a lo mas
complejo, pero llama mucho la atencion que solo re refieren a la
asignacion de probabilidad de Laplace (sucesos equiprobables) y, en

ningln momento se refieren al concepto de variable aleatoria.

En cuanto a los niveles de aprendizaje para la secundaria se inician

desde el nivel 6 (1° y 2° de secundaria) hasta el nivel 8 (Destacado).

4.2DISENO DE ESTRATEGIAS DIDACTICAS PARA LA ENSENANZA -
APRENDIZAJE DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES EN LA
EDUCACION SECUNDARIA

Como resultado de la aplicacién y andlisis de un cuestionario a docentes de
matematica que han tenido alguna experiencia en la ensefianza de la teoria
de probabilidades, la revisién y andlisis de textos de matematica del nivel
secundaria, la revision y analisis de investigaciones realizadas en torno a la
problemética y la revision y andlisis de documentos de gestion educativa
como son el DCN vy el Curriculo Nacional de EBR; se propone las siguientes
estrategias didacticas para cada tema relacionado con la ensefianza-

aprendizaje de la teoria de probabilidades en educacion secundaria.
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4.2.1 ESTRATEGIAS PARA IDENTIFICAR Y DIFERENCIAR FENOMENOS
DETERMINISTICOS Y FENOMENOS PROBABILISTICOS. -

Para que el escolar que se inicia en el tema de las probabilidades es
sumamente importante que tome conciencia de la existencia de
fendmenos deterministicos y fendmenos probabilisticos o aleatorios; en
razon a que todo problema que tenga que ver con las probabilidades
se ubica en el campo de los fendmenos probabilisticos o aleatorios. La
mejor manera de identificarlos y diferenciarlos es que los
deterministicos aceptan un solo y Unico resultado en tanto que los
fendmenos probabilisticos aceptan 2 o mas resultados por estar

influenciados por el azar.

El escolar debe entender por azar como un conjunto de factores
imprevisibles que se presentan en la naturaleza, en el campo de las

ciencias y, que influyen sobre nuestras vidas.

Otra manera de identificarlos ante la presencia de un fenomeno, suceso

0 acontecimiento es preguntando:
¢ Existe una seguridad que éste fendmeno puede ocurrir?
Si el fendmeno es deterministico la respuesta es un Si o un No rotundo.

Pero si el fendmeno es probabilistico las respuestas posibles son: Tal

vez ocurra, quizas ocurra, es probable que ocurra.

Ej. 1.- Soltar un objeto pesado desde una altura y preguntarse ¢ Caera
el objeto? La respuesta es un Si rotundo, porque sabemos que los
objetos caen por efecto de la gravedad. ¢ Subira el objeto hasta una

altura?

La respuesta es un No rotundo. El fendmeno o suceso de soltar un
objeto pesado y observar lo que ocurra tiene un Unico resultado: Caer.
No podriamos decir “Tal vez caiga” o “quizas suba”. Por lo tanto, este

fendbmeno es deterministico.
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Ej. 2.- Salir a la calle y preguntar a la gente mayor que pasan, si en las
proximas elecciones votaran por el candidato X a la alcaldia de la
ciudad. Las respuestas posibles a esta pregunta pueden ser: “SI”, “NO”,
“todavia no lo he pensado”, o quizas no quiera responder a la pregunta.
Entonces en éste caso la respuesta no es Unica. Por lo tanto, el suceso

de preguntar a un elector para registrar su respuesta es probabilistico.

Para completar la estrategia es conveniente plantear al escolar un
listado de sucesos para que los identifiquen si son deterministicos o

probabilisticos

He aqui un ejemplo de este listado:

Probabilistico o

Suceso Deterministico .
Aleatorio

Preguntar a un amigo | La respuesta
por su edad es Unica

Resolver la ecuacion | La respuesta
2X+7=17 es unica X=5

Participar en una rifa
y sacarse el premio
mayor

Salir elegido en una
comision de 3
personas

Suponer que una
familia de recién
casados tendra 2
hijos

Resultados posibles
en goles de un
partido de futbol

Contar el nUumero de

Se puede ganar 0 no
ganar el premio

Puede ser elegido o no
puede ser elegido

Tal vez tengan 2 hijos o
tal vez menos o tal vez
mas

Pueden haber 0,1,2,3,4
0 mas goles

letras distintas que respuesta es
tiene la palabra: Unica: 6
AMAZONAS

CUADRO N° 05
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4.2.2 ESTRATEGIAS DIDACTICAS PARA GENERAR ESPACIOS
MUESTRA Y SUCESOS ALEATORIOS

Como se sabe todo suceso S aleatorio ocurre o no ocurre dentro de un
espacio muestra E, el mismo que viene a ser todos los resultados

posibles de una experiencia aleatoria.

Algunas veces es facil hallar E, pero en infinidades de casos no es facil
hallarlos, razén por lo que tanto el docente como el escolar debe

manejar algunas estrategias Utiles, tales como:

a) Al diagrama de arbol. - Este permite identificar cada resultado de
la experiencia aleatoria y la cantidad total de resultados, sobre todo
cuando un suceso problema depende de una secuencia finita de

Sucesos.

Ej.- Se tiene una gaveta con 2 cajones | y Il. En la caja | hay 3 monedas
de platay 1 de oro. En la caja Il, hay 2 monedas de oro y 5 de bronce.
Se escoge al azar uno de los cajones y se extrae una moneda. Hallar

el espacio muestra E de esta experiencia aleatoria.

Plata : (cajon I; moneda de plata)
/ Cajon| —> Oro : (cajon I; moneda de oro)
\ / Oro : (cajon II; moneda de oro)
Cajon li ™ Bronce : (cajon 1l; moneda de bronce)

Luego, el espacio muestra es:
E = {(I; plata), (I; oro), (II; oro), (II; bronce)}

Observando este diagrama efectivamente es posible identificar cada
uno de los resultados (son 4 resultados elementales) y el total de

resultados (4).
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Esta propiedad de los diagramas de arbol facilita también identificar y
ubicar rapidamente algun suceso aleatorio relacionado a la experiencia.

Por ejemplo, sean los siguientes sucesos:

A : Se extrajo una moneda de plata.
B : Se extrajo una moneda de bronce.
C : La moneda extraida no es de oro

¢,Cuales son los elementos de estos sucesos?

Observando el diagrama o el espacio E generado respondemos:
A ={(I;plata)}

B = {(II; bronce)}

C" = {(I; plata), (II; bronce)}

b) Diagrama de Venn. - Permite visualizar las relaciones
existentes entre los sucesos aleatorios dentro de un mismo

espacio muestra.

El espacio muestra se representa con un rectangulo y los sucesos

aleatorios con circulos o figuras cerradas.

El espacio muestra E de una experiencia aleatoria hace de conjunto
referencial y al interior de este van los sucesos aleatorios A, B, C,... y
sus distintas combinaciones que pueden darse. Veamos algunos
ejemplos:

Ej. 1.- Representar un suceso Ay su contrario A’

E E E

A A

A: Ocurre

A" No ocurre A
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Ej. 2.- Representar 2 sucesos A, B y sus distintas relaciones

I : AnB:ocurre Aperono B
A B
Il : A”N B:ocurre B perono A
o III: AN B:ocurrenambos Ay B
4 IV : A"NB":ni Ani B ocurren

(ANB)Y)U((ANB)U(A'NnB) =AUB:ocurreA y/oocurreB

Ej. 3.- Representar 3 sucesos A, B, C y sus distintas relaciones.

A B

)
e

1 |AnB'n(’ Ocurre A perono B ni C

2 ANnBNnC(C Ocurren Ay B perono C

3 |A'nBnC(' Ocurre B perono Ani C

4 |AnB'nC Ocurren Ay C pero no B

5 |AnBNnC Ocurren los 3 sucesos A, B, C
6 |[AnBncC Ocurren By C pero no A

7 |A'nB'NnC Ocurre C perono A ni B

8 |AnB'n( Ni A ni B ni C ocurren

Ninguno de los 3 sucesos ocurre

CUADRO N° 06



4.2.3 ESTRATEGIAS DIDACTICA PARA INTERPRETAR UNA

PROBABILIDAD

Por definicién la probabilidad de un suceso aleatorio S es un nimero
denotado por p(S) y que tiene la condicién 0 < p(S) < 1. Ademas p(S)
mide el grado de incertidumbre de la ocurrencia de S ¢Pero, qué

significado tiene p(S)?

En los textos de matematica escolar revisados calculan p(S) para
sucesos sencillos pero no le dan ninguna interpretacion. Para que el
escolar valore y aprecie el significado de una probabilidad es necesario

adoptar, algunas estrategias como las que se exponen a continuacion.

a) En primer lugar, el escolar debe grabarse que nunca una

probabilidad puede ser menos que cero ni mayor que 1.

b) Toda probabilidad expresa un grado de incertidumbre en la
ocurrencia de un suceso. Cuanto menor es una probabilidad existe

una mayor incertidumbre.

c) Si, una probabilidad se expresa en fracciones, tal como por ejemplo
p(A) = 3/4; éste se interpreta diciendo: “El suceso A se presenta en

promedio 3 veces en 4 experiencia aleatorias.

d) Si, una probabilidad se expresa en decimales, tal como por ejemplo
p(B) = 0,75, éste se convierte en porcentaje multiplicandolo por 100,
resultando75% = 75/100, valor que se interpreta: “El suceso B se
presenta 75 veces en promedio cuando se realizan 100 experiencia

aleatorias”.

Cuando las probabilidades estan muy cercanas al cero y al ser
multiplicadas por 100 siguen expresadas en decimales, entonces es
preferible multiplicarlo por otro nimero mayor procurando que el
numerador de la fraccion resultante sea un nudmero entero. Por
ejemplo, supongamos que p(S)=0,0017, entonces para
interpretarlo lo multiplicamos por 10000 resultado p(S) = 17/10000;

el cual se interpreta: “De cada 10000 experiencias aleatorias el
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suceso S ocurre en promedio 17 veces”.

e) Ante 2 o mas sucesos con probabilidades conocida es bueno
compararlos para sacar conclusiones, diciendo cuél suceso es mas
incierto o menos incierto. Ademas, también se puede decir cuantas

veces es mayor uno que otro.

Por ejemplo, supongamos que tenemos dos sucesos A, B cuyas
probabilidades son p(A) = 0,80 y p(B) = 0,10, entonces por
comparacion podemos inferir lo siguiente:

“El suceso B es mas incierto que el suceso A”

“El suceso A es menos incierto que el suceso B”

Como p(A)/p(B) = 0,80/0;10 = 8, entonces se puede decir: “A es 8

veces mas probable que B”

4.2.4 ESTRATEGIAS DIDACTICAS PARA ASIGNAR PROBABILIDADES

Dice una definicion de probabilidad: La probabilidad es una funcion en
la que se asigna a cada suceso aleatorio S un namero real p(S) con la
propiedad 0 < p(S) < 1.

Esta definicion no dice como se asigna el nUmero p(S) a S. Resulta que

existen varias formas de asignar una probabilidad a un suceso S.

Es muy conveniente que el escolar de secundaria conozca algunas de
las formas de asignar probabilidades, hecho que le dard una mejor
visibn y una mayor amplitud para aplicar las probabilidades a
problemas de la vida real.

A continuacién, veamos las estrategias didacticas para 4 tipos de
asignacion de probabilidades.
a) Asignacion frecuentista de probabilidad. -

También conocido como asignacion estadistica de probabilidad. Es

la asignacién mas importante por su caracter general y experimental,

sin embargo, no la tratan en la educacion secundaria. Segun la
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definicion dada en el literal a) de la seccion 2.2.3.6 del presente
trabajo, la probabilidad frecuentista de un suceso S es un namero
p(S) que resulta de la convergencia de la frecuencia relativa k/n del
suceso S cuando el nimero n de experiencia o experimentos es

ilimitado:
= lim(*
p(s) = 1im (*/p)
K: nﬁmero de veces que ocurre Sesn experimentos

n: numero de experimentos en las que aparece S

Esta forma de asignar probabilidades a un suceso consiste en
realizar n experimentos o experiencias en las que se puede observar
a Sy luego contar el nimero k de veces que se ha observado a S;
para después calcular la frecuencia relativa k/n de S. La asignacién
frecuentista nos dice que k/n se aproximara cada vez mas hacia la
verdadera probabilidad p(S) de S. Dicho en otras palabras: Cuanto

mas grande es n mejor es la aproximacion.

¢De gué manera el escolar puede apreciar las bondades de la

asignacion frecuentista?

Realizando n experiencias o experimentos con las que se puede
observar el suceso de interés S, calcular su frecuencia relativa y

luego hacer un grafico de n versus k/n.

Este grafico bien hecho ilustra excelentemente la convergencia de
k/n hacia la probabilidad p(S).

Ej. 1. Calcular usando la probabilidad frecuentista de que al arrojar

una moneda de 50 centavos sobre una mesa esta resulte “cara (C)”.

Esta experiencia consistira en lanzar la moneda sobre una mesa e ir
registrando las ocurrencias: “Sale cara (C)” o “sale sello (S)” en cada
lanzamiento. Arbitrariamente se lanzara la moneda 20 veces, pero
recuérdese que si se lanzara mas veces se obtendra mejores

resultados. Después se cuenta el nimero k de veces que va saliendo
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“cara” hasta ese numero de lanzamiento. Finalmente, se grafica

colocando en el eje de abscisas los valores de n y el eje de
.k
ordenadas la frecuencia -~ Los puntos resultantes se unen con un

trazo continuo. Si la moneda es perfecta (Que su centro de masa es
el centro del circulo) se observara que la linea quebrada converge a

p(salir cara) = 0,50.

Tomemos la moneda y lancémosla 20 veces y veamos qué pasa

n

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

20

ocurrencia

S S C S C C C S C S S C C S C S S C

k

1 1 2 2 3 4 5 5 6 6 6 7 8 8 9 9 9 10

10

k/n

=l Ee]

05|03 |05|04|05|06 |06 |05|06|05|05|05|06]|05]|06]|05]|05]|05

0,5

Luego se grafica n versus k/n

0.8

0.6 \/v/—\/\ NN
0.4

0.2

k/n

1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20
n

Se observa que la curva converge hacia p(salir cara) = 0,50

Hasta aqui es importante hacer notar al escolar que si repite la
misma experiencia no tiene por qué resultar exactamente la misma

curva, pero si se repetira la convergencia hacia p = 0,50.

Ej. 2.- Sobre un plano rayado con rectas paralelas a distancias de 5
cm. se lanza una aguja de 3.65 cm. Calcular la probabilidad de que

la aguja interseque a una recta cualquiera.

Para realizar esta experiencia el escolar debe preparar una cartulina
rayandola con rectas paralelas a distancias de 5 cms y conseguirse

una aguja de longitud 3,65cm. (Son las agujas mas comunes). Para
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evitarse sesgos se debe depositar la aguja en un vaso de plastico,
para después agitarlo y lanzarlo sobre la cartulina rayada. Luego se
observa si la aguja interseca o no a una recta cualquiera de la
cartulina rayada. Si la interseca se registra “SI”, caso contrario se

registra “NO”.

“Si” lo interseca “No” lo interseca

Luego se determina la frecuencia absoluta k de los “SI”, para
después calcular la frecuencia relativa k/n de los “SI” en cada

lanzamiento. Finalmente se hace el grafico de n versus k/n.

A continuacién se presenta los resultados obtenidos de esta

experiencia lanzando la aguja n = 16 veces.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
interseca NO SI NO Sl NO NO NO Sl NO NO NO NO NO NO Sl NO
k 1 1 1 2 2 2 2 3 2 3 3 3 3 3 4 4

k/n

0,00 0,50 0,33 | 0,50 0,40 0,33 0,28 | 0,25 0,33 0,30 0,27 | 0,25 0,23 | 0,21 0,26 0,25

El grafico de n versus k/n es de siguiente.

0.5
0.4
0.3

0.2

k/n

0.1

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
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Vemos que la curva converge hacia 4/25 = 0,25; es decir la
probabilidad de que la aguja corte a una recta cualquiera es

aproximadamente 0,25 = 25%.

Segun este resultado podemos decir que, si se lanza 100 veces la
guja sobre la cartulina rayada, entonces en promedio 25 veces la

aguja intersecara a una recta cualquiera.
En realidad, si se continua la experiencia lanzando la aguja
indefinidamente k/n convergera hacia el valor 3'65/571 = 0,232326,

valor que fue calculado analiticamente por el naturalista francés
Buffon en el siglo XVIII; es decir, dividiendo la longitud de la aguja
(3,65 cm) por 5 veces (distancia entre las rectas) el numero
m(3,141592654). Vemos que el valor calculado de k/n = 0,25 esta
muy proximo a la verdadera probabilidad 0,232366 calculado por

Buffon.

A estas alturas es conveniente plantear al escolar algunas variantes
a la experiencia de Buffén. ¢Por ejemplo, que pasaria si se
distancian mas de 5 cms el rayado de la cartulina con la misma

aguja? ¢ Aumentard la probabilidad o disminuira?

Finalmente, se debe recalcar al docente de la importancia en la
educacion secundaria la aplicacion de la asignacion frecuentista o
estadistica de probabilidad, pues su forma de aplicarla, realizando
experiencias, registrando datos, calculando frecuencia y graficando,
va iniciando al escolar hacia una actitud investigativa, con tendencia

hacia la induccién y la realizacion de inferencias.

Para afianzar méas la préactica del célculo de una probabilidad
frecuentista se recomienda que los escolares (con guia del docente)
preparen un anfora conteniendo 50 bolos del mismo tamafio, con los

colores y cantidades siguientes:
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25 bolos de color rojo
15 bolos de color verde
7 bolos de color amarillo
3 bolos de color blanco

Con éste material didactico el escolar debe extraer bolos (digamos
unos 20 bolos), registrando el color de cada bolo extraido en cada
ocasion, calcular la frecuencia relativa de cada color y graficarla. El
escolar debe verificar que las curvas convergen (se aproximan)

hacia las siguientes probabilidades:
P (Extraer bolo rojo) = 25/50 = 0,50
P (Extraer bolo verde) = 15/50 = 0,30
P (Extraer bolo amarillo) = 7/50 = 0,14
P (Extraer bolo blanco) = 3/50 = 0,06

Esta misma anfora puede ser Gtil también para iniciar al escolar en
el muestreo aleatorio simple (MAS), extrayendo de golpe 30 bolos,
agrupar los bolos por colores, y luego calcular sus frecuencias
relativas de cada color; estas frecuencias relativas también son

proximas a las probabilidades mostradas anteriormente.

También se puede simular que los bolos son personas y los colores
son distintas caracteristicas de estas personas. Los sucesos

aleatorios a definirse pueden referirse a estas caracteristicas.
b) La asignacion probabilidad de Laplace. -

La asignacion de Laplace nos dice que para hallar la probabilidad de
un suceso Sde K elementos en un espacio muestra E de n
elementos, cuyos sucesos elementales (que tienen un solo

elemento) convergen hacia 1/n, se debe usar la féormula p(S) = k/n.

Esta es la Unica asignacion que se presenta en los textos de

matematica escolar para la secundaria en detrimento de la
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asignacion frecuentista vista anteriormente, que es mas general.

Para aplicar la probabilidad de Laplace, previamente se tiene que
tener conocimiento que los sucesos elementales del espacio E son
equiprobables. Es decir que cada suceso elemental {e} tiene por
probabilidad 1/n. si no se tiene este conocimiento necesariamente
se tiene que usar la asignacién frecuentista. Sin embargo, se sabe
por experiencia que en los problemas donde se presentan simetrias
(dados perfectos, monedas perfectas, selecciones al azar) se puede
usar la asignacion de Laplace sin necesidad de recurrir a la

asignacion frecuentista.

¢, Qué estrategia es recomendable para usar la asignaciéon de
Laplace?
Calcular una probabilidad de Laplace se reduce a contar el nUmero

K de los elementos del suceso problema S y el nimero n de

elementos de su espacio muestra E.

Para este conteo se puede usar las técnicas de conteo vistos en la

seccion 2.2.2 del presente trabajo.

También se puede usar la técnica del arbol, pero conociendo de
antemano que todos los resultados posibles tienen la misma
probabilidad (equiprobabilidad).

Ej.: Se tiene 3 libros, uno de Matemética (M), otro de Estadistica (E)
y un tercero de Historia (H). Estos libros son colocados al azar, en

cualquier orden, sobre un estante.

¢, Cual es la probabilidad de que el libro de matematica quede al

medio de los otros libros?

Solucidn: En éste problema, al colocarse los libros al azar sobre el
estante, se puede usar la asignacion de Laplace. Entonces hasta
saber de cuantas maneras se puede colocar los 3 libros sobre el

estante. Esto es cuantos elementos tiene su espacio muestra E.
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Para esto se puede usar la técnica de la permutacion sin repeticion:
3! = 6. Hay 6 maneras distintas de colocar los 3 libros sobre el

estante.

Ahora, se debe averiguar de cuantas maneras pueden ocurrir el
suceso S: “El libro de matematica se ubica en el medio de los otros

libros”. Este suceso ocurre de 2 maneras:
HME o) EMH con M en el medio.

Por lo tanto, lap(S) = 2/6 = 1/3; probabilidad que se interpreta: si
se coloca los 3 libros al azar sobre un estante, entonces solo 1 vez
en promedio el libro de matematico quedara al medio de los otros

libros.

c) Asignacién de probabilidad geométrica. -
Esta asignacion se usa para calcular probabilidades de sucesos S
relacionados a la eleccion al azar de puntos geométricos en una

region R* en relacion a otra regidn R que contiene a R*, ya sea en

una recta o un plano o el espacio tridimensional.
Sea X un punto geométrico de R, entonces el suceso de interés es

S: X pertenece a R*. Si se usara la asignacion frecuentista entonces

*
las frecuencias relativas convergen al cociente m(R )/m(R)

Si, R* y R son segmentos entonces sus medidas m son longitudes.
Si son porciones del plano entonces sus medidas m son areas y, si
son porciones del espacio tridimensional sus medidas m son

volumenes. Por lo tanto, para calcular la probabilidad del suceso

S: X pertenece a R*, basta calcular el cociente m(R )/m(R)

Ej.: Se tiene un rectangulo de lados 15cm y 10cm.

Se selecciona al azar un punto X al interior de este rectangulo.
¢, Cual la probabilidad de que el punto X se ubique en la region

sombreada de la siguiente figura?
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7.5cm 7.5cm

2cm 5cm

3cm 5cm

15 cm

Solucidn: Las regiones del plano que participan en este problema

son:
R: Conjunto de puntos interiores del rectangulo; su area es:
15 x 10 = 150 cm?

R*: Conjunto de puntos de la region sombreada, constituido por 2

regiones triangulares cuyas areas son:
A = (2 7'5)/2 =75cm? y A, = (15X 5/2 = 37,5cms

Entonces el area de R*es A1 + A2 = 45cm.

Por lo tanto, la probabilidad del suceso S: “El punto escogido se ubica
en la regidn sombreada” es p(S) =45/150 = 0,3 = 30%; cuyo
significado es: Si se selecciona al azar 100 puntos al interior del
rectangulo de dimensiones 10 x 15, entonces 30 puntos en

promedio se ubicaran en la regién sombreada.
d) Asignacién de probabilidad mediante una funcion real. -

Esta forma de asignar probabilidades es cuando existe la presencia
de una variable aleatoria X, que viene a ser una variable cuantitativa,
cuyos valores estan asociados a los sucesos aleatorios dentro de
una experiencia aleatoria. Por ejemplo, si se arroja sobre una
superficie 3 monedas, entonces una variable asociada a esta
experiencia puede ser X: “Numero de caras que aparecen al lanzar

las 3 monedas”.
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En este caso, los valores que tiene X y los sucesos que estan

asociados a estos valores se presentan en el siguiente cuadro:

Sucesos X
SSS 0

CSS SCS SSC 1
Ccs csc sce 2
ccc 3

CUADRO N° 07

La estrategia a seguirse para calcular las probabilidades para los
valores de x es simplemente calcular las probabilidades de cada uno
de los sucesos que estan asociados o relacionados con los valores
de la variable x. La experiencia de este ejemplo tiene 8 resultados
posibles. Cada resultado en particular ocurre con la misma
probabilidad de 1/8 siempre que la moneda sea perfecta, por ser
sucesos elementales equiprobables se puede usar la asignacion de
Laplace para asignar a cada suceso que aparece en el cuadro su
respectiva probabilidad. Asi por ejemplo, el suceso “X toma el valor
1”, ocurre de 3 maneras: CSS, SCS, SSC; entonces el suceso “X
toma el valor 1” Tendra por probabilidades a 3/8. Finalmente, los
valores de la variable X: “Numero de caras que aparecen al lanzar 3
monedas” conjuntamente con sus probabilidades es el que aparece

en el siguiente cuadro:

X | p(X)
0 1/8
1 3/8
2 3/8
3 1/8
Total 1

CUADRO N° 08
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A toda variable aleatoria X asociada con sus respectivas
probabilidades p(x) recibe el nombre de “distribucién de
probabilidades de la variable X”. p(x) recibe el nombre de “funcién

de probabilidades”.

Es muy ilustrativo y provechoso interpretar una distribucion de

probabilidades. Asi, segun éste ejemplo se puede deducir que:

El suceso “no aparece ninguna cara (cero caras)’ tiene la misma
probabilidad que el suceso “aparece 3 caras (cero sellos)”, esto es
1/8. De la misma manera, los sucesos “sale 1 cara” y “sale 2 caras”
tienen la misma probabilidad 3/8. Ademas, el suceso “sale 1 cara” es

3 veces mas probable que el suceso “sale 3 caras”.

Dentro de la teoria de probabilidades, el tema de las distribuciones
de probabilidad es muy abundante y se tratan a un nivel universitario
0 especializado. Sin embargo, es bueno introducir en las
secundarias distribuciones de probabilidad sencillas, como el que se
ha visto, con la finalidad de ir familiarizandolos con el tema mas
temprano que tarde. Dependera de la habilidad del docente crear
situaciones sencillas en las que aparezcan variables ligadas a

experiencias aleatorias.

4.2.5 ESTRATEGIAS DIDACTICAS PARA RECONOCER Y APLICAR LAS
REGLAS BASICAS PROBABILIDAD

Ahora se propondra un conjunto de estrategias para saber cuando y
cdémo aplicar las distintas reglas basicas para calcular probabilidades.
Estas reglas son los teoremas o definiciones que aparecen en la

secciéon 2.2.3.7.

a) Estrategia para reconocer y aplicar la regla de la probabilidad

del suceso imposible.

Esta regla nos dice que la probabilidad de un suceso imposible es

cero.
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Llamamos suceso imposible a aquel suceso que no posee elemento

alguno; en otras palabras, un suceso imposible es un conjunto vacio.

La mejor estrategia a seguirse para aplicar esta regla es identificar

el absurdo o contrasentido que lo define.

Son ejemplos de sucesos imposibles:

A: Sacar un 7 al arrojar un dado comun.

B: Ganar una rifa sin comprar boleto alguno.

C: Observar 5 caras al lanzar 4 monedas.

D: Elegir al azar una mujer en un grupo de varones.

En todos estos casos las probabilidades de A, B, C, D es cero, por

ser conjuntos vacios.
En el caso de las probabilidades cero se debe recalcar al escolar lo
siguiente:

Si se sabe que un suceso es imposible entonces automéaticamente
su probabilidad es cero; pero, si lo Unico que se sabe es que la
probabilidad de un suceso es cero entonces no puede asegurarse
gue sea un suceso imposible.

b) Estrategia para reconocer y aplicar la regla de la probabilidad

condicionada

Esta regla nos dice que cuando un suceso B esta condicionado por
la ocurrencia de otro suceso A (no vacio), lo cual se denota por B/A,
entonces su probabilidad es:

p(B/A) = p(An B)/p(4)
¢ Pero qué significa que B esté condicionado por A?

¢, COmo reconocer que un suceso cualquiera (no vacio) condiciona a

otro?

Para aplicar con propiedad esta regla es necesario responder

previamente a estas 2 interrogantes que nos permitird reconocer y
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resolver adecuadamente los problemas en las que hay presencia de
sucesos condicionados y sucesos condicionantes. En la expresion

p(B/A), B es el suceso condicionado y A es el suceso condicionante.

Supongamos que se sabe o se tiene la informacién de que una parte
de un espacio E ha ocurrido, llamemos a esta parte como el suceso
condicionante A. Ahora supongamos que se quiere calcular la
probabilidad del suceso condicionado B, sabiendo que el
condicionante A ha ocurrido. ¢Qué efecto produce sobre B el tener

conocimiento que A ha ocurrido?

Para tener una idea clara al respecto observemos cémo ayuda el
siguiente diagrama en el que aparecen la parte A qué ocurrié y el

suceso problema B.

E

Obsérvese que también se ha sombreado la interseccion de A con

B, esto es A N B. ¢ Cémo interpretar toda esta situacion?

El saber previo de que A ocurri6 hace que el espacio de
incertidumbre E se reduzca a un nuevo espacio E* = A y, dentro de
este nuevo espacio E* = A solo puede ocurrir una parte B* de B, esto
es B* = AN B, que viene a ser la parte sombreada en el diagrama;
de modo que el problema de que B ocurra habiendo ocurrido A, se

reduce a lo siguiente:
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conE*=Ay,B*=ANB

Esto quiere decir que la ocurrencia previa de A afecta o condiciona
a la ocurrencia de A; pues E se redujo a E* = A y B se redujo a
B*=AnNB.

Entonces, si la ocurrencia previa de A afecta o condiciona a la
ocurrencia de B, también puede afectar o modificar a la probabilidad
de B.

Un dltimo razonamiento dentro del espacio inicial E donde Ay B
ocurren es: ¢Cuantas veces es mas probable que ocurra B* que

ocurra E*?

B*)
Lar :p( / .
a respuesta es p(E")

Ahora si reemplazamos B* = AN By E* = A, entonces la expresion

anterior toma la forma:

pe/m =PAN0L

De ahora en adelante el hecho de que un suceso B este afectado o
condicionado por otro suceso A no vacio, el cual se denota por B /
A, simplemente sera entender de que el espacio inicial E se reduce

(se hace mas pequefio) al suceso A y, el suceso por ocurrir B se

reduce al suceso A N B; de modo que p(B/A) = plan B)/P(A) '

De esta manera, ahora ya sabemos cémo afecta a la probabilidad
de B la ocurrencia previa de un suceso A no nulo dentro de un
espacio E.
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Ej. 1.- En una caja hay 4 bolos de color blanco y 3 bolos de color
negro. Los bolos blancos estan numerados con los digitos 1, 2, 3,y
4;y los de color negro estdn enumerados con los digitos 5, 6 y 7. Se
extrae al azar un bolo y resulté ser de color negro. ¢Cual es la

probabilidad de que éste bolo tenga un digito impar?
Solucion:

Analizando el problema se reconoce que hay un condicionamiento.
El suceso B: “Tiene digito impar” esta condicionado al suceso A: “El

bolo extraido es de color negro”.

Por lo tanto, el problema consiste en calcular una probabilidad

condicionada.

Sean los sucesos:

A: El | bolo extraido es de color negro

p(A) = 3/7; por Laplace

B: El bolo extraido tiene digito impar

p(B) = 4/7; por Laplace (hay 4 digitos impares)

A N B: El bolo extraido es de color negro y tiene un digito impar

p(AnB) =2/7; por Laplace (en los bolos negros hay 2 digitos
impares)
B/A: El bolo extraido tiene digito impar a condicion de que éste bolo

sea de color negro.

P8/ =Py =0y = 213

Resultado que se interpreta: si se realiza 3 veces la experiencia de
extraer un bolo y registrar su digito, sucede que en promedio 2 veces
ocurrird que el bolo tiene digito impar, a condicién de que éste bolo

sea de color negro.

Ej. 2.- Supdngase que en el ejemplo anterior se sabe que el bolo

extraido tiene un digito mayor que 3. ¢, Cual es la probabilidad de que
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éste bolo sea de color blanco?
Solucion:

Es obvio que el suceso B: “El bolo es de color blanco” estara
condicionado por el suceso A: “El digito del bolo es mayor que 3"

sean los sucesos:

A: El bolo extraido tiene un digito mayor que 3

p(A) = 4/7; por Laplace

B: El bolo extraido es de color blanco

p(B) = 4/7; por Laplace (hay 4 bolos blancos de un total de 7)

A N B: El bolo extraido tiene un digito mayor que 3 y es de color

blanco
p(An B) =1/7; por Laplace (hay 1 solo digito mayor que 3 dentro
de los bolos blancos)

B/A: El bolo extraido es de color blanco a condicidon de que tenga un

digito mayor que 3
p(B/A) = (1/7)/(4/7) = 1/4‘

Resultado que se interpreta: Si se repite 4 veces la experiencia de
extraer un bolo de la caja, entonces en promedio sélo una vez
ocurrird que el bolo es de color blanco teniéndose la informacion de

que el bolo extraido tiene un digito superior a 3.

c) Estrategia para reconocer y aplicar la regla de la multiplicacion

de probabilidades.

La regla de la multiplicacion de probabilidades se aplica cuando se
quiere calcular la probabilidad de la ocurrencia del suceso
interseccionA N B (ocurre A y ocurre B). Esta regla se deduce, por

simple despeje, de la regla de la probabilidad condicional. Se

despeja p(A N B) de la expresion de p(B/A) = p(4n B)/p(A)
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Si, p(B/4) = 752 = p(AN B) = p(4) - p(B/A)

Una regla mas general es:

p(A;nA,Nn..NnA) =p(A) - p(A,/A) " p(A3/A N AY) ..p(A /AL N Ay . A1)
Para calcular la probabilidad de la ocurrencia simultdnea (No
necesariamente en el tiempo) de A4, A,, 45, ..., A, Sucesos se puede
usar como ayuda el siguiente diagrama en linea en el que se van

colocando las probabilidades p que les corresponde al suceso

siguiente:
P P, A P; A Pk
—1)A1 _2> 2/A1 _3) 3/A1 N AZ _) (pk/Al N AZ "'Ak—l )

O, mejor dicho:

p(Ay N A, N NAg) =Dy Py D3P

Un recurso didactico muy apropiado para calcular probabilidades de
sucesos interseccion es el “arbol de probabilidades”. Este recurso es
un diagrama de arbol donde en cada rama se van colocando las
probabilidades de los sucesos que van apareciendo como

consecuencia de una secuencia de experiencias aleatorias.

Cada ramal de este arbol, del principio al final, representa una
secuencia de sucesos A;; A,/A;; .. A /AL NA,N..NA,_, de
modo que el producto de las probabilidades colocadas en cada
seccién de un ramal cualquiera representa la probabilidad de un

suceso interseccion.

Ej.- Un escritorio tiene 2 cajones. En el cajon | hay 3 monedas de 1
sol y 2 monedas de 50 céntimos. En el cajon Il hay 5 monedas de 2
soles y 2 monedas de 5 soles. Se selecciona al azar un cajon y se
extrae de golpe 2 monedas también al azar (a ojo cerrado). Hallar la

probabilidad de los siguientes sucesos:
A: Las 2 monedas extraidas son de 1 sol.

B: Las 2 monedas extraidas son de 5 soles.
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Solucién:

Como hay una secuencia de experiencias aleatorias (escoger al azar
un cajon y luego extraer al azar 2 monedas) se puede disefiar el
arbol de probabilidades correspondiente, colocando las

probabilidades (de Laplace) en cada seccion de sus ramales:

24 :Cajon I; 8. 1; 8.1
811 <
Cajonl< S'r 05

S.I'{}S
114 5.0,5

112

A - 5.2
12
sL2
Cajon Il s g:
27 s.r.5<'
26™. g1  :CajonlL SL5: SL5

Observando este diagrama vemos que el suceso A: “Las 2 monedas
extraidas son de 1 sol” aparece en la parte superior. El suceso B:
“Las 2 monedas extraidas son de 5 soles” aparece en la parte inferior

del arbol.
Para calcular las probabilidades de los sucesos A, B, basta

multiplicar las probabilidades colocadas en los ramales que

precisamente originan estos sucesos:

1
p(4) 25.3/5.2/4 — 3/20

Este resultado quiere decir que, si se realiza la experiencia 20 veces,
en promedio 3 veces ocurrird que las 2 monedas extraidas son de 1

sol.

p(B) = 1/2 : 2/7'2/6 = 2/42

Resultado que nos dice que, si se realiza la experiencia 42 veces,

en promedio 2 veces ocurrira que ambas monedas son de S/. 5.
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d) Estrategia para reconocer y aplicar la regla de |la probabilidad

de sucesos Independientes. —

Dicen los textos de probabilidad que 2 sucesos A, B son
independientes cuando uno de ellos no afecta a la probabilidad del

otro. Hecho que se expresa en términos de probabilidad:

p(ANnB) =p(4)-p(B)
¢Pero gqué significado tiene que la ocurrencia de uno de ellos no

afecta a la probabilidad del otro?

Para interpretar la independencia de sucesos es necesario regresar
al concepto de probabilidad condicionada, en el que hay un suceso

condicionante (no vacio) y un suceso condicionado B.

Si comparamos la probabilidad p(B) con la probabilidad p(B/A)

puede ocurrir sélo una de 3 posibles consecuencias:

) p(B/4) <p(®

i) p(5/4) > p(®

i) p(5/4) = p(B)
Prestando atencion a la tercera consecuencia p(B/A) = p(B) esta
no dice que el suceso condicionante A no afecta a la probabilidad del
suceso condicionado B. En otras palabras, la informacién de que A
ha ocurrido no influye sobre la probabilidad de B. Cuando se
presenta la tercera consecuencia p(B/A) = p(B) ocurre también que

p(A/B) = p(A). Cuando se presente cualquiera de estas 2

situaciones diremos que A y B son independientes.

Ademas, si esta tercera propiedad lo reemplazamos en

p(AnB) =p(A)-p(B/,) resulta p(4 n B) = p(4) - p(B)

Ahora, la aplicacién inmediata de esta regla es posible Unicamente
cuando se tiene conocimiento previo de que A y B son

independientes. Pero hay situaciones practicas en el que por sentido
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comun se sabe que A y B son independientes, lo que induce a su

aplicacion inmediata.

Ej. 1.- El nacimiento de un hijo varén es Y. ¢, Cudl es la probabilidad

de que una familia con 2 hijos, ambos sean varones?
Solucion:

Sean los sucesos:

A: El primer hijo es vardn (suceso condicionante)

B: El segundo hijo es vardn (suceso condicionado)

A N B: Ambos hijos son varones

Para calcular p(A N B) se debe usar la regla de la probabilidad de
sucesos independientes, porque se sabe por sentido comun que el
sexo del segundo hijo no depende del sexo del primer hijo; luego se

tiene:

11
p(AnB) =p) pB) =5->=1/,
Resultado que se interpreta: De cada cuatro familias con 2 hijos en
promedio sélo una familia tiene 2 hijos varones.

Ej: 2.- Se extrae al azar 1 carta de una baraja de 52 cartas (casino).

Sean los siguientes sucesos ligados a esta experiencia:
A: La carta extraida es “Espada” (son 13 cartas)

B: La carta extraida es “AS” (son 4 cartas)

¢, Son independientes estos sucesos?

Para responder se tiene 2 caminos, uno demostrando que
p(B/A)=p(B) y otro demostrando que p(AnB) =p(4)-p(B)

optando por el primer camino tenemos (usando Laplace):

p() =13/, =1/,

p(B) =%5, =113
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p(AnB) =1/,

P(B/A) -plan B)/p(A) = (1/52)/(13/52) = 1/3 =p(B)

Por lo visto si son independientes ya que p(B/A) = p(B)

Ahora, optando por el segundo camino tenemos:

p(ANnB) =p(A4)-p(B)

1/ _Ei

52 752 52
1

1/, _ 2+

/52_52

Por lo visto, se confirma una vez mas que A4, B son independientes.

Ej. 3. Ciertos articulos se fabrican 2 turnos y se clasifican bajo 2

calidades (defectuosas y no defectuosas).

En cierta semana se fabricaron 500 articulos, que fueron clasificados

del siguiente modo:

TURNOS
CALIDAD —
MANANA TARDE
Defectuoso 15 35 50
No defectuoso 285 165 450
300 200

CUADRO N° 09

¢ Esta distribucion de los articulos fabricados induce a pensar que la

calidad es independiente al turno de fabricacion?
Sean los siguientes sucesos:

A: El articulo ha sido fabricado en el turno de mafiana
p(4) = 300/500

B: El articulo fabricado es de calidad defectuosa
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p(B) = 50/500

A N B: El articulo ha sido fabricado en el turno de mafana y es

defectuoso
p(ANnB) =15/500

Para comprobar la independencia basta probar que p(ANB) =

p(A) - p(B); hecho que no cumple:

P (AN B) # P(A).P(B)
51050 * (238) ' (55000)

0,03 # 0,06

En conclusion, se puede afirmar que la calidad del producto no es
independiente al turno de fabricacion. En otras palabras, la calidad

del producto depende del turno de fabricacion.

e) Estrategia para reconocer y aplicar la regla de la probabilidad

de la union de sucesos. —

Esta regla nos dice que la probabilidad de la unién de 2 sucesos A,

B esta dad por:

p(AuB) =p(A) +p(B) —p(ANB)
¢,Cuando y cdmo usar esta regla?

Una estrategia para reconocer o identificar cuando usar esta regla
es cuando en los enunciados de los problemas de probabilidad se

plantea sucesos del tipo:

", «

“A ocurre o B ocurre”; “ocurre cualesquiera de los 2 sucesos” como
recurso didactico se usa el arbol de probabilidades en caso

necesario.

Ademas, la regla para calcular p(4 U B) puede tener sus variantes
segun la relacién existente entre los sucesos A y B, tal como se

indica a continuacion:
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i) p(AUuB) =p(A)+p(B), si se sabe que A y B son
mutuamente excluyentes; es decir A N B es vacio.

i) p(AUB) =p(A)+p(B)—p(B)- p(A/B), si se sabe que B
condiciona a A.

iiiy p(4UB) =p(4) +pB) —pA)-p(B/,), cuando A
condiciona a B.

iv) p(AUB) =p(A) + p(B) — p(A) -p(B), si se sabe que Ay B
son independientes.

Por otro lado, una extensién de la regla anterior para 3 sucesos es:
p(AUBUC) =p(A) +pB) +p(C)+p(ANBNC)
—[p(ANB)+p(ANnC)+p(BnC)]
Ej. 1.- Se sabe que los sucesos A, B son independientes; p(4) = 3/20

y, que la probabilidad de B es el triple de la probabilidad de A. ¢ cual
es la probabilidad de que ocurra por lo menos uno de los 2 sucesos?

Solucién:

Se debe calcular p(AU B) = p(A) + p(B) —p(A N B) de acuerdo a

las condiciones del problema, se prosigue
p(AUB) =p(4) +p(B) —p(4) - p(B)
=3/20+3C/20) = 3/20 - 3C/20)

=213/400

Resultando que se interpreta: Si se realizan 400 experiencias
aleatorias donde A y B ocurren, entonces en promedio 213 veces

ocurre por lo menos 1 de ellos.
Ej. 2.- La probabilidad de que nazca un hijo varén es 1/2 y que nazca

mujer es 1/2. ¢, Cual es la probabilidad de que en un nacimiento

cualquiera el hijo sea varén o mujer?
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Solucién:

Sean los sucesos:

A: Nace un varén, con p(4) = 1/2

B: Nace una mujer, con p(B) = 1/2

AN B: Nace un varén y una mujer; con p(AnB) =0, ya que es
imposible que simultaneamente el nacido sea varén y a la vez sea

mujer.

El problema es de la forma: “Ocurre A u ocurre B”, entonces se debe

calcular p(A U B)
p(AuB) =p(Ad) +pB)-p(AnB)
=1/,+1,-0
=1
Resultado que se interpreta: Es seguro que el bebé recién nacido o
es varon o es mujer.

Ej. 3.- Se tiene una caja con 9 bolos de color verde (V), 5 bolos de
color rojo (R) y 2 bolos de color marron (M). Se extrae al azar de la
caja un bolo y se registra su color para luego devolver a la caja el
bolo extraido. Se extrae un segundo bolo y también se registra su
color. ¢, Cudl es la probabilidad de que en ambas extracciones hayan

resultado bolos del mismo color?
Solucion:
Sean los sucesos:
A: Los bolos son de color verde (V).
B: Los bolos son de color rojo (R).
C: Los bolos son de color marrén (M).
AU B U C: Los bolos son del mismo color.
p(AUBUC) =7
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Para calcular esta probabilidad es mejor orientarse usando el
recurso del arbol de probabilidades, teniendo presente que el hecho

de devolver a la caja el primer bolo extraido genera independencia

de sucesos:
v TVV —p 9/16. 8116 = 811256
916
v Mb g VR
216
M VM
9M6 RV
516 R :RR —# 5/16.5/16 = 25/256
:RM
2112 v v
916 :
5116 .
M R MR
216
M “MM—s 2/16.216 = 41256

Como es imposible que ocurran simultaneamente los sucesos A, B,
C, entonces estos son mutuamente excluyentes; entonces se usa

regla de la unién de 3 sucesos excluyentes:
p(AUBUC) =p(4) +p(B) +p(C)

— 81 25 2

= %256 + “/256 + /256

= 108/256

Resultado que se interpreta: Si se ejecuta 256 veces la experiencia

de extraer 2 bolos, entonces en promedio 108 veces ambos bolos

seran del mismo color.
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f) Estrategia para reconocer y aplicar la probabilidad del suceso

contrario. —
¢, Como reconocer que 2 sucesos A, B son contrarios?
Los sucesos A, B son contrarios cuando:

i) AU B = E (espacio muestra)

i) AN B = @ (Laocurrencia simultanea es imposible)

Cuando estas 2 condiciones se cumplen se dice que A es contrario
de B o que B es contrario de A. Si A ocurre B no ocurre o si B ocurre

A no ocurre.

Por comodidad si se tiene un suceso S representaremos a su

contrario por S’.

La regla de la probabilidad del suceso contrario es:

p(S) =1-p(S) 6p(S) =1-p()

5 g°

1-p

¢ En qué circunstancias se usa esta regla?

Supongamos que se quiere calcular la probabilidad de un suceso S,
pero que su calculo resulta extenso o complicado y, mediante un
breve analisis se comprueba que calcular la probabilidad de su
contrario S” es menos laborioso y complicado. Entonces se ataca el
problema por el lado contrario, es decir se calcula p(S”) y luego se

calcula p(S) por una simple resta.

Ej. 1.- Un suceso S tiene por probabilidad 3/7. Hallar la probabilidad
de su contrario S”.
Solucion: Aplicando la regla tenemos
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p(S) =1-p(S)

Resultado que se interpreta: Si se realizan 7 experiencias
independientes donde S ocurre, entonces en promedio 4 veces no

ocurre S (ocurre S).

Ej. 2.- Un saldn tiene 2 focos F;, F, que se prenden de noche; sus
probabilidades de que se quemen una noche cualquiera es p = 0,05.
¢, Cudl es la probabilidad de que una noche cualquiera el salon tenga

luz?

Solucion:

Sean los sucesos:

A: El foco F,; esta encendido esa noche

A': El foco F, se quema esa noche

p(A") = 0,05

B: El foco F, esta encendido esa noche

B': El foco F, no esta encendido esa noche
p(B") = 0,05

S: Esa noche el salén tiene luz

Pero resulta que el salén tendra luz cuando por lo menos uno de los

focos esta encendido; es decir S = A U B.

El contrario del suceso S es S”: Esa noche el salon no tiene luz. S’
ocurre cuando ninguno de los focos esta encendido que es lo mismo
gue ambos focos estan quemados; es decir S’ = A'n B'.

¢ Qué es mas dificil calcular? ¢p(S) =p(AUB) o p(S') =(A"nB")
Es mas facil lo segundo porque es un simple producto:

p(A'nB") =p(A") -p(B") porque A" y B’ son independientes.
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Entonces se tiene,
p(S") =p(4'nB") =p(4) -p(B)
= (0,05) - (0,05)
= 0,0025
Luego, entonces se aplica la probabilidad del suceso contrario:
p($) =1-p(S)
=1-0,0025
= 0,9975

- 9975/10000

Resultado que se interpreta: Si se tuviera 10000 salones con 2 focos,
bajo las mismas condiciones, entonces en un promedio de 9975

salones tendrén luz o, equivalente so6lo en 25 salones no habra luz.

4.2.6 ESTRATEGIA DIDACTICA PARA RESOLVER PROBLEMAS DE
PROBABILIDAD

Para enfrentar con éxito la solucion del calculo de una probabilidad para

un suceso aleatorio S se recomienda la siguiente secuencia:

1.

Reconocer que el problema debe estar planteado en un contexto de
fendmenos probabilisticos o reconocer que el suceso S es de

caracter aleatorio o que S esta influenciado por el azar.

. Identificar el suceso problema S y los sucesos auxiliares (si los

hubiera). En caso de necesidad se debe acudir a los recursos
didacticos como es el diagrama de arbol o el diagrama de Venn, para
identificar el espacio muestra E, el suceso problema Sy los sucesos

auxiliares.

. Establecer la relacidon existente entre el suceso problema y los

sucesos auxiliares. Verificar si los sucesos son mutuamente
excluyentes, independientes, etc.
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4. Adoptar la asignacion de probabilidades que corresponde al
problema. Recuérdese que hay 4 tipos de asignaciones: La
frecuentista, la de Laplace, la geométrica y la de mediante una

funcién de probabilidades.

5. ldentificar las reglas de probabilidad a usarse en el problema. De ser
el caso apoyarse también con el arbol de probabilidades o el

diagrama de Venn con probabilidades.
6. Interpretar el resultado final.

Ej. 1.- Una caja contiene 9 bolos en total, de los cuales 5 son de color
blanco (B), 3 de color rojo (R) y 1 de color negro (N). Después de
agitarse la caja se extrae al azar 2 bolas de golpe, uno tras otro.

Calcular la probabilidad de los siguientes sucesos:
a) M: Ambos bolos son de color negro

b) N: Los 2 bolos son del mismo color

c) L: Los 2 bolos son de diferente color

d) S: El primer bolo extraido es de color blanco

e) ¢Qué es méas probable que el primer bolo extraido sea de color

blanco o que el segundo bolo extraido sea de color blanco?

Solucién: La experiencia realizada cae dentro de los fendmenos

probabilisticos.

a) El suceso M: Ambos bolos son de color negro, es un suceso aleatorio
imposible o vacio; porque en la caja hay un solo bolo de color negro,
entonces no es posible sacar 2 bolos negros uno tras otro; salvo que
el bolo negro extraido sea devuelto a la caja, pero este no es el caso.
Por lo que tanto, el calculo de p(A) = 0; cuya interpretacion es: Bajo
las condiciones del problema es imposible extraer 2 bolos negros

uno tras otro.

b) Para resolver éste problema mejor seguimos la secuencia
recomendada.
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1. El problema estd planteado en el ambito de los fenémenos
probabilisticos por el hecho de que la extraccion de los bolos es al

azar.
2. Los sucesos auxiliares son:

A: Los 2 bolos son de color blanco (BB)

B: Los 2 bolos son de color rojo (RR)

El suceso problema es N: Ambos bolos son del mismo color. Para

identificarlos usamos el diagrama de arbol.

413 B :|BB | 59415 =2012
B R . BR
- N : BM
B : RB
9 R %R :[RR| 39 .213=6/72
N : RN
119 B : NB
N
R : NR

3. La relacion existente entre el suceso problema N y los sucesos

auxiliares A,B es N = A U B; con A, B mutuamente excluyentes.

4. Como la extraccion es al azar podemos asignar las probabilidades
de Laplace, colocdndose en los ramales que llevan a BB y a RR,
considerando que la probabilidad del color del segundo bolo extraido
esta condicionada por el color del primer bolo extraido. Estas

probabilidades ya se colocaron en el diagrama anterior.

5.La regla a usarse es p(AUB) =p(A) +p(B), por ser A y B
excluyentes (AN B = @). p(A) y p(B) se han calculado multiplicando
las probabilidades de los ramales que llevan a BB y RR; estas
probabilidades ya aparecen en el diagrama de arbol del 2° paso; por

lo tanto tenemos:
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p(AU B) =p(4) +p(B)
=20/72 + 6/72
=26/72

6. La interpretacion del resultado 26/72 es: Si se realiza la experiencia
de extraer 2 bolos consecutivos de la caja, al azar, entonces en

promedio 26 veces ambos bolos seran del mismo color.

c) El suceso L: “Los 2 bolos son de diferente color” es el contrario del

suceso N: “Los 2 bolos son del mismo color”. Como ya se sabe que
p(N) = 26/72, entonces p(L) , se obtiene usando la regla de

probabilidad del suceso contrario.
p(L) =1-p(N)
— 26
=1-%%/7,

=/,

Resultado que se interpreta: Si se realiza la experiencia de extraer 2
bolos al azar, de forma consecutiva, 72 veces, entonces en promedio

46 veces ambos bolos seran de diferente color.

d) Observando el arbol de probabilidades, el suceso S: “El primer bolo
extraido es de color blanco” puede suceder de 3 maneras:
BB,BR,BN.

Esto quiere decir que S = {BB, BR, BN}. Para calcular la probabilidad
de S basta sumar los productos de las probabilidades de los ramales

que llevan a BB,BRy BN.
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BB :519.418=20(72

:BR  :5/9.3/18=15(72

TBH  :5/9.1/8=5T2
5%

B :RB  :3/9.5/8=1572
518
319 R R
19 H
B :NB  :1/9.5/8=572

58

El resultado es p(S) = 20/, + 15/, + 5/, =40/,

Resultado que significa, que, al realizar 72 veces la experiencia de
extraer 2 bolos consecutivos, entonces en promedio 40 veces resulta
que el primer bolo extraido es de color blanco.

e) Ya se sabe que el suceso S: El primer bolo extraido es de color
blanco tiene por probabilidad a 40/72.
Ahora se debe calcular la probabilidad del suceso “El segundo bolo
extraido es color blanco”. Sea T este suceso. Para calcular p(T), de
igual manera observando el arbol de probabilidades. T puede ocurrir
de 3 maneras: BB, RB y NB. Sumando las probabilidades que llevan

a T tenemos:

p(1) = 20/75+ 13/ 75+ 5/ 75 =47,

Comparando p(S) con p(T) resulta que son iguales; esto significa
que Sy T son equiprobables. Ninguno es mas o menos probable que

el otro.
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4.2.7 ESTRATEGIAS PROBABILISTICAS PARA LA TOMA DE
DECISIONES EN SITUACION DE INCERTIDUMBRE

Una utilidad practica que tiene la teoria de probabilidades es que
permite u orienta a tomar una decision “mas favorable” en situaciones
de incertidumbre. El concepto de “mas favorable” es relativo, unas
veces esta relacionado a una probabilidad minima y otras veces a una

probabilidad méxima; para una mejor idea veremos varios ejemplos.

Ej. 1.- Dos personas juegan a los dados (se supone dados legales)
arrojando sobre una mesa 2 dados. Una de ellos apuesta a que la suma
de los puntos observados sera 5 y una segunda apuesta a que la suma

sera 7. ¢ A qué suceso apostarias?

Sean los sucesos:

A = La suma de los puntos es 5

A={14),(41),3;2),(2;3)}

B = La suma de los puntos es 7

B ={(2;5),(5;2),(6;1),(1;6)(4;3),(3;4)}

El espacio muestra que se genera al arrojar 2 dados es 6 X 6 = 36
resultados de la forma (x;y); cada suceso elemental tiene por
probabilidad 1/36; entonces aplicando la asignacion de probabilidad de

Laplace tenemos:

p(4) =436 yP(B) =5/34

En conclusion, la decision mas favorable es apostar a que la suma
observada es 7. En este caso, para tomar la mejor decisién se opt6 por

la probabilidad mas alta.

Ej. 2.- Se tiene 3 maquinas M;, M,, M; para envasar conservas de
manera automéatica. Cierto empresario esta interesado en adquirir una
de las maquinas para su fabrica de conservas, pero no sabe por cual

decidirse ya que sus precios son casi iguales. Para tomar una decision
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se ponen de acuerdo con el vendedor y hacen envasar 200 conservas
a cada maquina, para luego contar el numero de latas mal selladas por
cada maquina, halldndose 8, 2 y 14 latas mal selladas respectivamente.

Entonces las probabilidades frecuentistas para los sucesos:
A: La maquina M, produce conservas mal selladas.
B: La maquina M, produce conservas mal selladas.
C: La maquina M; produce conservas mal selladas.

Son:

p(A) =8/500 1 p(B) = 2/200 Y P(O) = 14/500
Comprando las 3 probabilidades la mejor probabilidad es
p(B) = 2/200 = 1%. En consecuencia, el empresario deberia adquirir

la maquina M,, porque produce la menor cantidad de conservas mal

selladas.

Ej. 3.- Cierto apostador a los caballos se ha llevado el trabajo de
registrar la estadistica de las carreras de 6 caballos que correran el

proximo domingo, tal como se detalla en el siguiente cuadro:

Caballo N® de N" de veces Frecuencia relativa
carreras que gano
A 18 2 2/1g = 01111
B 12 3 3/15 = 0,2500
C 21 7 7/51 = 0,3333
D 9 1 /g =01111
E 15 5 >/1s = 0,3333
F 10 3 2/g = 0,3000

CUADRO N° 10
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Si el apostador se orienta por las probabilidades frecuentistas, a cudl

de los caballos deberia apostar?
En este caso debera optar por la probabilidad mas alta.

Observando el cuadro son de los caballos C y E que tienen las mejores
probabilidades (0,3333). Pero resulta que el caballo C tiene mas
carreras corridas (6 carreras mas que el caballo E); es decir el caballo

C tiene “mas experiencia”; por lo tanto, debera apostar por el caballo C.
Ej. 4.- Cierto experimento para obtener un resultado final R de interés
tiene varias rutas posibles para llegar al resultado R.

Cada ruta, a su vez, tiene pasos previos que pueden ocurrir de manera
aleatoria con probabilidades ya conocida tal como se indica en el

siguiente arbol de probabilidades.

0,25 1 : 0,125
. 1 .é 2 : 0,150
050 045 ™ 3 0,225
0,20 4 : 0,060
Imicic 030 - 0,75 5 : 0,225 Resultado: R
0,05 & : 0,5
0,20 0,10 T : 0,020
.
EEEE{T_"“ 8 : 0,180

¢, Cudl es la mejor ruta a seguir para llegar al resultado R?

Para este caso, las probabilidades mas altas corresponden a las rutas
3 y 5 con probabilidades 0,225; entonces hay 2 rutas que pueden
considerarse como las mejores; pero supongamos que las rutas tienen
un costo monetario y, supongamos que el costo de la ruta 3 es mas

barato que la ruta 5; entonces la ruta 3 seria la mejor.
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4.3APLICACION DE LAS ESTRATEGIAS DIDACTICAS PROPUESTAS A
UNA REALIDAD EDUCATIVA

Tomando como referencia la macro competencia N° 25: “Resuelve
problemas de gestion de datos e incertidumbre” y los estandares de
aprendizaje diseflados para el nivel 7 (3°,4° y 5° de secundaria) que
aparecen en el curriculo Nacional de Educacion Basica (CNEB), hubo la
necesidad de disefiar una competencia mas especifica, un conjunto de
capacidades y un conjunto de desempefios para |a tematica de la teoria de

probabilidades, los mismos que aparecen en el cuadro N°11.

Cabe resaltar, que para los propositos del presente trabajo, se ha
enriquecido los estandares de aprendizaje, las capacidades y desempefios
con la inclusion de los temas: asignacion frecuentista de probabilidades
(método Montecarlo), distribucion de probabilidades de una variable
aleatoria X y el calculo de la esperanza matematica, temas que no se
encuentran comprendidos en los textos escolares de matematica ni en el
Curriculo Nacional de Educacién Basica; razén por la cual los docentes de

matematica no incluyen estos temas dentro de su programacion anual.

Para una aplicacion de las estrategias didacticas que se proponen en la
seccion 4.2 se consider6d 2 aulas A y B del colegio parroquial Maria Reyna

de Huaral.

El Aula A con 18 alumnos se constituy6 en el “Grupo de control” y el aula B
con 20 alumnos se constituyd en el “Grupo experimental’. Para ambos
grupos se considerd Unicamente los temas que aparecen en los estandares

de aprendizaje del cuadro N°11.
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COMPETENCIASS, CAPACIDADES Y DESEMPENOS PARA LA TEMATICA DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES EN
EL Il CICLO DE EDUCACION SECUNDARIA / MACROCOMPETENCIA: “RESULEVE PROBLEMAS DE GESTION DE
DATOS E INCERTIDUMBRE”

CUADRO N° 11

COMPETENCIA ESPECIFICA

CAPACIDADES

DESEMPENOS

Reconoce y valora la
influencia de la casualidad o
azar en la ocurrencia de
experiencias o experimentos
cuyos resultados son
observables y determina el
conjunto (espacio muestral)
de todos sus resultados
posibles, seleccionando uno
0 mas resultados particulares
(sucesos 0 eventos ) para
calcular sus probabilidades
como una medida del grado
de incertidumbre de sus
ocurrencias o0 apariciones;
para luego evaluar su

magnitud en términos
porcentuales y hacer
comparaciones y

. Reconoce fenbmenos, hechos,
eventos o sucesos influenciados por
el azar.

o Asigna probabilidades a
sucesos aleatorios.

. Interpreta el significado de una
probabilidad.

) Selecciona y usa reglas
apropiadas para calcular las
probabilidades de sucesos

compuestos (interseccién y unién de
sucesos).

o Calcula la probabilidad de
sucesos condicionados y o
interpreta.

. Calcula y comprende el
significado de una probabilidad no
condicionada (sucesos
independientes).

o Dada una lista de fendomenos o
sucesos reconoce aquellos que estan
influenciados por el azar.

o Realiza experiencias aleatorias, uno
por uno, para registrar la ocurrencia de
un suceso S y calcula su frecuencia
relativa k/n en cada paso; para luego

disefiar un gréfico de n ver sus k/n y
obtener conclusiones acerca de la
probabilidad de S (Método Montecarlo).

o Calcula e interpreta probabilidades
de sucesos haciendo uso de la
asignacion de Laplace, verificando
previamente que es aplicable.

o Dada una experiencia aleatoria con
espacio E y 2 sucesos A4, B:
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predicciones con la finalidad e Compara probabilidades para a) Calcula e interpreta las

de tomar la decisibn, mas tomar decisiones. probabilidades  de los  sucesos:

favorable que este e Realiza predicciones usando A;B;A;BANB;AUB;A/By B/A

relacionado con estos probabilidades. b) Compara estas probabilidades y

resultados particulares o Genera distribuciones de saca conclusiones.

llamados sucesos aleatorios. probabilidad para una variable X y c) Formula predicciones a que Ay B
calcula la esperanza matematica. son dependientes o independientes vy,

luego verifica su prediccion.

d) Se asocian a A y B acciones
determinadas, para que en funcion de
P(A) y P(B) tome la decision de adoptar
la mejor o peor decision.

e) En E se le propone una variable
aleatoria X, determina los valores de X y
calcula las probabilidades que le
corresponde a cada valor, lo presenta en
un cuadro y luego calcula la esperanza
matematica de la distribucion generada.
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corresponde al nivel 7 (3°,4° y 5° de secundaria) y los temas tradicionales
gue aparecen de los textos de matematica escolar; esto para fines
comparativos. Precisamente para estos fines comparativos no hubiera sido
razonable incluir el tema como son la “asignacion frecuentista de
probabilidades”. Sin embargo, ya sin fines comparativos, se ensayo la
ensefianza de este tema en el grupo experimental de manera excepcional.

Los resultados de este ensayo se dan en la siguiente seccion 4.4.

Naturalmente, que en el grupo de control se aplico la ensefianza tradicional
de temas clasicos de probabilidad y, en el grupo experimental se aplicé la
ensefianza de los mismos temas, pero usando las estrategias didacticas

disefiadas y propuestas en la seccién 4.2.

En ambos grupos se usaron un aproximado de 10 horas de clases para la
ensefianza de los temas que aparecen en los desempefios de cuadro N°11;
con las excepciones antes sefaladas. Adicionalmente, se usé un tiempo
aproximado de 2 horas para la ensefianza de la asignacion frecuentista de

probabilidades incluida su evaluacion.

44EVALUACION DE LOS APRENDIZAJES A LA LUZ DE LAS
COMPETENCIAS, CAPACIDADES Y DESEMPENOS ESTABLECIDOS
PARA LA APLICACION DE LAS ESTRATEGIAS DIDACTICAS
PROPUESTAS

4.4.1 APLICACION DE UNA PRUEBA DE DESEMPENO ESTANDART

Para la evaluacién de los aprendizajes, tanto en el grupo de control
como en el grupo experimental se aplico una prueba de desempefio
estandart (anexo 2), con 4 reactivos o items, en escala vigesimal. El
reactivo 1 vale 2 puntos, el reactivo 2 vale 4 puntos, el reactivo 3 vale

12 puntos y el reactivo 4 vale 2 puntos (20 en total).

Los calificativos obtenidos por cada grupo se presentan en el siguiente

cuadro.
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CALIFICATIVOS OBTENIDOS EN LA APLICACION DE LA PRUEBA
DE DESEMPENO (GRUPO DE
EXPERIMENTAL)

CONTROL Y GRUPO

SUJETO GRUPO CONTROL GRUPO EXPERIMENTAL
1 08 14
2 12 16
3 10 15
4 11 15
5 05 10
6 12 15
7 12 15
8 09 17
9 06 14
10 07 14
11 10 09
12 10 14
13 10 15
14 13 14
15 11 17
16 08 14
17 13 10
18 07 15
19 - 15
20 - 14
X 9,7 14,1
52 5,8 4,5

CUADRO N°12
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4.4.2 PORCENTAJE DE APROBADOS Y DESAPROBADOS

Tomando en cuenta los datos del cuadro anterior se han calculado los
porcentajes de los aprobados y desaprobados para cada grupo, en el

siguiente cuadro N°13.

PORCENTAJE DE APRBADOS Y DESAPROBADOS POR GRUPOS

. GRUPO CONTROL | GRUPO EXPERIM.
SITUACION
(18) (20)
APROBADOS 39% 85%
DESAPROBADOS 61% 15%
TOTAL 100% 100%

CUADRO N°13

100
90
80
70
60

50 B Grupo Control

%

40 B Grupo Experimental

30
20

10

APROBADOS DESAPROBADOS

Segun el cuadro N°13 y su grafico correspondiente, se observa que el
porcentaje de aprobados en el grupo experimental supera en mas del
doble de porcentaje al grupo de control. En cambio, en el grupo de
control el porcentaje de desaprobados cuadruplica al porcentaje de
desaprobados en el grupo experimental.
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4.4.3 COMPARACION ESTADISTICA DE LOS PUNTAJES PROMEDIO
POR GRUPOS

De acuerdo al cuadro N°12 se observa que el calificativo promedio en
el grupo experimental supera en 4.4 puntos vigesimales al calificativo

promedio del grupo de control.

Para comprobar estadisticamente que esta diferencia observada no es
puramente casual, sino que se debe a que realmente lo aprendizajes
en el grupo experimental fueron mucho mejores que en el grupo de
control, se realiz6é en contraste de hipoétesis haciendo uso de la prueba

T para muestras independientes, formulando las siguientes hipotesis:
Ho: El calificativo promedio es por igual para ambos grupos.

H1: El calificativo promedio del grupo experimental es superior al del

grupo de control.

Nivel de significancia : 5%
Grados de libertad : 36
Lecturade T al 5% 11,69
Punto critico C 11,24
Diferencia de medias 14,4

Decision: Como la diferencia de medias 4,4 supera al punto critico
C=1,24, entonces se rechaza la hipotesis Ho y se acepta la hipétesis
H1.

Potencia de la prueba: 99,9%

Conclusién: Hay evidencias estadisticas, con una altisima potencia
(99,9%), que en el grupo experimental los aprendizajes fueron mucho
mejores que en el grupo de control, por efectos de la aplicacion de las

estrategias didacticas propuestas.
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4.5 EVALAUCION DEL APRENDIZAJE DE LA ESTRATEGIA A SEGUIRSE
PARA EL CALCULO DE LA PROBABILIDAD FRECUENTISTA.

La ensefianza del calculo de la probabilidad frecuentista, paso a paso
experimentando a modo de ensayo solo se realiz6 en el grupo experiemental
y no en el grupo de control debido a que éste tipo de probabilidad (asignacién
frecuentista) no esta considerado en el Curriculo Nacional de la Educacion
Bésica; es decir los profesores de matemética no lo incluyen en su
programacion anual. Sin embargo, es de resaltar su importancia porque es
la manera de actuar cuando no se conoce a priori que el suceso elemental

de un espacio muestra finito de n elementos son equiprobables.

La evaluacion del aprendizaje de la asignacion frecuentista de
probabilidades se realiz6 con la ejecucién de la experiencia explicada en el
Anexo 03 por parte de los alumnos del grupo experimental. Como resultado
se obtuvo que 14 alumnos lo realizaron muy bien, pues se comprobd que
sus curvas resultantes convergian hacia la probabilidad p = 0,55, que es lo

correcto.

También se observé que 3 alumnos fallaron o no lo hicieron bien el

experimento y 3 no lograron presentarlo.

En suma, se observé que los alumnos mostraron mucho entusiasmo y

demostraron interés en ejecutar la experiencia explicada en el Anexo 03.
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CAPITULO V

DISCUSION, CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1 DISCUSION

5.1.1 DISCUSION ACERCA DE LOS RESULTADOS

A la luz de los resultados expuestos en el capitulo IV se puede afirmar

gue se ha cumplido con todos los pasos necesarios para culminar con

relativo éxito los propdsitos que se perseguia a través de los objetivos

e hipotesis planteados para el presente trabajo; proponiendo un

conjunto de estrategias didacticas para la enseflanza — aprendizaje

de la teoria de probabilidades en el nivel secundario y, su consiguiente

experimentacion y validacion en una realidad educativa como es la
I.E. Maria Reyna de Huaral (2018).

Asi pues, se ha comprobado la eficacia de las estrategias didacticas

propuestas para:

Reconocer e identificar fenomenos, hechos, acontecimientos,
sucesos, eventos influenciados por el azar, como un paso previo
para identificar correctamente el suceso aleatorio cuya probabilidad

se quiere calcular.

Valorar a la probabilidad como una medida de la incertidumbre de

la ocurrencia de un suceso aleatorio.

Reconocer y valorar la importancia del concepto de probabilidad
frecuentista, cuyo calculo requiere de pasos propios del quehacer
de la investigacion cientifica, como es preparar las condiciones
para realizar un experimento, ejecutar el experimento y, observary
registrar sus resultados, hacer cuadros, disefar gréficos y sacar

conclusiones.
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5.1.2

Seleccionar la regla mas adecuada para calcular una probabilidad
de acuerdo a la terminologia y lenguaje conjuntista usado en el

planteamiento del problema.

Interpretar una probabilidad calculada para un suceso S, en
términos de la proporcion que ocupa dentro de su espacio muestra
E, de tal modo que esta probabilidad sea entendida como una

medida del grado de incertidumbre en la ocurrencia de S.

Comparar las probabilidades halladas con la finalidad de realizar

predicciones y tomar decisiones en situaciones de incertidumbre.

Calcular e interpretar las probabilidades calculadas para sucesos
compuestos como son la probabilidad condicional, la probabilidad
para sucesos independientes, la probabilidad de la unién de

sucesos Y la probabilidad para la interseccion de sucesos.

Plantear, resolver, interpretar y comunicar problemas matematicos

en los que el azar juega un papel casual y determinante.

DISCUSION ACERCA DE PROBLEMAS CONEXOS

Pero, a la vez, el presente trabajo también ha servido para

comprender que en el Pera la ensefianza y aprendizaje de la teoria

de probabilidades, a nivel escolar, esta descuidada, por diversas

razones que se ha podido deducir:

Los profesores de matematica no estan debidamente preparados

para ensefiar el tema de las probabilidades.

Los textos escolares de matematica dedican un infimo espacio, no

mas del 2% de sus paginas, al tema de las probabilidades.

El MINEDU no ha establecido los contenidos suficientes ni los
estandares de aprendizaje que corresponde a cada grado de
estudios en la secundaria.

No se cuenta en el Peru con trabajos de investigacion relacionados
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a la didactica de la ensefianza de la probabilidad.

En suma, el esfuerzo realizado en este trabajo esta plenamente
justificado y compensado por los resultados hallados y, porque de
alguna manera se esta contribuyendo en algo a la solucién de una
problematica educativa como es la ensefianza — aprendizaje de una
rama importante de la matematica que cada dia toma mas importancia

en el campo de las ciencias: La teoria de probabilidades

5.2 CONCLUSIONES

Las conclusiones mas relevantes a las que se puede arribar en el presente

trabajo son:

Se ha cumplido con los objetivos trazados; pues el objetivo central fue
comprobar la efectividad de las estrategias didacticas que se proponen en
la seccion 4.2. Efectivamente, al aplicarse a una realidad concreta de
ensefianza de los temas de probabilidad que corresponden al 3er grado
de secundaria, siguiendo las estrategias de aprendizaje que se proponen
se obtuvo resultados muy satisfactorios en el grupo experimental de

alumnos en comparacion con el grupo de control.

Se ha verificado las hipétesis planteadas. En efecto se ha verificado la
validez de las hipétesis planteadas en éste trabajo; pues, se ha
comprobado que las estrategias mejoran notablemente el aprendizaje de
los temas fijados de probabilidad para el 3er afio de secundaria. Esta
conclusién se apoya en un contraste de hipétesis entre los calificativos
promedio logrado en el grupo experimental con el calificativo promedio
logrado en el grupo de control, resultd que la diferencia de promedios es
estadisticamente significativa con una alta potencia, a favor del grupo

experimental.

Es factible la ensefianza de la asignacién de probabilidades frecuentistas
desde el ler grado de educacién secundaria debido a su sencillez y facil
compresion, pero de enorme valor por su contribucion formativa.
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- La educacibn matematica, en cuanto a la ensefianza de las

probabilidades, esta muy descuidada en nuestro pais.

5.3 RECOMENDACIONES

Se recomienda a la Facultad de Educacién de la Universidad Nacional José

Faustino Sanchez Carrion:

- Organizar cursos de capacitacion para profesores de matematica en
temas de Estadistica y probabilidades, tanto en conocimientos como en

recursos didacticos.

- Incluir en su plan curricular de la carrera de Educaciéon Matematica un
curso netamente para la teoria de probabilidades, asi como recursos

didacticos para su ensefianza y aprendizaje.

- Publicar en su pagina virtual, a modo de articulo, los resultados del
presente trabajo, para su difusion y toma de conciencia de la importancia
gue tiene la teoria matematica de la probabilidad por su contribucién

formativa y utilitaria.
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ANEXO 01
ENCUESTA PARA DOCENTES DE MATEMATICA DE SECUNDARIA
(HUARAL - 2018)

Estimado Colega: El proposito de la presente Encuesta es recoger algunas

informaciones relevantes en torno al proceso de ensefianza-aprendizaje de la
teoria de probabilidades en las |.LE. de Huaral. jMuchas gracias por su

colaboracion!

1. Escriba en los espacios en blanco 3 principales problemas o
dificultades hallados por Ud. cuando tuvo la oportunidad de ensefiar
probabilidades
a)

b)

c)

En lo que sigue marque con un aspa la respuesta que Ud. Considere mas

conveniente

2. ¢Cual es la definicion mas aproximada del concepto de “fenémeno

deterministico?
( ) Son fendbmenos que se pueden determinar con exactitud y precision.

( ) Son fendbmenos cuyos resultados se pueden predecir con seguridad

absoluta.
( ) Son fenbmenos que tienen un unico resultado

3. ¢Cual es la definicion mas aproximada del concepto de “fenémeno

probabilistico”?
() Son aquellos fendmenos que no son deterministicos

() Son aquellos fendbmenos cuya incertidumbre se puede medir con

probabilidades

( ) Son aquellos fendmenos cuyos resultados dependen del azar
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4. Se sabe que la probabilidad de un suceso aleatorio S es p(S) = 0,27,

¢, Cudl es la interpretaciéon mas adecuada de éste valor?
() La probabilidad de S es 27%
( ) En 100 casos, S se presenta 27 veces

() Sise realizan 100 experiencias independientes en los que S ocurre,

entonces S ocurre en promedio 27 veces.
5. ¢En gqué consiste la asignhacion estadistica de probabilidad?

( ) Es asignarle a un suceso aleatorio S su frecuencia relativa k/n en

experiencias aleatorias observadas, cuando S ocurre k veces
() Es calcular estadisticamente la probabilidad de un suceso aleatorio S

() Es asignarle al suceso aleatorio S un valor aproximado p hacia donde
converse la frecuencia relativa k/n de S, donde k es el nimero de
veces que ocurre k en n experiencias aleatorias independientes.

6. Un candidato la alcaldia de la ciudad contrata 2 empresas
encuestadoras A,B para que determinen la probabilidad p (nivel de
aceptacion) de que un candidato cualquiera vote por él en las proximas
elecciones. La empresa A encuesta a 500 electores y determina que p
es 25%. La empresa B encuesta a 1000 electores y determina que p es
28%. ¢ Cual es la probabilidad més realista?

( )Esp=28%

( )Esp =25%

() No se puede saber

7. ¢Qué significado tiene un suceso aleatorio A (no vacio) condiciona la

ocurrencia de un suceso aleatorio B dentro de un espacio muestral E?
() Que el suceso B esta condicionado por el suceso A

() Tener la informacién de que si A ocurrié éste puede hacer variar la

ocurrencia de B

( ) Que el espacio E sereducea Ay B sereducea ANB
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8. ¢Cudl es el significado mas preciso de la expresion p(AnB) = p(A) - p(B)?
() Que los sucesos A y B son independientes.
() Que A no influye sobre B ni B influye sobre A.
() Que la ocurrencia de A no condiciona la ocurrencia de B, y viceversa.
9. ¢En gué circunstancia se usalaregla p(AuB) = p(4) + p(B) —p(AnB)?

() Cuando se quiere calcular la probabilidad de que por lo menos ocurra 1

de los 2 sucesos A4, B.
() Cuando se quiere calcular la ocurrencia de Ay B.

() Cuando se quiere calcular la probabilidad de la union de 2 sucesos A, B

excluyentes.

10. ¢En qué circunstancias es recomendable usar la regla de la

probabilidad del contrario S’ de un suceso aleatorio S, p(8) = {p(5')}?
( ) Cuando el céalculo de p(S) es mas facil que el calculo de p(S")
() Cuando el célculo de p(S") es mas facil que el calculo de p(S)

() Cuando p(S) =p(S")
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ANEXO 02
PRUEBA DE DESEMPENO
(Tiempo maximo: 1,5 horas)

MARCA CON UN ASPA LA RESPUESTA QUE CONSIDERES CORRECTA

1. Sefiala lo que consideres como suceso deterministico o0 suceso
aleatorio o probabilistico.
SUCESO DETERMINISTICO | ALEATORIO

Contar la cantidad de hermanos que tienes

Salir a la puerta de tu casa y anotar el sexo
de la persona que pasa

Que salgas elegido para conformar una
comisién

Escoger el menor de los digitos entre los
digitos 7; 3; 4; 2; 9

2. Juan participa en una rifa de 200 numeros comprando 10 niumeros. La
rifa premia una Tablet.

2.1 ¢Cual es laprobabilidad de que Juan se saque la Tablet?
(@ 0,50 (b)0,05 (c) 0,02 (d) 0,01

2.2 ¢Cual es lainterpretaciéon de esta probabilidad?

(&) La probabilidad de que Juan se saque la Tablet es 0,05.

(b) La probabilidad de que Juan se saque la Tablet es 5%.

(c) Si, Juan participa 100 veces en la misma rifa, entonces se sacara 5
Tablet.
(d) Si, Juan participa en 100 rifas del mismo tipo, comprando 10 rifas cada
vez, entonces en promedio puede sacarse 5 Tablets.
2.3 ¢Cuantas rifas deberd comprar Juan si quiere que su
probabilidad de sacarse la Tablet sea 0,15?
(@ 30 (b) 15 (c) 12 (d) 35
2.4 Carlos también particip6 en la rifa comprando 20 numeros.
¢Cuantas veces es mas probable que Carlos se saque la Tablet que
Juan se la saque?
(@ 2 (b) 4 () 2,5 (d) 1,5
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3. En la caja | hay 3 bolos blancos etiquetados con los digitos 1, 2y 3
(B-1;B-2; B-3). Enlacajall hay 2 bolos rojos etiquetados con los
digitos 4y 5 (R - 4; R-5). Serealiza la siguiente experiencia: Se escoge
al azar una de las cajas, luego se extrae al azar un bolo y se registra su
color y su digito.

3.1 Hallar el espacio muestral de esta experiencia, usando el diagrama
del arbol.

@ E={U;B—-1),;B—2),I;B—3),U;R—4),(I;R—-5)}

(b) E={(;R-1),(;,R-2),(I;R—-3),(I;B—4),(I;B—-5)}

(c) E=1{1,2,3,4,5}

(d) E=1{B;R}

3.2 Disefael arbol de probabilidades y hallala probabilidad del suceso
A: “El bolo extraido es de color blanco”

(a) 1/3 (b) 2/3 (c) 3/6 (d) 1/5

3.3 Sea el suceso B: “El bolo extraido tiene digito par”; hallar su
probabilidad y expresarla en porcentaje.

(@ 17,7% (b)37,7% (c) 40,7%  (d) 41,7%

3.4 ¢(Cuédl es la probabilidad de que ocurra B sabiendo que se tiene la
informacién de que A ocurrié?

(@ 1/2 (b) 1/3 (c) 1/4 (d) 1/5

3.5 Si comparas p(B) con p(B/A), puedes afirmar que A y B son
independientes?

(@) Si (b) No (c) Talvez (d) No se puede saber

3.6 ¢Cuél es laprobabilidad de que el bolo extraido sea de color blanco
y tenga digito par?

(@) 1/2 (b) 1/3 (c) 1/6 (d) 1/5

3.7 ¢Cudl es la probabilidad de que el bolo extraido sea de color blanco
0 que tenga el digito par?

(@) 1/3 (b) 2/3 (c) 4/4 (d) 3/4

3.8 ¢Cual es la probabilidad de que el bolo extraido ni sea de color
blanco ni tenga el digito par?

(a) 3/4 (b) 1/4 (c) 1/3 (d) 2/3

3.9 (Cuédl es la probabilidad de que el bolo extraido sea de color rojo y
tenga por digito a 3?

(@ 1/2 (b) 1 ()0 (d) 1/3
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3.10 ¢ Cual es la probabilidad de que el bolo extraido tenga un digito
menor que 6?

(b) 1 (b) 0 () 1/2 (d) 1/3

3.11 Hallar la distribucion de probabilidades de la variable X: “Digito
del bolo extraido” (Ver el arbol de probabilidades)

€Y
X 1 2 3 4 5
pX) | 1/6 1/6 1/6 1/4 1/4
(b)
X 1 2 3 4 5
p(X) | 14 1/4 1/4 1/6 1/6
(©
X 1 2 3 4 5
p(X) | 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5
(d)
X 1 2 3 4 5
pX) | 16 1/4 1/6 1/4 1/6

4. Cierto proceso de fabricacion de un articulo electronico tiene una
probabilidad de 5% de producir un articulo defectuoso. Por cada articulo
no defectuoso el fabricante gana S/. 32 y, por cada articulo defectuoso
producido pierde S/. 8 (ganancia negativa).

4.1 ¢Cual es la distribucion de probabilidades de la variable ganancia

X?
(a) (b)

X p(X) X p(X)
Defectuoso 0,05 S/. 32 0,95
No defectuoso 0,95 S/. -8 0,05

(©)
X p(X) X P(X)
SI. 32 0,05 Sl.-32 0,05
S/ -8 0,95 S/. 8 0,95

4.2 ¢Cual es la ganancia esperada por producto (Esperanza
matematica)?

(@ S/25 (b)S/30  (c)Sl.22  (d)S/.20
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ANEXO 03

CALCULO DE UNA PROBABILIDAD USANDO LA ASIGNACION
FRECUENTISTA O ESTADISTICA (METODO MONTECARLO)

Raya una cartulina grande horizontalmente con rectas paralelas a distancias
7,5cm; luego rayalo nuevamente pero ahora verticalmente también a distancias
de 7,5cm. de lado. Coloca la cartulina sobre una mesa y luego realiza la siguiente
experiencia.

Deposita una moneda de 1 sol en un vasito de plastico, agitalo y lanza la moneda
sobre la cartulina rayada; si la moneda corta (se cruza) a una recta cualquiera
registra un “SI”; si no la corta registradas un “NO”. Realiza 20 veces esta
experiencia y en cada lanzamiento cuentas el numero k de veces que haz
registrado un “SI” hasta ese momento. Después calcula, la frecuencia relativa
k/n gue corresponde hasta ese lanzamiento. Finalmente disefia un gréafico del
namero de lanzamientos (n) versus la frecuencia relativa k/n. Los célculos los

vas registrando en el siguiente cuadro (k/n lo expresas con 2 decimales):

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

¢ Lo corta?
k
k/n

Después, elabora un grafico de “n” versus k/n

0.7
0.6
0.5
0.4
<
~ 0.3
0.2

0.1
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

n

Finalmente, responde a las siguientes preguntas:
a) ¢Hacia qué valor se va acercando (converge) tu grafico?

b) Entonces, ¢Cual es la probabilidad frecuentista del suceso aleatorio S:
‘La moneda corta a una recta cualquiera, cuando realizas 20
experiencias?

c) ¢Consideras que si contintas realizando mas y mas experiencias la curva
resultante se estabilizara mejor alrededos de un valor?
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